ECOLE SUPERIEURE EN SCIENCES APPLIQUEES DE TLEMCEN
ANALYSE NUMERIQUE 1
EXAMEN FINAL DUREE : 01H30MN M. BELMEKKI

Exercice 1. Soit a > 1. Pour calculer la racine carrée de a, on utilise la procédure
itérative :
Tr1 = Q(Tk), k=0

ot
1 x?
1. (02pts)
St limg, o 1 = a alors a doit vérifier I’équation suivante :
JLloa
a=a+ - — —
2 2a
ce qui conduit a
a=+Va.
2. (02pts)
La procédure ne peut converger vers —/a. En effet :
) —1_ %
Fla)=1-2
donc
¢ (—va)=1— _\/5:1+ﬁ>1
a a
3. (02pts)

¢ est contractante sur [1,0] si et seulement si

max |¢' (x)] < 1
e [6/(0)
On dott avoir :
1<1-2 <1, VrelLb
a

d’un coté

12 <1
a

est toujours réalisée car £ > 0.
d’un autre coté

1—z>—1:>£<2:>x<2a
a a

Finalement b doit satisfaire la condition :

b < 2a

1
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4. (02pts)
FEtudions la convergence sur l'intervalle [1, a].
On a
b=a<2a

car a > 1. Donc d’apreés la question 2., la fonction ¢ est contractante.
Reste a montrer que l'intevalle [1,a] est stable par la fonction ¢.

On doit montrer que ¢(x) € [1,a] pour tout x € [1,al.

pour cela €tudions la fonction

2

1 =
¢(I) =x+ 5 — %
sa dérivée est donnée par
x
/ — 1 _
Ha)=1-"
On a
¢'(a) =0,
¢'(x) <0 pour z<a
et

¢ () >0 pour =>a

donc ¢ atteint son mazimum au point x = a et sa valeur est :

é(a) = a—+1

De plus, pour tout a > 1, on a :

et

Finalement, la procédure est convergente et sa limite est \/a

5. (02pts)
Pour estimer \/2, on applique la méthode précédente pour a = 2.
La fonction ¢ devient :

N

x
n
La procédure s’écrit :
Tpi1 = Tp + 0.5 — O.25xi, n >0

On prend xq = 1 et on obtient alors :

ry = 1.25

T 1.359375

r3 = 1.397399

ry = 1.409218

rs = 1.412744

rg = 1.413782

ry = 1.414087
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on arréte les itérations car
|27 — 26| = 0.3 1072 < 1077
d’ot
V2 =1.414087 & 10 *pres.

Exercice 2. (10pts)
1. En utilisant le rayon spectral, étudier la convergence des méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel pour la résolution du systeme Ax =b

a)
1 2 =2
A= 11 1
2 2 1
Méthode de Jacobi : (02pts)
A=M—-N
ot
M=D=1
et
0o -2 2
N=F+F= -1 0 -1
-2 =2 0
La matrice de Jacobi est donnée par
0o -2 2
J=M'N=| -1 0 -1
-2 =2 0
et on a
Det(\ —J)=0< X =0
donc
/\1 - /\2 - )\3 - 0
d’ou

p(J)=0<1
par suite la procédure de Jacobi est convergente.
Méthode de Gauss-Seidel : (02pts)

A=M—-N

ou

et
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La matrice de Gauss-Seidel est donnée par

0 -2 2
G=M'N=|0 2 -3
0 0 2
et on a
Det A\l —G) =0 AXA—-2)(A=1)=0
donc
)\1:0, /\2:17 )\3:2
d’ou
p(G)=2>1
par suite la procédure de Gauss-Seidel est divergente.
b)
2 —-11
A= 2 2 2
-1 -1 2

Méthode de Jacobi : (02pts)

A=M—-N
ou
M=D=2]
et
0o 1 -1
N=F+F= -2 0 =2
1 1 0

La matrice de Jacobi est donnée par

! 0 1 —1

J=MT'N==[ =2 0 =2

2\ 1 1 o

et on a

Det(A\[ —J)=0< N +51=0
donc

M =0, \a=—iV5, \3=iV5
d’otl

p(J) =5 >1
par suite la procédure de Jacobi est divergente.
Méthode de Gauss-Seidel : (02pts)

A=M—-N

ot
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et
01 —1
N=F=1|00 -2
0 0 O
La matrice de Gauss-Seidel est donnée par
0 05 =05
G=M'N=|0 —-05 —05
0 0 —05
et on a
Det(M —G) =0 AMA+0.5)2=0
donc
)\1 - O, )\2 - )\3 == —05
d’ot

p(G)=05<1
par suite la procédure de Gauss-Seidel est convergente.

2. On considere le systeme Ax = b, ou :
100
A=11 1 1
0 01

On décompose A de la maniére suivante : A=D — E — F, ou

100 0 00 00 O
D=I=|010]}|,-E=|-100],—-F=]100 -1
0 0 1 0 00 00 O
a) (01pts)
La matrice de relaxation est donnée par :
1 -
L, = (—D—E> (—“’D+F)
w w
o 0 0\ '/ (1-w/w 0 0
= 1 1/w 0 0 (1-w)/w —1
0 0 1ljw 0 0 (1-w)/w
1 —w 0 0
= —w(l—w) 1-w —w
0 0 1-w

b) (0lpts)
Les valeurs propres de L, sont
AM=X=A3=1—-w
donc
p(Le) =1 —ul
on a alors les équivalences suivantes :
La procédure de relazation est convergente < p(L,) <1

e [1-wl<1
& O<w<?



