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1-introdwctiom

La logique propositionnelle appelée aussi logique booléenne
est la plus simple des logiques .

Elle est aussi la plus utilisée (domaine électronique, mrimatique,
mathématique,...)

Comme toutes les logiques, la logique propositionnelle est
définie par :

Une syntaxe_ construction des formule

Une sémantigue signification des formule

Un systeme de preuve démonstration des formules
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2. Proposition

Une proposition est une assertion qui a la faculté d'étréraie ou
Fausse

C'est donc une phrase dont on peut direans ambiguitési elle
est Vraie ou Fausse

Exemples:

" Alger est la capitale de I'Algérie"

. 2 ropositions
" un carré a 4 angles droits” b

"Il pleut”

Il existe des assertions qui ne sont pas des propositions

Exemples:
" Demain il fera beau"

\

"Mohamed est assez grand”,

>_ Non
"il y' a environ 80 étudiants dans I'amphi 10" propositions

" Il est algérien™

~/

Dans la logique propositionnelle on s'intéresse a l'étude de
propositions. Les autres types d'assertions sont étudiées dan
d'autres logiques.
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Un proposition peut étre :

e Atomique : c'est une proposition indécomposable
» Composeée

Exemples:
Atomique : "il pleut", "la route est mouillée", "il neige"
Composée "l pleut etla route est mouillée",

"il pleut maisil ne neige pas"

« il ne neigepas' Z
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3- Variable propositionnelle

Une variable propositionnelle est une variable qui représente
une propositionatomigue

Lesvaleurs d'une variable propositionnelles sont degropositions
atomigues

Les variables propositionnelles sont notées en général par des
lettres en majuscules (ex: A, B, ..A1,A2,....A'A",..,Al")
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4- Connecteurs:

A partir d'un certain nombre de propositions (vraie ou fausses)
on peut construire d'autres propositions a l'aide d'opérations
logiques

Une opération logique peut concerner une seule proposition
(on dit qu'elle estunaire), deux assertionslfinaire).

Les opérations concernant plus de deux propositions so
plutbt rares mais peuvent étre construites a partir d'autreg
opérations (binaires et/ou unaires).

11

Les opérations logiques les plus courantes sont:

La négation : (non) opération unaire notée -|

La conjonction: (et)opération binaire notée H

La disjonction: (ou)opération binaire notée \"
L'implication : (si _alors) opération binaire notée —
L'équivalence (si et seulement 3iopération binaire notée «

12




Chacun de ces connecteurs est défini par une table de vérité

A Non A
Vrai Faux
Faux Vrai
A B AetB AouB SiAalors B Assi B

Faux Faux Faux Faux Vrai Vrai
Faux Vrai Faux Vrai Vrai Faux
Vrai Faux Faux Vrai Faux Faux
Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai
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Exemples:
Si le prophéte Mohamed est mort alors le prophéte Mohamed
n’'est pas mort Faux

Si le prophéte Mohamed n’est pas mort alors le prophete oy
Mohamed est mort

L'entier 5 est impair et Mohamed est mort, ou tout triangle a
trois cotés. Vrai

Si la 100eme décimale daest 9, donc si la 100éme décimale
demn'est pas 9 alors la 100eme décimal deest 9. Vrai
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5- Alphabet de la logique propositionnelig

L' alphabetde la logique propositionnelle est constitué de
* un ensemble devariables propositionnelles
« lesconnecteurs|, 0,V , - , o

 les séparateurs (ou parenthésegket)

16




A partir de cet alphabet on peut construire plusieurs mots:
AB-C C- |ABOIC (A)B  1(ADB)

Parmi tous les mots qu'on peut construire seules quelques ung
vont former ce qu'on appelle les formules de la logique
propositionnelle
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6- Formuie de la logique propositionnelie
(Forme propositionnelle)

L'ensemble dedormulesde la logique propositionnelle est défini
par:

L si Aestune variable propositionnelle alors A est une formal
O si¢ est une formule alors | ¢ ) est une formule
O si ¢1 etdp2 sont des formules et KI{O 0 -, } alors

¢1 K ¢2 est une formule

19

Exemples:
formules “non-formules’
A A+ B
(o) AlB
A-B OA
(A DO(B)) (el
(A OB v Q (B
(A (BvO)|(As (Bv O

20
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Définition:

On appelle forme propositionnelle tout assemblagé pour lequel
il existe une_suite finied'assemblages $1,62,.$n avecpn=¢ et
tel que pour chaque ¥i <n l'une des conditions suivantes est
vérifiée:

U ¢, est une variable propositionnelle

0 il existe j<i ¢i = I,

il existe j1,j2<i et KO{O0 -, - } tel que §=¢;; K ¢;,

21

Exemples:

« ¢=((AOIB)) -C) est une forme propositionnelle
car [Ola suite finie §1,62,63.04.65 06/ 6=p

d1=A,

$2=B,

$3=C,

4= 1(B),

5= (ALI(B),

#6= ((ATI(B)) -C)

«¢'= |(A) » n'est pas une forme propositionnelle 22
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7- Sousftomuliedis|fl iyae pomsitomele

Les sous-formulesd'une formule ¢ sont définies par:
U ¢ est une sous-formule deé.
O Si l¢' est une sous-formule de
alors ¢' est une sous-formule de.
USi KO{OO -, }et ¢1 K ¢2 est une sous-formule dé

alors ¢1 et$p2 sont des sous-formules di .

Une sous-formule dep est dite strictesi elle est différente dep

elle-méme
24
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Exemples:

« I'ensemble des sous-formules de (((A v B) |A) - C) est:

{ ((AvB)OW - C),
(AvB)OA), C,
(AvB), (lA),
A,B L

« l'ensemble des sous-formules de] JA est:

{11A, TIA, 1A, AL

25
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8- Analyse syntaxique d'une Fonmuile
(Arbre de décomposition)

Pour chaque formuled, il est possible de retrouver les
formules qui ont servi a la construire.

Pour cela, on construit I'arbre de décomposition d¢ en se
faisant guidé par les parentheses utilisées datps

Description de la procédure de décomposition:

1. on découpe au niveau du connecteur principal de la F§?

2. on enléeve les parenthéses les plus externes de chacun des
arguments du connecteur principal

3. on répéte I'opération de décomposition pour chacun des

arguments jusqu'a arriver aux variables 27
Exemples: L'arbre de décomposition de

o= (1) 0B) -~ (4)) D((B)-(0))
(1((®) 0@) - (A))) L((B)-(C))

@™ oe) - ®) (B).(C)

l

((A) O(B)) > (A) B C

g

(A) [1(B) A

e

A B

28
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Exemples:
¢ = ((Ia) » B) Ol(COD) A

(JA) » B) Ol(COD) A
(A) » (cmo)
—|A/\ D

: ik

29

Exemples:
[
l
A
l
A

30

15



Remarques:

Aucun calcul ne doit étre fait car on s'intéresse seulement a
l'aspect syntaxique de la formule (comment elle a été
construite et non pas a quoi elle est "sémantiguement"
équivalente)

Chague FP a un seul arbre de décomposition

Les nceud de l'arbre de décomposition d'une formuleg sont
les sous-formules de

31
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9- Notation polonaise d'une fommmule:

En Informatique, les FP sont souvent représentées en utilisant la
notation dite "polonaise” qui consiste a mettre les connecteurs en
téte des formes qu'il relient

La notation polonaise se déduit facilement a partir de I'arbre

de décomposition

On parcourt I'arbre de haut en bas de la fagon suivante:

Racine, BrancheGauche, BrancheDroite

RGD 33

Exemples: L'arbre de décomposition de
o= (1(((A) O(B)) - (A))) O((B)~(C))

(1A 0®)) - (A))) 0((B)-(C)

@™ oe) - ®) (B).(C)

l

((A) O(B)) > (A) B C

g

(A) [1(B) A

e

A B
La notation polonaise: |- JABA - BC

34
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Exemples:
¢ = (1) » B) O(COD) - A

((1a) » B) Ol(CID) A
(JA)o B (cmD)
—IA/\ B D
) £

La notation polonaise: - |AB |[OCDA

35

La notation polonaise permet de faciliter le calcul de la valeur de
vérité d'une formule

La démarche a suivre consiste a:
- parcourir I'expression de droite a gauche,
- si on rencontre un connecteur unaire |,
on I'applique a la variable située a sa droite
(on remplace ce connecteur et cette variable par la valeur
de vérité résultat)
- Si on rencontre un connecteur binaire,
on I'applique aux deux formules a sa droite

(on remplace ce connecteur et les deux formules par le rgsultz

18



Exemples:
Soit A est vrai, B fausse , C est vrai

¢=(1(((» O(B)) - (A))) O((B)~(C))

la notation polonaise dapest 0] -~ VABA LBC

0] —>VABA
01 ~«(VABA Vrai

O] S Vrai A Wrai

O @ Vrai

Faux 37

Ce principe d'évaluation est utilisé aussi par exemple dans
I'évaluation des expressions arithmétiques

(( (2+5)*4)/2 )+5
((2+5)*4)/2

Notation polonaise: + / * +25 4 2 5| (2454 2

(((2+5)*4)/2 )+5

5

+/*+2542 5 3{5 4
P e SR g 2 5
+/28 2 5

+14 5

19
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10-Lamgpueur- profondeur - complexité d'une formule

a) Longueur d'une formule:

La longueur d'une FP¢ est le nombre de symboles (de I'alphabet
gu'elles contient.

Exemples: Forme propositionnelle longueur

A 1
1A 4

laom) 10

(Ia) XB) 10

(WTB) - (C)) 14

(AT(B)) - ((C)D) 19

40
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a) Longueur d'une formule:
Elle est définie par:

* Long(¢)= 1 sip est une variable

* Long ((¢)) =2 + long®)

« Long(lb)= 1+ long@)

« Long (¢ K ¢) =1 + long(p)+long(¢)

41

b) Profondeur d'une formule:

la profondeur d'une FP correspond donc a la profondeur de

I'arbre de décomposition (i.e le nombre de branches qui sépare

racine de la feuille la plus éloignée)

Exemples:

Forme propositionnelle Profondeur

A

0

L)

lwoe))

Q=G

((A)0B)) - ()

NININ|IN|FP

((A)B)) - ((€)TD))

42

a
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b) Profondeur d'une formule:

La profondeur d'une formule ¢ est définie de la maniere
suivante:

*Si ¢p=A ou A est une variable propositionnelle alors proff)=0
*Sip=1dp1 ot oud1 est une formule profp)=1+prof($p1)
Sip=pLK $p2 (KKO,V, > ,0))

prof($)=1+ max(prof(¢l), prof(¢2))

43

c) Complexité (ordre) d'une formule:

La complexité (ordre ) d'une formule est donc le nombre d¢
connecteurs qu'elle contient.

Exemples: Forme propositionnelle Complexité
A 0

1A

I ae))

(Ia) o)

((A)OB)) - (C))
((A)B)) - ((C)(D))

WIN[N|IN |-

44

174
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c) Complexité (ordre) d'une formule:

La complexité d'une formule propositionnellep est définie par:
*Si ¢ est une variable propositionnelle alors @)= 0

Sip=lp' alors c(d)=1+c@")
*Sip=(¢'K ") et KO{O,O -, }alors c(@)= c@)+c(¢")+1

45
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11 - Sl fficcstioom Symteex opues atl e fmnmul

Le nombre de parentheses rend parfois I'écriture des formes
propositionnelles complexes

Pour alléger l'écriture des FP on supprime certaines
parenthéses superflues en tenant compte de certaines
conventions:

47

1- Suppression des parentheses placées de part et d'autre
d'une variable propositionnelle.

Exemple: (A) - ((B)(C)) sera notée A - (BOC)

2- Suppression des parenthéses qui séparent des négati
consécutives

Exemple: 11(I((ADB)))) sera notée 117171(ADB)

3- Application des Reégles de précédence (priorité) ent
connecteurs. L'ordre est comme suit:

T2
2. 0 v avec associativité a gauche
R R avec associativité a gauche P

DNS

e

24



Formule ¢ Formule ¢ simplifiee

(A-B)C) NIBAE

(AB)-((Ic)vD)-E) AmB-ICVD-E

(Ia) OB) a8

((ACB)v C)0D) ATBvVC D

(A -@E)Ilc)aB)) | (A-B)OICDB) .
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12 - Sutistittutiomm ol iwme ween gt ke gy tiommmed |

a- Substitution simple

Une substitution (ou substitution uniforme) associe a une variable
propositionnelle A une formule a .
Elle est notég a/Al.

L'application de [o/A] a une formule ¢ (notée ¢p[a/A] ) est le
résultat du remplacement simultané de toutesles occurrences deA
dans¢ par a.

51

Exemples
((AvB) OJA) [(C OD)A]

= ((c OD)vB)Ol(C OD))

(Av B)[r/A = r v B

((Av B O1lA[NA

(lAve O]TA

(A O [(B-D/A (BLD) »C

52
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Définition:  Si a est une formule, ¢[a/A] est la formule
obtenue en substituant toutes les occurrences de A dans ¢
par a

*si p=A alors ¢[a/A] = a

*si $=B (B différent de A) alors ¢[a/Al=¢

esi ¢=1p' alors d[a/Al= 19’ [a/A]

*si p=p1K¢2 alors ¢[a/Al= ¢1[a/A] K $2[a/A]
ou (K {O,v, » ,o})

53

b- Substitution simultanée

On peut généraliser a la substitution simultanée de n variables
propositionnelles

¢ [al/Al, a2/A2, .... , an/An] est la substitution dans¢ des
variablesAl,..An par les formesal,.. an respectivement

( Les Ai sont deux a deux distincts i.ep[al/A, a2/A] n'est pas une
substitution).

Exemples:

(Av B[C/A DB ] =CvD

(ALB)[A/ B, C Al =C A

(ALB)[C/ D, A/ Al = ALB

((AvB O[IwA AmB/B] = (lAv (ADB)) O1.]A

27



c- Substitution composée

Plusieurs substitutions peuvent se succéder ( composition
substitutions)

((¢[al/AL,...an/An]) [B1/B1L, ... Bp/Bp]) [ $1/C1,...m/Cm]

qui signifie substituer dans ¢ les variables Ai, par les formuleai .
Dans la formule obtenue, substituer les Bi par le€8i. Ensuite
substituer les Ci par les¢i.

Exemples:
((Av BJ[BoCA)[IBB] |=(B>C v B
((ASB)[ A/ B]) [ CODN A] = (CID) - ( CID)
((A-B)[CD)[AA = A-B
(((AVB)ON[ IV A [AB/B] |= (1A v (ADB)) O sl A

28



