Déterminants

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

Soient A = (a; ;) 1<, j<n une matrice carrée et B = (b; j)1<i j<n OU b; j = (—1)""/a; ;. Calculer det(B) en fonction
de det(A).
Correction V [005635]

Exercice 2 ***]

lg IC)‘ ou A, B et C sont des matrices carrées de formats
respectifs n, p et g avec p 4+ g = n. Montrer que det(A) = det(B) x det(C).
Correction V¥ [005636]

On définit par blocs une matrice A par A =

Exercice 3 ***] Déterminants d¢ VANDERMONDE

Soient xy,..., x,—1 n nombres complexes. Calculer Van(xo, ...,x,—1) = det(x’j’_l1 )i<i,j<n-
Correction Vv [005637]

Exercice 4 ****] Déterminant de CAUCHY
Soient ay,..., @y, bi,..., b, 2n nombres complexes tels que toutes les sommes a; +b;, 1 < i, j < n, soient non

nulles. Calculer C,, = det (ﬁ)l . Cas particulier : Vi € [1,n], a; = b; = i (déterminant de HILBERT).
Correction V [005638]

Exercice 5 **
Résoudre le systetme MX = U ou M = (j 1) 1<; j<n € My(R), U = (8;1)1<i<n € My 1(R) et X est un vecteur
colonne inconnu.

Correction V¥ [005639]

Exercice 6 **

Calculer det(sin(a; +a;))i<i,j<n OU ai,..., a, sont n réels donnés (n > 2).
Correction ¥ [005640]

Exercice 7 **
Calculer det(a; + bj)lghjgn ou ap,..., y, by,. .., b, sont 2n complexes donnés.
Correction V¥ [005641]

Exercice 8 **

Calculer det((a+i+j )2)1<i, j<n OU a est un complexe donné.
Correction Vv [005642]
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Exercice 9 %%

Soient xi,..., X, n entiers naturels tels que x; < ... < x,. A I'aide du calcul de det(C} ')i<; j<n, montrer que

Xj—Xi .
[Ti<ij<n == estun entier naturel.
Correction ¥ [005643]

Exercice 10 **** Déterminants circulants

ao ay ... dp—2 dp—1
an—-1 Ao an-2
Soient ay,...,a,—1 n nombres complexes. Calculer : e . : = detA. Pour cela, on calcu-
0 S al
aj a) ... dp—q ap
lera d’abord AQ ou Q = (w(ffl)(kfl))lgj,kg,, avec @ = ™/,
Correction ¥ [005644]

Exercice 11 **I

1. Soienta; ;, 1 <i,j<mn, n? fonctions dérivables sur R a valeurs dans C. Soit d = det(a; j)1<i j<n-
Montrer que d est dérivable sur R et calculer d’.

x+1 1 .. 1
2. Application : calculer d,,(x) = !
: |
I ... 1 x+1
Correction V [005645]

Exercice 12 ***

. . o . . . A -B
Soient A et B deux matrices carrées réelles de format n. Montrer que le déterminant de la matrice ( B A >

de format 2n est un réel positif.
Correction V [005646]

Exercice 13 ***

Soient A, B, C et D quatre matrices carrées de format n. Montrer que si C et D commutent et si D est inversible

A B . . . .
alors det ( c D ) = det(AD — BC). Montrer que le résultat persiste si D n’est pas inversible.

Correction V [005647]

Exercice 14 ***

Soit A une matrice carrée complexe de format n (n > 2) telle que pour tout élément M de M, (C), on ait
det(A + M) = detA + detM. Montrer que A = 0.
Correction V¥ [005648]

Exercice 15 **]




1 ai
Soient ay, ... , a,—1 n nombres complexesetA=| ¢ .. .. : . Calculer det(A — xI,).
0
0o ... 0 1 an—1
Correction V [005649]

Exercice 16 **
Calculer les déterminants suivants :

1. detA ou A € M>,(K) est telle que a;; = a et a;2,4+1—i = b et a; j = 0 sinon.

1 0 ... ... 01
0 00
2. . '
0 0 0 0
1 0 .01
1 1 0 1 1
0 1 1 1
3 | et (n>2)
RN | 1
1 1 1 1 1
a b b
N R I )
Dol b
b b a
Correction V¥ [005650]
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Correction de ’exercice 1 A
1ére solution.

detB=Y" €(0)bo(1)1--boma= Y. g(0)(—1)!T2rtntotetoly (1 i n

O'ES,; GESn

=Y e(o)(—1)* M Tag g = Y, €(0)ag()1--Ao(m)n
oES, oesS,

= detA.

2eme solution. On multiplie les lignes numéros 2, 4,... de B par —1 puis les colonnes numéros 2, 4,... de la
matrice obtenue par —1. On obtient la matrice A qui se déduit donc de la matrice B par multiplication des
lignes ou des colonnes par un nombre pair de —1 (puisqu’il y a autant de lignes portant un numéro pair que de
colonnes portant un numéro pair). Par suite, det(B) = det(A).

Correction de I’exercice 2 A
Soient C € #,(K) et D € M), 4(K). Soit ¢ : (A, 1(K))P — K o X = (Cy...Cp) €

(C1,...,Cp) det<’(§ 2)
My (K).

e ¢ est linéaire par rapport a chacune des colonnes Ci,.. ., C,.

e Siil existe (i, ) € [1, p]* tel que i # j et C; = C}, alors @(Cy,...,C,) = 0.

Ainsi, ¢ est une forme p-linéaire alternée sur 1’espace .#), 1(K) qui est de dimension p. On sait alors qu’il
existe A € K tel que ¢ = A dety, (ou detg, désigne la forme déterminant dans la base canonique de .#), | (K))
ou encore il existe A € K indépendant de (Ci,...,Cp) tel que V(Ci,...,Cp) € (M, 1(K))?, f(Ci,...,Cp) =

A detg, (Cy,...,Cp) ouenfinil existe A € K indépendant de X tel que VX € .Z,(K), det ( )é g ) = A det(X).
: I, D
Pour X = I, on obtient A =det 0 C et donc

B D\ I, D
VBe///p(K),det<o C>—det(B)><det<0 C).

L I, D L . o
De méme, I’application Y +— det ( (’)7 v > est une forme g-linéaire alternée des lignes de Y et donc il existe

I, D

,LLGKtelqueVYG%AK),det( 0 v

) = p det(Y) puis Y = I, fournit u = det < 1(1)’ ? > et donc
q
VB e #,(K),VC € #,(K),VD € A, ,(K),

det B P ) —det(B) xdet(€) xdet [ 7 P ) = det(B) x det(C),
0 C 0 I

(en supposant acquise la valeur d’un déterminant triangulaire qui peut s’obtenir en revenant a la définition d’un
déterminant et indépendamment de tout calcul par blocs).

V(B,C,D) € M,(K) x My(K) X My (K), det < g lc) ) — det(B) x det(C).

Correction de I’exercice 3 A

Soit n un entier naturel non nul. On note Lo, Li,. .., L, les lignes du déterminant Van(xo,...,x,)

A la ligne numéro n du déterminant Van(x, .. .,x,), on ajoute une combinaison linéaire des lignes précédentes
dutype L, + L, + Z?:_Ol A;L;. La valeur du déterminant n’a pas changé mais sa derniére ligne s’écrit maintenant
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(P(x9),...,P(x;)) ot P est un polyndme unitaire de degré n. On choisit alors pour P (le choix des A; équivaut
au choix de P) le polyndéme P = H?;()l (X — x;) (qui est bien unitaire de degré n). La derni¢re ligne s’écrit
alors (0,...,0,P(x,+1)) et en développant ce déterminant suivant cette derniere ligne, on obtient la relation de
récurrence :

Vn € N*, Van(xo, ..., X,) = P(x,)Van(xo, . . ., Xp—1) = [T'=g (X2 — X;) Van(xo, . .., Xn—1).

En tenant compte de Van(xp) = 1, on obtient donc par récurrence

Vn € N*, V(x;)o<i<n € K", Van(xi)o<i<n—1 = [lo<ic jcn—1(Xj —%i)-

En particulier, Van(x;)o<i<n—1 7 O si et seulement si les x; sont deux a deux distincts.

Correction de ’exercice 4 A

Si deux des a; sont égaux ou deux des b; sont égaux, C, est nul car C, a soit deux lignes identiques, soit deux
colonnes identiques.

On suppose dorénavant que les a; sont deux a deux distincts de méme que les b; (et toujours que les sommes
a; + bj sont toutes non nulles).

Soit n € N*. On note Ly,..., L,+ les lignes de Cy+ ;.

On effectue sur C, 1 la transformation L, < Z?ill AiLi avec Ay # 0.

On obtient C,41 = ﬁ“DnH ou D, est le déterminant obtenu en remplacant la derniere ligne de C,+; par la

ligne (R(b1), .. R(but1)) avec R = Tt 2. On prend R = pf=2=bnl

e Puisque les —a; sont distincts des b;, R est irréductible.

e Puisque les a; sont deux a deux distincts, les pdles de R sont simples.

e Puisque deg((X —by)...(X —by)) < deg((X +ai)...(X +an41)), la partie entiere de R est nulle.

R admet donc effectivement une décomposition en éléments simples de la forme R = Z?jll Xﬁa,- ol A, 1 #0.
Avec ce choix des A;, la derniere ligne de D, s’écrit (0,...,0,R(b,+1)) et en développant D, suivant sa

derniere ligne, on obtient la relation de récurrence :

Vn € N*, Cn+1 = R(an)Cn.

1
At
Calculons A, 1. Puisque —a, 1 est un pdle simple de R,

(=ant1=b1)...(=ani1—bn) _ (ap+1+b1)...(an+1+bn)
(=ant1+ar)...(=apy1+an) — (any1—ar)...(ant1—an)”

Apt1 = limx — —ap4 1 (x+ap41)R(x) =

On en déduit que

1 R(b ) _ (anr1=a1)...(anp1=an) (bnp1=b1)...(buy1—bn)
Y nt1 (ant1+b1)-(ant1+by) (but1+ar)...(bat1-+an)

puis la relation de récurrence

Vn c N*, Cn+l — H,"':l (aiz+l *ai) H?:] (bn+1 *bi) Cn‘

Hi:n+l ou j=n+1 (ai+bj)

En tenant compte de C; = on obtient par récurrence

_1
a1+by°

_ hicicjen(@j=a) icicjcn(bi=bi) _ Van(ai)i<icaxVan(b;) i< j<n
Ili<i j<n(@itb)) Ili<i j<n(@itb))

det( 1 )
a,~+b_/ 1<i,j<n

(y compris dans les cas particuliers analysés en début d’exercice).
Calcul du déterminant de HILBERT. On est dans le cas particulier ou Vi € [1,n], a; = b; = i. D’abord

Van(1,..n) = Ty (T G = 1)) = Ta(i— D! =TT it

5



Puis [Ty <; j<,(i+7) =T (H?:l (i+

7)) =TI, ('f—,")' = et donc

no )4
VneN*, H,= Ul

n2 T2, !

Correction de ’exercice 5 A

Le déterminant du systeme est A = Van(1,...,n) # 0. Le systeéme proposé est donc un systéme de CRAMER.
Les formules de CRAMER donnent : Vj € [1,n], x; = 2 o

A

1 ... 1 1 1 |
1 j—=1 0 j+1 n
Aj=
1 (]_1)n—1 0 (j_|_1)n—l n1
1 ji—1 j+1 n
= (—1)/*! (en développant suivant la j-me colonne)
L A
1 1 1 1
1 j—1 j+1 n
= (1) (=D (j+1).n : (par n — linéarité)
1 (-2 G+ L a2
L n! L qn! Van(l,...,n)
=(-1 J+livan 17"'7 ]_1 ) ]+1 yeeey ) = -1 l+17. . N N ’ .’ . s
U7 Vel =1, G4 D, m) = (51) JU=1G=G=D)G+D) =) (n=])
. ! Ly (n
= (-1 J“#Van 1,...n) = (-1 JH(_)Van 1,....n).
()Mt Van(Len) = (<1 () Van(1, .o
Finalement,

V)€ [1,n], x; = (—1)7*! <’;)

Correction de I’exercice 6 A

Onnote Cy.,... ., C, les colonnes du déterminant de 1’énoncé puis on pose C = (cos(a;))1<i<n €t S = (sin(a;) ) 1<i<n-
Pour tout j € [1,n], Cj = sin(a;)C+cos(a;)S. Ainsi, les colonnes de la matrice proposée sont dans Vect(C,S)

qui est un espace de dimension au plus

deux et donc,

sin >3, det(sin(ai —|—aj))1gi7j



sin(2a;)  sin(a; +ap)

— o1 . e 2
sin(a; +a)  sin(2ay) = sin(2a; ) sin(2ay) — sin”(a; +az).

Sin=2,0ona

Correction de I’exercice 7 A

Soient les vecteurs colonnes A = (a;)1<i<n €t U = (1)1<i<n-
Vje[1,n],Cj=A+b;U. Les colonnes de la matrice proposée sont dans un espace de dimension au plus deux
et donc,

sin >3, det(a;+b))i<i j<n = 0.

ar+by a1+by
ar+by ay+b;
(ay —ay)(by —by).

Sin=2,0ona = (a1 +b1)(az+b2) — (611 +b2)(a2+b1) =a1by +arby —a1b; — arby, =

Correction de I’exercice 8 A
Pour tout j € [1,n],

Cj = ((a+i+j))icicn = 2 (Di<icn +2(a+ ) (D)1<ica+ () 1<i<n-

Les colonnes de la matrice proposée sont dans un espace de dimension au plus trois et donc,

sin>4,det((a+i+j)?)i<ij<n = 0.

Le calcul est aisé pour n € {1,2,3}.

Correction de I’exercice 9 A

L% est déja un rationnel strictement positif.

J=i
PosonsP,-zlsiizl,etsii}Z,P,-:W

Puisque, pour i € [1,n], deg(P;) =i— 1, on sait que la famille (7;)1<;<, est une base de Q,—1[X]. De plus, pour

. i-1 .. .. . .
i=2,P— % est de degré i — 2 et est donc combinaison linéaire de Py, P»,..., P,_» ou encore, pour 2 < i < 7,
i—1

la ligne numéro i du déterminant det (Cj;l) est somme de la ligne <(Lx’1),> et d’'une combinaison
1<j<n

I<i,j<n
linéaire des lignes qui la précede. En partant de la derniere ligne et en remontant jusqu’a la deuxiéme, on
retranche la combinaison linéaire correspondante des lignes précedentes sans changer la valeur du déterminant.
On obtient par linéarité par rapport a chaque ligne

_ 1 \V/ _ H1<i<jgn(xj*xi)
. = =7y YalxXy, ... X)) = w —— -
i )lgiﬁjén [T, (=1t (X1, 0, n) [i<icjcnU—=1)

Finalement,

XjiTX i—1 *
Mi<icjen %5 = det (€ >1<ij<n e N*.

Correction de I’exercice 10 A

Le coefficient ligne j, colonne k, (j,k) € [1,n]*, de la matrice A vaut a;_; avec la convention : si —(n — 1) <
u< —1,a,=apyy.
Le coefficient ligne j, colonne k, (j,k) € [[l,n]]z, de la matrice AQ vaut



iaufjw(u—l)(k—l): nij avw(v+j—1)(k 1) _ i avw(v+] 1)(k—1) +Za i~ (k=1)
=—(j—1

u=1 v=—(j-1) v=0
—1
— Z av+nw(v+n+] 1)(k—1) Z u+J 1)(k—1) (car Qyin = ay et 0" = 1)
=G u=0
et n—j n-1
_ Z auw(qujfl)(kfl) + Zauw(u+j71)(kfl) _ Z auw(u+j71)(k71)
u=n—j+1 u=0 u=0

n—1
(D(jfl)(kfl) Z aua)“(k 1)
u=0

Pour k € [1,n], posons S =Y.'~ Oau k=1)_ Le coefficient ligne j, colonne k de AQ vaut donc ol-Nk-1g,
Par passage au détereminant, on en déduit que :

det(AQ) = det (@ DEDs,), = ([T{_y i) det(@U~ VD) e,

(Sk est en facteur de la colonne k) ou encore (detA)(detQ) = ([T;_, Sk) (det€2). Enfin, Q est la matrice de VAN-
DERMONDE des racines n-¢mes de 1’unité et est donc inversible puisque celles-ci sont deux a deux distinctes.
Par suite detQ = 0 et apres simplification on obtient

Zn 1 uk 1)

detA = HZ:I Sk ou Sk

b
Par exemple, a =815,283 = (a+b+C)(a+jb+j2C)(a+j2b+jc> ol j = e2im/3.
C

S0 Q
QI &0

Un calcul bien plus simple sera fourni dans la planche « Réduction ».

o

Correction de ’exercice 11 A

L. d=Yecs, 8(6)%( 1),1---Ag(n),n €St dérivable sur R en tant que combinaison linéaire de produits de fonc-
tions dérivables sur R et de plus

= ) €0)(ao()1-o( ) = Y, €(0) Y do(n)15 () =2 Y €(0)as( 1o

cEsS, cES, i=1 i=10€S,

n
= Z det(Cy,...,C},...,Cy) (ou Cy,...,C, sont les colonnes de la matrice).
i=1

2. 1 ere solution. D’aprés ce qui précede, la fonction d, est dérivable sur R et pour n > 2 et x réel, on a



x+1 1 ... 1 0 1 1
| S
1
; x+1 0
dy(x)=Y 1| : 1 1 1 (la colonne particuliére est la colonne 7)
i=1
0 x+1
1
: : : : . . 1
1 1 0 1 oo o x+1

dy—1(x)(en développant le i-eéme déterminant par rapport a sa i-éme colonne)

I
D=

1
= ndy_1(x).

En résumé, Vn > 2, Vx € R, d,(x) = nd,—1(x). D’autre part Vx € R, d;(x) =x+1etVn > 2,d,(0) =0
(déterminant ayant deux colonnes identiques).

Montrons alors par récurrence que Vn > 1, Vx € R, d,,(x) = x* +nx""!.

e C’est vrai pour n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que Vn > 1, Vx € R, d,,(x) = x" +nx"~1. Alors, pour x € R,

A1 (%) = dui1 (0) + fy dlyy (8) dt = (n+1) [ du(t dt) =x"T1 + (n+ 1),

On a montré que

Vn>1,Vx € R, dy(x) = x" +nx"" 1.

2 éme solution. d, est clairement un polyndme de degré n unitaire. Pour n > 2, puisque dn(0) = 0 et
que d, = nd,_1, 0 est racine de d,,, d,, ..., ,(,"72) et est donc racine d’ordre n — 1 au moins de d,. Enfin,
dy(—n) = 0 car la somme des colonnes du déterminant obtenu est nulle. Finalement Vn > 2, Vx € R,
d,(x) = x"~!(x+n) ce qui reste vrai pour n = 1.

Une variante peut étre obtenue avec des connaissances sur la réduction.

Correction de ’exercice 12 A

B A > les transformations : Vj € [1,n], C; - C; +iCy+; (ou i* = —1) sans

On effectue sur la matrice (

modifier la valeur du déterminant. On obtient det A —B = det A= l.B -B .
A B+iA A

Puis en effectuant les transformations : Vj € [n+1,2n], L; - L; —iL;_,, on obtient

A -B A—iB —B A—iB —B ‘ .
det(B A >_det(8—|—iA A )—det( 0 A+iB)—det(A+tB)><det(AzB).

Comme les matrices A et B sont réelles, det(A — iB) = det(A +iB) et donc

A -BY\ P
det(B A )-\det(A#—tB)] eR™.

Correction de I’exercice 13 A

Si D est inversible, un calcul par blocs fournit



A B D 0 AD—BC BD™! AD—BC BD™!
C D —c p' )=\ ep_pc I = 0 ] (car C et D commutent)

et donc, puisque
det((C D)(—C D! >>_det<c D)det<_c D1>_det<c D)XdethdetD

AD—BC BD™! . A B .
et que det < 0 ¢ 7 > = det(AD — BC), on a bien det < c D ) = det(AD — BC) (si C et D com-
mutent).
Si D n’est pas inversible, det(D — xI) est un polyndme en x de degré n et donc ne s’annule qu’un nombre fini de
fois. Par suite, la matrice D — x/ est inversible sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs de x. D’autre part,
pour toute valeur de x, les matrices C et D — xI commutent et d’apres ce qui précede, pour toutes valeurs de x

sauf peut-&tre pour un nombre fini, on a
A B
detdet< Cc D ) =det(A(D —xI) — BC).

Ces deux expressions sont encore des polyndmes en x qui coincident donc en une infinité de valeurs de x et sont
donc égaux. Ces deux polyndmes prennent en particulier la méme valeur en O et on a montré que

si C et D commutent, det ( Ié g > = det(AD — BC).

Correction de ’exercice 14 A

A = 0 convient.

Réciproquement, on a tout d’abord det(A +A) = detA + detA ou encore (2" —2)detA = 0 et, puique n > 2,
detA = 0. Donc,

A ¢ GL,(K) et A vérifie : VM € M,(K), det(A+ M) = detM.

Supposons A # 0. Il existe donc une colonne C; # 0.

La colonne —Cj n’est pas nulle et d’apres le théoreme de la base incomplete, on peut construire une matrice M
inversible dont la j-éme colonne est —C;. Puisque M est inversible, detM # 0 et puisque la j-éme colonne de la
matrice A + M est nulle, det(A + M) = 0. Pour cette matrice M, on a det(A + M) # detA + detM et A n’est pas
solution du probléme. Finalement

(VM € M,(K), det(A+M) = detA +detM) /IraA = 0.

Correction de ’exercice 15 A
En développant suivant la derniére colonne, on obtient

—x 0 0 ap
1 : ap
det(A—xl,)=| o . . 0 = (—x)"(an —x) + Zz;é(_l)nikﬂakAk
—X  ap-
0 0 1 a,—x




-x 0 0 x X
X
0
« . X X —X X X _(_ kin—k __ _ k . .
ol Ay = 0o .0 1 % = (—x)*1"7* = (—x)* (déterminant par blocs)
0
: S
O ... ... 0 0 ... 0 1
Finalement,
n—1 n
det(A —xI,) = (—x)"(a, —x) + Z(—l)”*kﬂak(—x)k = (=M [ - ) ax |
k=0 k=0

Correction de ’exercice 16 A

1. Sans modifier la valeur de detA, on effectue les transformations :Vj € [1,n], C; <= Cj+ Copp1—;.
On obtient alors par linéarité du déterminant par rapport a chacune des n premieres colonnes

1 0 ... 00 ... 0 b
0 . oot 0
E .00
det=(atb)| 0 0 0 o
00
0 R
1 0 ... 00 ... 0 a

On effectue ensuite les transformations : Vi € [n+ 1,2n], L; + L; — Ly, 11 —; et par linéarité du détermi-
nant par rapport aux n dernieres lignes, on obtient

detA = (a+b)"(a—b)" = (a®> —b*)".
2. Ce déterminant a deux colonnes égales et est donc nul.

3. On retranche la premiere colonne a toutes les autres et on obtient un déterminant triangulaire : D, =
(7 1 )n—l .
Pour le deuxieéme déterminant, on ajoute les n — 1 derni¢res colonnes a la premiére puis on met n —
1 en facteur de la premiere colonne et on retombe sur le déterminant précédent. On obtient : D, =

(=) Y n—-1).
4. On ajoute les n — 1 dernieres colonnes a la premiére puis on met a + (n — 1)b en facteur de la premiere
colonne. On obtient

D, = (a+(n—1)b) b

Y/
1 b ... b a

On retranche ensuite la premiere ligne a toutes les autres et on obtient
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1 b .. b
a-b 0 0
D,=(a+n-1b)|: 0 . . i |=(a+(n—1b)(a—b)""".
. SN
0 0 0 a-—»b
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