Exo7

Algebre linéaire I

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **1

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

Montrer que : [(F UG sous-espace de E) < (F C Gou G C F)].

Correction ¥ [005563]

Exercice 2 **#%*
Généralisation de I’exercice 1. Soient # un entier supérieur ou égal a 2 puis F, ... , F,, n sous-espaces de E ol E

est un espace vectoriel sur un sous-corps K de C. Montrer que | (F U... UF, sous-espace de E) < (il existe i € [1,n] / U F;
Val

Correction V¥ [005564]

Exercice 3 ** ]

E = K" ou K est un sous-corps de C.

Soient F = {(x1,....,04,) € E/ x1 + ... +x, = 0} et G = Vect((1,...,1)). Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de E. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E. Préciser le projeté d’un vecteur x de E sur F'
parallelement & G et sur G parallelement a F.

Correction ¥ [005565]

Exercice 4 **

Les familles suivantes de R* sont-elles libres ou liées ? Fournir des relations de dépendance linéaire quand ces
relations existent.

1. (e1,ez,e3)ote; =(3,0,1,—-2), e =(1,5,0,—1) etes = (7,5,2,1).

2. (e1,ez,ez eq)0tie; = (1,1,1,1),ep=(1,1,1,—1),e3=(1,1,—1,1) etes = (1,—1,1,1).

3. (e1,e2,e3,e4) ol e; = (0,0,1,0), e = (0,0,0,1), e3 = (1,0,0,0) et es = (0, 1,0,0).
4. (e1,er,e3,e4) 0ie; = (2,—1,3,1),ea=(1,1,1,1), e3 = (4,1,5,3) et eq = (1,—2,2,0).

Correction V¥ [005566]

Exercice 5 ***

Montrer que (1,v/2,1/3) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
Correction V [005567]

Exercice 6 **

Soit f(x) = In(1+x) pour x réel positif. Soient f; = f, fo = fo f et f3 = fo fo f. Etudier la liberté de (f1, f2, f3)
dans [0, 4oo[0:F=[,

Correction V [005568]
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Exercice 7 **
Soit f,(x) = |x — a| pour a et x réels. Etudier la liberté de la famille (f,)cr.
Correction ¥ [005569]

Exercice 8 **1I
On pose f,(x) = e* pour a et x réels. Etudier la liberté de la famille de fonctions (f,)acr-
Correction V [005570]

Exercice 9 **

Montrer que toute suite de polyndmes non nuls de degrés deux & deux distincts est libre.

Montrer que toute suite de polyndmes non nuls de valuations deux a deux distinctes est libre.

Correction ¥ [005571]

Exercice 10 **I

E =R, [X]. Pour 0 < k < n, on pose P, = X¥(1 — X)"~*. Montrer que la famille (P;)o<i<, est une base de E.
Correction V [005572]

Exercice 11 **I Polyndmes d’interpolation de LAGRANGE

Soient ay,..., a, n+ 1 nombres complexes deux a deux distincts et by,..., b, n+ 1 nombres complexes.

Montrer qu’il existe une unique famille de n 4 1 polyndmes a coefficients complexes de degré n exactement
vérifiant V(i, j) € [0,n], Li(a;) = 1 sii= j et O sinon.

Montrer que la famille (L;)o<;<n est une base de C,[X].

Montrer qu’il existe un unique polyndme P de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0,n], P(a;) = b;.
Expliciter P puis déterminer tous les polyndmes vérifiant les égalités précédentes.

Correction V [005573]

Exercice 12 **

1. Calculer pour p et g entiers naturels donnés les intégrales suivantes :

J(p.q) = J3™ cos(px)cos(qx) dx, K(p,q) = [; " cos(px)sin(gx) dx et L(p,q) = [; sin(px) sin(gx) dx.

2. Montrer que la famille de fonctions (cos(px)),en U (sin(gx))qen- est libre.

Correction ¥ [005574]

Exercice 13 ***]

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie sur K.

Démontrer que dim(F + G) = dimF +dimG — dim(F N G).

Correction V [005575]

Exercice 14 **

Soient F', G et H trois sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie sur K.

Montrer que : dim(F + G+ H) < dimF +dimG +dimH —dim(F N G) —dim(GNH) —dim(H N F) +dim(F N
GNH).

Trouver un exemple ol I'inégalité est stricte.

Correction V¥ [005576]

Exercice 15 ***
Soient Fy, F,,..., F,, n sous-espaces vectoriels d’un espace E de dimension finie sur K (n > 2).
Montrer que dim(F} + ... + F,) < dimFj + ... + dimF, avec égalité si et seulement si la somme est directe.




Correction V [005577]

Exercice 16 **I
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 3. Montrer que I’intersection de n — 1 hyperplans de E est non
nulle.

Correction V¥ [005578]

Exercice 17 **

Soient (xp,..,x,) une famille de n vecteurs de rang r et (x,...,X,,) une sous famille de rang s (m <nets <r).
Montrer que s > r+m — n. Cas d’égalité ?

Correction V¥ [005579]

Exercice 18 **
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soient f et g deux applications linéaires de E dans

F. Montrer que |rgf —rgg| <rg(f+g) <rgf+rgg.
Correction V¥ [005580]

Exercice 19 **

Soient E, F et G, trois K-espaces vectoriels puis f € Z(E,F) etg € Z(F,G).

Montrer que rgf +rgg — dimF < rg(go f) < Min{rgf,rgg}.

Correction V¥ [005581]

Exercice 20 ***

Soient E un espace de dimension finie et F' et G deux sous-espaces de E. Condition nécessaire et suffisante sur
F et G pour qu’il existe un endomorphisme f de E tel que F = Kerf et G = Imf.

Correction V [005582]

Exercice 21 ***
Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Montrer que :

1. (f non injective) < (f = 0 ou f diviseur de zéro a gauche).
2. (f non surjective) < (f = 0 ou f diviseur de zéro a droite).

Correction V¥ [005583]

Exercice 22 *** |
Soient E un espace de dimension finie # non nulle et f un endomorphisme nilpotent de E. Montrer que f” = 0.
Correction V [005584]

Exercice 23 ***]

8 2 -2

Soient A € .#3,(R) et B € ./, 3(R) telles que AB = 2 5 4 . Justifier I'existence de A et B puis
-2 4 5

calculer BA.

Correction V¥ [005585]

Exercice 24 **I Noyaux itérés

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour k € N, on pose N, = Ker(f*) et [, = Im(f*)
puis N = U Nyetl= ﬂ I;.. (N est le nilespace de f et I le cceur de f)
keN keN



1. (a) Montrer que les suites (Ni)ren et (Ix)ren sont respectivement croissante et décroissante pour 1’in-
clusion.

(b) Montrer que N et [ sont stables par f.

(c) Montrer que Vk € N, (Ny = Niy1) = (Niw1 = Nia2)-
2. On suppose de plus que dimE = n entier naturel non nul.

(a) SoitA={keN/N,=Niy1}etB={keN/ I =1} Montrer qu’il existe un entier p < n tel que

A=B={keN/k=>p}.

(b) Montrer que E =N, ®1,.

(c) Montrer que fy est nilpotent et que f/; € GL(I).
3. Trouver des exemples ol

(a) A est vide et B est non vide,

(b) A estnon vide et B est vide,

(c) (*¥***)A et B sont vides.

4. Pour k € N, on pose di = dim(1). Montrer que la suite (dy — dj+1)ken est décroissante.

Correction V [005586]

Exercice 25 ***]

Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour tout vecteur x de E la famille
(x, f(x)) soit liée. Montrer que f est une homothétie.

Correction V [005587]

Exercice 26 ***]

Soit E un espace de dimension finie. Trouver les endomorphismes (resp. automorphismes) de E qui commutent
avec tous les endomorphismes (resp. automorphismes) de E.

Correction V [005588]

Exercice 27 **]

Soient p et g deux projecteurs d’un C-espace vectoriel E.

Montrer que (p + g projecteur) < (pog=gop =0) < (Im(p) C Ker(q) et Im(q) C Ker(p)).

Dans le cas ol p + g est un projecteur, déterminer Ker(p +¢) et Im(p+ gq).

Correction V¥ [005589]

Exercice 28 **1
Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son rang.
Correction ¥ [005590]

Exercice 29 *#%*
Soient py,..., p, n projecteurs d’un C-espace de dimension finie. Montrer que (p; + ... + p,, projecteur) < Vi #

ja piopj= 0.
Correction V [005591]

Exercice 30 ***
Soit E un C-espace de dimension finie n. Soient pj,..., p, n projecteurs non nuls de E tels que Vi # j, pjop; = 0.

1. Montrer que tous les p; sont de rang 1.

2. Soient qy,..., g, n projecteurs vérifiant les mémes égalités. Montrer qu’il existe un automorphisme f de
Etel que Vi € [1,n], gi = fopiof'.



Correction V [005592]

Exercice 31 ***

Soit E un espace vectoriel. Soit G un sous-groupe fini de 4.%(E) de cardinal n. Soit F un sous-espace de E
stable par tous les éléments de G et p un projecteur d’image F. Montrer que %deG gopog~! estun projecteur
d’image F.

Correction ¥ [005593]

Exercice 32 ***
Soit G un sous-groupe fini de GL,(R) tel que Y3, Tr(M) = 0. Montrer que Y ;.M = 0.
Correction ¥ [005594]

Exercice 33 ***

Soit G un sous-groupe de GL(E) avec dimE = n et cardG = p. Soit F = {x € E/ Vg € G, g(x) = x}.

Montrer que dimF = %dec Trg.

Correction V¥ [005595]

Exercice 34 ***]

Soient Ay,..., A, p matrices distinctes et inversibles de M, (R) telles que G = {Ay,...,A,} soit stable pour la
multiplication. Soit A = A + ... +A,. Montrer que TrA est un entier divisible par p.

Correction V¥ [005596]

Exercice 35 *#%*
Montrer que tout hyperplan de M, (R) contient des matrices inversibles.
Correction ¥ [005597]
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Correction de ’exercice 1 A

<)SiF CGouGCF alors FUG =G ou FUG = F. Dans tous les cas, F UG est un sous-espace vectoriel.
=) Supposons que F ¢ G et que F UG est un sous-espace vectoriel de E et montrons que G C F.

F n’est pas inclus dans G et donc il existe x élément de E qui est dans F' et pas dans G.

Soit y un élément de G. x+y est dans F UG car x et y y sont et car F'U G est un sous-espace vectoriel de E. Si
x+y est élément de G alors x = (x+y) —y I’est aussi ce qui est exclu. Donc x +y est élément de F et par suite
y = (x+y) —x est encore dans F. Ainsi, tout élément de G est dans F et donc G C F.

Correction de I’exercice 2 A

<) Immédiat .

=) On raisonne par récurrence sur 7.

Pour n = 2, c’est I’exercice 1.

Soit n > 2. Supposons que toute réunion de n sous-espaces de E est un sous-espace de E si et seulement si I’'un

de ces sous-espaces contient tous les autres.

Soient F,..., F,, F,,+1 n+ 1 sous-espaces vectoriels de E tels que F] U ... U F,4 soit un sous-espace vectoriel de

E.Posons F =F U...UF,.

e Si Fy,;1 contient F', c’est fini.

eSiF, ) CF,alors=FU..UF,=FU..UF,UF, estun sous-espace vectoriel de E. Par hypothese de

récurrence, F est I’'un des F; pour un certain i élément de [[1,n]. F; = F contient également F,;| et contient

donc tous les F; pour j élément de [1,n+1].

e Supposons dorénavant que F ¢ F,| et que F,4| ¢ F et montrons que cette situation est impossible.

Il existe un vecteur x qui est dans F, ] et pas dans F' et un vecteur y qui est dans F et pas dans F, .

Soit A un élément de K. y — Ax est un élément de F U F,, | (puisque F U F;, .| est un sous-espace) mais y — Ax

n’est pas dans F, car alors y = (y — Ax) + Ax y serait ce qui n’est pas.

Donc VA € K, y—Ax € F. On en déduit que pour tout scalaire A, il existe un indice i(A) élément de [1,n] tel que

y—Ax € F;. Remarquons enfin que si A # u alors i(A) # i(u). En effet, si pour A et u deux scalaires distincts

(—px)=(y=Ax)
u—A

donnés, il existe un indice i élément de [1,n] tel que y — Ax et y — ux soient dans F;, alors x = est
encore dans F; et donc dans F, ce qui n’est pas.
Comme 1’ensemble des scalaires est infini et que 1’ensemble des indices ne ’est pas, on vient de montrer que

cette derniere situation n’est pas possible, ce qui acheve la démonstration.

Correction de I’exercice 3 A
1ére solution. F est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E et est donc un hyperplan de E.
Soit x = (xq,...,x,) un élément de F N G. 1l existe A € K tel que x = (4,...,A4) et nA =0 et donc A = 0 puis
x=0.Donc F NG = {0}. De plus dim(F) +dim(G) =n—1+1=n=dim(E) < 4 etdonc F &G =E.
Soit x = (xq,...,x,) un vecteur de E. Soit L e K. x— (A,..,A) e F &S (xj —A)+...+(x, —A) =0 A =
% Y"1 x;. Le projeté de x sur G parallelement a F est donc % Y xi(1,..., 1) etle projeté de x sur F parallelement
aGestx—1y" x(1,..,1).
2eme solution (dans le cas o K = R). On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Posons u =
(L,...,1).
OnaF = W+ = G . Par suite, F est le supplémentaire orthogonal de F.

X.U X1+ 42X

Soit x € E. Le projeté orthogonal de x sur G est Taz4 = At (1., 1).

[[ue] n

Correction de I’exercice 4 A

3 1 7

. . . 4 5 5 .

1. La matrice de la famille (ej,ez,e3) dans la base canonique de R™ est | 0 2 | Les trois
-2 -1 1

derniéres équations du systeéme Aeq + Ues + Ves = 0 d’inconnues A, U et v forment un sous-systéme



0 5 5
de matrice A = 1 0 2
-2 -1 1

En développant le déterminant de cette matrice suivant sa premiére colonne, on obtient det(A) = —10 —

2 x 10 = =30 # 0. Ce sous-systtme est de CRAMER et admet donc 'unique solution (A,u,v) =
(0,0,0). Par suite, la famille (e;,ez,e3) est libre.

2.
11 1 1 11 1 1
1 I -1 1 10 0 2 0 (pour2<l<4,Li<—Li—L1)
1 -1 1 1 0 -2 0 0
0 0o -2
= 0 -2 0 |=-8#0.
-2 0 0

Donc la famille (e, ez, e3,e4) est une famille libre (et donc une base de E).

3. Notons (u1,us,u3,us) la base canonique de R*.

La famille (e;,ez,e3,e4) = (u3,us,u;1,uz) a méme rang que la famille (u;,un,us,us) c’est-a-dire 4. La
famille (eq,es,e3,e4) est donc une base de R*.

1 2 4 1
. . . 4 1 -1 1 =2
4. La matrice de la famille (ey,e;,e3,e4) dans la base canonique de R* est 1 3 5 2 . Cette
1 1 3 0
matrice a méme rang que les matrices suivantes :
1 0 0 O
i 13 13 13 (es =e1—2ep, e =e3—4depete; =eq4—er)
1 -1 -1 -1
1 0 0 O
1 -3 0 0
1 1 10 0 (eg = eq —e5 et eg = e7 — e5).
1 -1 0 O
La matrice ci-dessus est de rang 2. Il en est de méme de la famille (e, ey, e3,e4) qui est en particulier liée.
La nullité de la troisieme colonne fournit 0 = eg = ec —es5 = (e3 —4ey) — (€] —2e2) = —e] —2ex +e3 et

donc e3 = e1 +2¢;. La nullité de la quatrieme colonne fournit 0 = eg = e7 —es = (e4 —e2) — (1 —2e3) =
es+ey;—epetdonc eqg = e —es.

Correction de I’exercice 5 A
Soit (a,b,c) € Q3.

a+bV24+V3=0= (a+bv2)> = (—cV3)> = a®> +2b* + 2ab\/2 = 3c? = 2ab\/2 € Q.

Mais /2 est irrationnel donc ab = 0.

Si b =0, puisque a+ ¢ = 0 et que /3 est irrationnel, on en déduit que ¢ = 0 (sinon /3 serait rationnel) puis
a=0etfinalementa =56 =c=0.

Si a =0, il reste 2b* = 3¢2. Mais \/g est irrationnel (dans le cas contraire, il existe deux entiers p et g non

nuls tels que 3¢g> = 2p? et par exemple 1’exposant du nombre premier 2 n’a pas la méme parité dans les deux
membres de 1’égalité ce qui est impossible) et donc b = ¢ = 0 puis encore une foisa =b =c =0.

On a montré que ¥(a,b,c) € Q3, (a+bvV2++/3=0=a=b=c=0). Donc la famille (1,v/2,1/3) est une
famille de réels QQ-libre.



Correction de I’exercice 6 A

Les fonctions fi, f> et f3 sont bien définies sur R*.

Soient a, b et c trois réels tels que af; +bfr +cfz =0.

Premiere solution. Si ¢ est non nul, la fonction af; + b f> + c f3 est équivalente au voisinage de +o a alnx et ne
peut donc étre égale a la fonction nulle. Donc a = 0. Puis si b est non nul, la fonction af; +bfo +cfz =bfo+cf3
est équivalente a b1In(Inx) et ne peut étre égale a la fonction nulle. Donc b = 0. Puis ¢ = 0.

Deuxieme solution. On effectue un développement limité & un ordre suffisant de la fonction af) +bf> +cf3
quand x tend vers O :

filx) =In(1+x) = % + % +o(x*) puis

23 23
o) =1+ A0) = (140- 5+ o)) = (- 542 ) -

7
:x—x2+6x3+0(x3)

puis

7 7 1 1
fix)=In(14+fx) = In(1+x—x>+ - +o(’) ) = (x—x*+=4° —f(x—x2)2+fx3+0(x3)
x—0 6 6 2 3
32,9, 3
=x—ox +2x +o(x’).

Par suite, afi(x) + bfa(x) + cf3(x) = (a+b+c)x+ (—4—b—3)x7+ (4 + 2+ F) x> + o(x*). Légalité
afi +bf, + cf; = 0 fournit, par identification des parties régulieres des développements limités a 1’ordre trois

en z€ro :

atb+c=0 a+b+c=0
—a_p_3_ .
2 2 ouencore ¢ a+2b+3c=0
1 5 2a+7b+15¢ =0
%+?+7C a"_ + C
I 1 1 1 00
Comme| 1 2 3 |=|1 1 1|=3#0,onadonca=b=c=0.
2 7 15 5 8

Correction de I’exercice 7 A

Soient n un entier naturel non nul puis ay,..., a, n réels deux a deux distincts et Ay,..., A, n réels.

Supposons A; fo, + ... + A fy, = 0. Soit i un élément de [1,n]. On a A;f,, = =Xz Ajfa; et on ne peut avoir
Ai # 0 car alors le membre de gauche est une fonction non dérivable en a; tandis que le membre de droite 1’est.
Par suite, tous les A; sont nuls et donc la famille (f,,)1<i<n est libre.

On a montré que toute sous-famille finie de la famille (f;),cr est libre et donc la famille (f,),er est libre.

Correction de I’exercice 8 A

Soient a; < ... < a, n réels deux a deux distincts et Ai,..., 4, n réels tels que Y7 | Aify, =0 ().

Premiére solution. Aprés multiplication des deux membres de (x) par e~ puis passage a la limite quand x
tend vers +oo, on obtient A, = 0. En réitérant, on obtient donc A, = A,,_; = ... = 4; = 0.

Deuxiéme solution. On note f la fonction apparaissant au premier membre de (x).

f=0=Vkelo,,n—1], f90)=0
= Vke [0,n—1], lid" + ...+ A,a* = 0.



Le systeme prédédent d’ inconnues A;, 1 < n, est un systéme linéaire homogene a n équations et n inconnues.
Son déterminant est le déterminant de Vandermonde des a; et est non nul puisque les a; sont deux a deux
distincts. Le systeme est donc de CRAMER et admet ’unique solution (0, ...,0).

Troisiéme solution. ( dans le cas ol on se restreint & démontrer la liberté de la famille (x — €™),en).

Soient nj < ... < n, p entiers naturels deux a deux distincts. Supposons que pour tout réel x on ait Y7 | ;" =
0. On en déduit que pour tout réel strictement positif 7, on a Y7 ; A" = 0 et donc le polyndme Y7 | L, X" est
nul (car a une infinité de racines) ou encore les coefficients du polynome Y ; 4;X" a savoir les A; sont tous
nuls.

Quatrieme solution. (pour les redoublants) L’application ¢ qui a f de classe C* fait correspondre sa dérivée
est un endomorphisme de I’espace des fonctions de classe C™ sur R a valeurs dans R. Pour a réel donné,
¢©(fa) = af, et la famille (f,).cr est constituée de vecteurs propres de ¢ (les f, sont non nulles) associés a des
valeurs propres deux a deux distinctes. On sait qu’'une telle famille est libre.

Correction de I’exercice 9 A

Soient n un entier naturel non nul puis Py,..., P, n polyndémes non nuls de degrés respectifs d; < ... < d,,.

Soit (A4,...,A4,) € K" tel que A1 P; + ... + A, P, = 0. Supposons par I’absurde que les A; ne soient pas tous nuls
et posons k = Max {i € [1,n] / A; # 0}. On ne peut avoir k = 1 car P; # 0 puis

MPL+ .. AP, =0=>A4P +.. + 4P =0= P, = —ZKkA,,'Pi.

Cette derniere égalité est impossible car Ax Py est un polynome de degré dj (car Ax # 0) et —Y.,_, ;P est un
polynéme de degré au plus di_; < di. Donc tous les A; sont nuls.

La méme démarche tient en remplacant degré par valuation et en s’intéressant a la plus petite valuation au lieu
du plus grand degré.

Correction de I’exercice 10 A

Premiére solution. Chaque Py, 0 < k < n, est de degré k+n — k = n et est donc dans R, [X].

Les polyndmes Py, 0 < k < n ont des valuations deux a deux distinctes et donc constituent une famille libre.
Comme de plus card(Py)o<k<n =n+ 1 =dim(E) < oo, la famille (P )o<r<n, est une base de E.

Deuxieme solution. La matrice carrée M de la famille (P )o<i<, dans la base canonique de R, [X] est triangu-
laire inférieure. Ses coefficients diagonaux sont tous non nuls car égaux a 1. M est donc inversible et (P )o<k<n
est une base de E.

Correction de ’exercice 11 A

Unicité. Soit i € [0,n]. L; doit admettre les n racines deux a deux distinctes a; ot j est différent de i et donc L;
est divisible par le polynome [] #i(X —aj). L; doit étre de degré n et donc il existe un réel non nul 4 tel que

. e, . X—a;
L; = AT];z(X —a;). Enfin Li(a;) = 1 fournit A = m Ainsi nécessairement L; = [, ; aﬁz;.

Existence. Les L; ainsi définis conviennent.

Vie[0,n], Li=0],, —%4

J#iai—a;*

Montrons que la famille (L;)o<;<, est libre.

Soient Ay,..., A, n+ 1 nombres complexes tels que AgLy + ... + A,L, = 0. En particulier, pour un indice i de
[0,n] donné, ¥}_(A;L;j(a;) = 0 et donc A; = 0 au vu des égalités définissant les L;. La famille (L;)o<i<n est
libre.

De plus les L; sont tous dans C,[X] et vérifient card(L;)o<i<n = n+ 1 = dimC,[X] < +eo. Donc la famille
(Li)o<i<n est une base de C,[X].

Soit P un polyndme quelconque de degré inférieur ou égal a n.

On écrit P dans la base (L;)o<j<n : P = Y}j_¢A;L;. En prenant la valeur en a;, i donné dans [0,n], on obtient
Ai = P(a;). D’ou Iécriture générale d’un polyndme de degré inférieur ou égal a n dans la base (L;)o<i<y :



VP € C,[X], P = P(ag)Lo+ ... + P(ay)Ly.

Mais alors : (Vi € [0,n], P(a;) = b;) = P =boLo+ ...+ b,Ly.

Réciproquement le polynéme P = boLy + ... + b,L, vérifie bien siir les égalités demandées et est de degré
inférieur ou égal a n.

Ainsi, il existe un et un seul polyndme de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0,n], P(a;) = b; a savoir
Py=Y",biLi.

Soient P € C[X] et R= (X —ap)...(X —a,) (deg(R) =n+1).

(Vi € [0,n] P(a;) =b;) < (Vi€ [0,n] P(a;) = Py(a;))
< P — Py admet les n+ 1 racines deux a deux distinctes ay, ..., a,
& P — Ry est divisible par R < 30 € C[X]/ P = By + OR.

Les polyndmes cherchés sont les Py + QR ou Q décrit C[X].

Correction de ’exercice 12 A

1. Pour p et g entiers relatifs, posons I(p,q) = [¢" &/P~9* dx.
v/

Sip#4q,1(p,q) = l.(pl_q) [e"(p_’”x]z = 0. Soient alors p et g deux entiers naturels.

Donc si p # g, J(p,q)5Re(I(p,q) +1(p,—q)) = 0 puis K(p,q) = 3Im(I(p,—q) —I(p,q)) = O puis

L(p.q) = 3Re(I(p,~q) —1(p,q)) = 0.

Sip=gq,J(p,p)=2nsip=0etmsip+#0puis K(p,p) =0puis L(p,p) =msip#0et0sip=0.
2. Sur I’espace E des fonctions continues sur R a valeurs dans R et 27w-périodiques, 1’application qui

a (f,g) élément de E? associe 02” f(t)g(r) dt est classiquement un produit scalaire. La famille de

fonctions proposée est une famille orthogonale pour ce produit scalaire et ne contient pas le vecteur nul

de E. Cette famille est donc est libre.

Correction de ’exercice 13 A

Soit f I’application de F x G dans E qui a un élément (x,y) de F x G associe x+y.
f est clairement linéaire et d’apres le theoreme du rang

dim(F x G) = dim(Kerf) +dim(Imf) avec dim(FxG) = dimF + dimG et dim(Imf) = dim(F + G).

Il reste a analyser Kerf.

Soit (x,y) € E%. (x,y) est élément de Kerf si et seulement si x est dans F, y est dans G et x +y = 0 ou encore
si et seulement si x et y sont dans F NG ety = —x. Donc Kerf = {(x,—x), x € FNG}.

Montrons enfin que Kerf est isomorphe a F N G. Soit ¢ ’application de F'N G dans Kerf qui a I’élément x
de F NG associe (x,—x) dans Kerf. ¢ est clairement une application linéaire, clairement injective et claire-
ment surjective. Donc ¢ est un isomorphisme de F NG sur Kerf et en particulier dim(Kerf) = dim(F N G).
Finalement

dim(F + G) = dimF +dimG — dim(F N G).

Correction de ’exercice 14 A

dim(F + G+ H) = dim((F + G) + H) = dim(F + G) + dimH — dim((F + G) N H)
= dimF +dimG + dimH —dim(F N G) —dim((F + G) N H).
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Maintenant , FNH +GNH C (F+G)NH (car si x est dans F NH + GNH il existe y dans F et dans H et z
dans G et dans H tel que x = y+ z et x est bien dans F + G et aussi dans H). Donc

dim((F+G)NH) > dim(FNH+GNH) =dim(F NH)+dim(GNH) —dim((FNH)N(GNH))
= dim(F N H) +dim(GNH) — dim(F NGNH)

et finalement

dim(F + G+ H) < dimF +dimG + dimH —dim(F N G) —dim(F NH) —dim(GNH) +dim(FNGNH).

Le cas de trois droites vectorielles de R? deux a deux distinctes fournit un cas d’inégalité stricte.

Correction de ’exercice 15 A

Montrons par récurrence que Vn > 2, dim(Fy + ...+ F,) < dim(F}) + ... +dim(F,).

e Pour n =2, d1m(F1 +F2) = dll’Il(F]) + dlm(Fz) - d1m(F1 sz) < dll’Il(F]) + dlm(Fz)

e Soit n > 2. Supposons que si Fi,..., F, sont n sous-espaces de E, dim(F; + ...+ F,) < dim(F}) +dim(F,).
Soient F1,..., F,4+1 n+ 1 sous-espaces de E.

im(Fy + ...+ F,) +dim(F,1) (d’apres le cas n = 2)

d1m(F1 +F+... +Fn+1) <
<dim(Fy) + ... +dim(F,+1) (par hypothése de récurrence).

d
d
Le résultat est démontré par récurrence.
On sait que si la somme F| + ...+ F, est directe, on a dim(F; + ...+ F,) = dim(F) +... +dim(F,).

Montrons par récurrence que Vn >, 2 [dim(F| + ...+ F,) = dimF}| + ... + dimF,] = la somme Fj +. ..+ F, est directe].
e Pour n=2 , d’apres le 14, dim(F| + F») = dim(F) +dim(F) = dim(FiNF,) =0= FiNF, = {0}.

e Soitn > 2. Soient Fj,...,F,+1 n+ 1 sous-espaces de E tels que dim(F; +...+ F,+1) =dim(F} ) +... +dim(F4 ).

On sait que

dim(F) + ... +dim(F,y1) = dim(F + ... + F41)
=dim(F +...+ F,) +dim(F,41) —dim((Fy + ... + F,) N F41)
<dim(F) + ... +dim(Fpyq) —dim((Fy + ... + F,) N Fop1),

etdonc dim((Fj +...+F,)NF,11) <0 puis dim((F +...+ F,) NF,+1) = 0. Par suite (F; +...+F,) NF,+1 = {0}
etaussi dim(F)+ ... +dim(Fy41) = dim(F +...+ F,) +dim(F,1) et donc dim(F; + ...+ F,) = dim(F;) +... +
dim(F,).

Mais alors, par hypothese de récurrence, la somme Fj + ... + F, est directe et si ’on rappelle que (Fj + ...+
F,)NF,+1 = {0}, on a montré que la somme F; + ... + F, 1 est directe.

Le résultat est démontré par récurrence.

Correction de I’exercice 16 A

Soit n > 3. Montrons par récurrence que Vk € [2,n— 1], si Hj,..., Hy sont k hyperplans de E, alors dim(H; N
ﬂHk) >n—k.

e Pour k = 2. Soient H; et H> deux hyperplans de E.

dim(H, NH,) =dim(H;) +dim(H,) —dim(H, + Hy) > (n—1)+(n—1)—n=n—2.

e Soit k € [2,n— 3]. Supposons que la dimension d’une intersection de k hyperplans de E soit supérieure ou
égale an —k.

Soient Hy,..., Hy, Hyy1 k+ 1 hyperplans de E.

dlm(Hl n... ﬁHkﬁHk_H) = dlIIl(Hl n... ﬂHk) +dim(Hk+1) —dlm((Hl n... ﬂHk) +Hk+]) >
(n—k)+(n—1)—n=n—(k+1),
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ce qui démontre le résultat par récurrence.
Pour k =n— 1, on obtient en particulier dim(H;N...NH,—;) >n—(n—1)=1>0etdonc H;N...NH,_; # {0}.

Correction de I’exercice 17 A
Si m = n, ¢’est immédiat.
Supposons m < n.

r = dim(Vect(xy,...,x,)) = dim (Vect(xy, ..., xn ) + Vect(Xp+1,...X4))
dim(Vect(xy,...,x;)) +dim(Vect(Xp41, ..., Xn))
s+ (n—m)

NN

et donc s > r+m —n. On a I’égalité si et seulement si chaque inégalité est une égalité, c’est a dire si et
seulement si Vect(xy,...,x,) N Vect(Xp+1,...x,) = {0} (pour la premiere) et la famille (xy41,...,x,) est libre
(pour la deuxieme).

Correction de I’exercice 18 A
Im(f+¢) ={f(x) +g(x), x€ E} C {f(x) +g(x'), (x,x') € E*} = Imf +Img. Donc

rg(f+g) <dim(Imf +1Img) < rgf +rgg

puis rgf = rg((f + ¢) + (—¢)) <ra(f +¢) +rg(—g) = ra(f +g) +rgg (car Im(—¢) = {—¢(x), x € E} =
{g(—x), x€ E} ={g(¥'), ¥’ € E} =Img) et donc rg(f +g) > rgf —rgg. De méme , en échangeant les roles de

fetg, rg(f+g) >rgg —rgf et finalement rg(f +g) > [rgf —rgg|.

V(f,8) € L(E,F)?*, |rgf —rgg| <rg(f+g) <rgf+rgg.

Correction de ’exercice 19 A

Im(go f) = g(f(E)) C g(F) fournit rg(gof) < rgg.
Soit g’ = g/f)- D apres le théoreme du rang, on a

rgf = dim(f(E)) = dimKerg' 4+ dimImg’ > dimImg’) = rg(go f)

et donc rg(go f) < Min{rgf,rgg}.

A partir du théoréme du rang, on voit que I’inégalité rgf +rgg — dimF < rg(go f) est équivalente a I’inégalité
dim(Ker(go f)) < dimKerf + dimKerg.

Soit f' = f/ker(gof)- D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(go f)) = dimKerf’ + dimImf’. Mais Kerf" C
Kerf puis Imf’ = {f(x)/ x € Eetg(f(x)) =0} C {y € F/ g(y) = 0} = Kerg et finalement dimKer(g o f) <
dimKerf + dimKerg.

V(f,g) € Z(E,F)x Z(F,G), rgf +rgg —dimF <rg(go f) < Min{rgf,rgg}.

Correction de ’exercice 20 A

Une condition nécessaire est bien sur dimF + dimG = dimE (et non pas F & G = E).

Montrons que cette condition est suffisante. Soient F' et G deux sous-espaces de E tels que dimF 4 dimG =
dimE.

Soit F/ un supplémentaire de F dans E (F' existe car E est de dimension finie).

Si G = {0} (etdonc F = E), f = 0 convient.
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Si G # {0}, il existe un isomorphisme ¢ de F’ sur G (car F' et G ont méme dimension finie) puis il existe un
unique endomorphisme de E vérifiant : f/p =0/ et f/pr = @.

Mais alors Imf = f(F®F') = f(F)+ f(F') = {0} + G = G puis F C Kerf et pour des raisons de dimension,
F =Kerf.

Correction de ’exercice 21 A

1. </Si f =0, f n’est pas injective (car E # {0}).
Si f # 0 et s’il existe un endomorphisme non nul g de E tel que fog = 0 alors il existe un vecteur x de
E tel que g(x) # 0 et f(g(x)) = 0. Par suite Kerf # {0} et f n’est pas injective.
=/ Supposons f non injective et non nulle. Soient F' = Kerf et G un supplémentaire quelconque de F'
dans E. Soit p la projection sur F parallelement a G.

Puisque F = Kerf, on a fop =0 et puisque f n’est pas nul, F est distinct de E et donc G n’est pas nul
(E étant de dimension finie) ou encore p n’est pas nul. f est donc diviseur de zéro a gauche.

2. </ Si f =0, f n’est pas surjective.
Si f n’est pas nul et s’il existe un endomorphisme non nul g de E tel que go f = 0 alors f ne peut étre
surjective car sinon g(E) = g(f(E)) = {0} contredisant g # 0.
=/ Supposons f non surjective et non nulle.

Soient G = Imf et F' un supplémentaire quelconque de G dans E puis p la projection sur F parallelement
a G. F et G sont non nuls et distincts de E et donc p n’est pas nulle et vérifie po f = 0. f est donc diviseur
de zéro a droite.

Correction de ’exercice 22 A

1ére solution. Si f = 0, c’est immédiat . Sinon, soit p I’indice de nilpotence de f (p > 2).

Par définition de p, il existe un vecteur xo tel que f7~!(xq) # 0 (et f7(xq) = 0).

Montrons que la famille (f*(xo))o<k<p—1 est libre. Dans le cas contraire, il existe ..., a,—1 p scalaires non
tous nuls tels que agx + ... +a,—1 7~ (xo) = 0.

Soit k =Min{i € [0,p — 1] / a; # 0}.

p—1 ) p—1 ) p—1 i
Y aifi(x))=0=Y aif'(x0) =0= f7" (): a,-f‘(xo)> =0
i=0 i=k i=k

= arf’ Y(x0) =0 (carpouri > p, f'=0
= a; = 0 (car P~ (x9) #0).

Ceci contredit la définition de k et donc la famille (f*(xo))o<k<p—1 est libre. Puisque le cardinal d’une famille
libre est inférieur a la dimension de 1’espace, on a montré que p < n ou, ce qui revient au méme, f" = 0.

2eme solution. (pour les redoublants)

Soit p € N* I’indice de nilpotence de f. Le polyndme X” est annulateur de f. Son polyndme minimal est un
diviseur de X et donc égal 2 X* pour un certain k € [1, p]. Par définition de I’indice de nilpotence, k = p puis
py = X?. D’apres le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, pif divise ) qui est de degré n et en particulier p < n.

Correction de ’exercice 23 A

g8 2
Cherchons une matrice A de format (3,2) et une matrice B de format (2,3) telles que AB = 2 5 4
4 5

Posons E = IR? et notons (i, j) la base canonique de E.

Posons F = R? et notons (e1, ez, e3) la base canonique de F.

Le probleme posé matriciellement peut aussi s’énoncer en termes d’applications linéaires : trouvons f €
ZL(E,F)et ge ZL(F,E) telles que fog(er) = 8e; +2ex —2e3, fog(er) =2e1 +5ex+4e3 et fog(ez) =
—2e1 +4er + Ses.

13



Remarquons tout d’abord que le probleme posé n’a pas nécessairement de solution car par exemple rg(fog) <
Min{f,g} < dimE = 2 et si la matrice proposée est de rang 3 (c’est a dire inversible), le probleéme posé n’a pas
de solution.

8 2 =2
Icei, | 2 5 4 |=8x9-2x18—-2x18 =0 et la matrice proposée est de rang au plus 2 puis de rang 2
-2 4 5

car ses deux premieres colonnes ne sont pas colinéaires.

Une relation de dépendance des colonnes est C; = 2C, — 2C3.

Un couple (f,g) solution devra vérifier fog(e;) =2fog(ex) —2fog(es).

Prenons n’importe quoi ou presque pour g(ez) et g(e3) mais ensuite prenons g(e) = 2g(ez) —2g(e3).

Par exemple, posons g(ez) =i, g(e3) = jet g(ey) =2i—2j puis f(i) = 2e; +5ex+4ez et f(j) = —2e; +4dex+

2 -2 ’ 10 g8 2 -2
Sez ou encore soientA=| 5 4 eth( 5 0 1 ).OnaAB: 2 5 4
4 5 -2 4 5
8 2 -2
Soient A et B deux matrices de formats respectifs (3,2) et (2,3) telles que AB = 2 5 4 |].Calculons
-2 4 5
BA (il n’y a bien siir pas unicité de A et B, mais I’énoncé suggere que le produit BA doit étre indépendant de A
et B).
Tout d’abord
8 2 -2 8 2 -2 72 18 —18
(AB?>=| 2 5 4 2 5 4 |=| 18 45 36 | =94B.
-2 4 5 -2 4 5 —18 36 45

De plus, rg(BA) > rg(A(BA)B) = rg((AB)?) = rg(9AB) = rg(AB) = 2 et donc rg(BA) = 2 puis BA € 4.%>(R).
De 1’égalité (AB)? = 9AB, on tire aprés multiplication 2 gauche par B et a droite par A, (BA)? = 9(BA)? et,
puisque BA est une matrice carrée inversible et donc simplifiable pour la multiplication des matrices, BA = 91.

Correction de ’exercice 24 A

1. (a) Soientk € Netx € E.x € Ny = f*(x) =0 = f(f*(x)) =0 = x € Niy1.

Vk e N, N C Niy1- I

Soientk € Nety€ 1 = Ix€E/y=f""x)=IcE/y=ff(x)) =yl

VkeN, Iy CIL. I

(b) Soit x € N. 1l existe un entier k tel que x est dans Nj ou encore tel que f*(x) = 0. Mais alors
FA(f(x)) = f(f*(x)) = 0 et f(x) est dans Ny et donc dans N. Ainsi, N est stable par f.

Soit y € I. Alors, pour tout naturel k, il existe x; € E tel que y = f*(x;). Mais alors, pour tout entier
k, f(y) = f(f*(xx)) = fX(f(x)) est dans I, et donc f(y) est dans 1. I est stable par f.
(¢) Si N = Nj11,0nadéja Ny C Niyp. Montrons que Ny C Niag.

Soit x € Ni12. Alors fA71(f(x)) = 0 et donc f(x) € Niy1 = Ni.. Done, f5(f(x)) = 0 ou encore x est
dans Nj1. On a montré que

Vk e N, [(Nk = Nk+1) = (Nk+1 = Nk+2)].

2. (a) Notons tout d’abord que, pour tout entier naturel k, Ny C Ny et Iy C I;. Si de plus, on est en
dimension finie, alors d’apres le théoréme du rang,
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(b)

©

Ny=Ney1 1 =L & dimN;, = dime+1.

Donc A = B (éventuellement = ©).

La suite des noyaux itérés ne peut étre strictement croissante pour I’inclusion car alors la suite des
dimensions de ces noyaux serait une suite strictement croissante d’entiers naturels, vérifiant par une
récurrence facile dimN; > k pour tout naturel &, et en particulier dimN,,+; > dimE ce qui est exclu.
Donc il existe un entier k tel que Ny = Ni1. Soit p le plus petit de ces entiers k.

Par définition de p, Nj est strictement inclus dans Ny pour k < p, puis N, = N, ;| et d’apres 1)c)
pour tout entier naturel k supérieur ou é€gal a p on a Ny = N, (par récurrence sur k > p). Donc
A={p,p+1,p+2,.}.

Enfin, dim(Np) < dim(N;) < ... < dim(N,) et donc dim(N,) > p ce qui impose p < n.

On a déja dimN), 4+ dim/, = dimE. Il reste a vérifier que I, NN, = {0}.

Soit x un élément de I, N N,. Donc f?(x) = 0 et il existe y € E tel que x = f”(y). Mais alors
f?7(y) =0 ety est dans No, = N, (car 2p > p) ou encore x = fP(y) = 0.

E=1,®N,.

IciN=N,=KerfPetl=1,=Imf?.

Soit f’ = f/y. D’aprés 1)b), f’ est un endomorphisme de N puis immédiatement "7 = 0. Donc fy
est nilpotent.

Soit f” = f); . f" est d’aprés 1)b) un endomorphisme de /. Pour montrer que f” est un automor-
phisme de 1, il suffit de vérifier que Kerf” = {0}. Mais Kerf” C Kerf C N et aussi Kerf” C I. Donc
Kerf” C NNI={0}. Donc f/; € 4.Z(I).

. Il faut bien siir chercher les exemples en dimension infinie.

(a)

(b)

©

Soit f de R[X] dans lui-méme qui & un polyndéme P associe sa dérivée P'. On vérifie aisément que
Vk € N, N;, = Ry [X] et donc la suite des noyaux itérés est strictement croissante. La suite des I est
par contre constante : Vk € N, I, = R[X]. Dans ce cas, A est vide et B = N.
A un polyndme P, on associe le polynome XP. Les Ny sont tous nuls et pour k¥ € N donné, [; est
constitué des polyndmes de valuation supérieure ou égale a k ou encore I; = X*R[X]. Dans ce cas,
A=NetB=0g.
Soit f I’endomorphisme de R[X] qui 2 Xn associe Xn+1 si n n’est pas une puissance de 2 et 0 si n
est une puissance de 2 (f(1) =X, f(X) =0, f(X?) =0, f(X3) =X4, f(X*) =0, ..)
Soit k un entier naturel.

fzkfl(X2A+1) _ X2k+1+2k71 :X2k+l # 0 et fzk(X2k+1) _ f(X2k+l) _ 0
Donc, pour tout entier naturel k, N,«_; est strictement inclus dans Nj. A est vide.
Ensuite, X2 € Lx_, mais X2 ¢ L. En effet, si [ > 2¢T! 41, £2°(X!) est ou bien nul ou bien de
degré supérieur ou égal a 2k + 251 41 > 2kl ersi [ < 2KFH1, #2(X!) =0 carentre [ et 26 +1—1,il y
a une puissance de 2 (il y a 2f nombres entre [ et 2 4+ — 1, ensuite 2K+ — 1 < 25K 4261 =3 x 2k <
2K+2 et enfin I’écart entre deux puissances de 2 inférieures 2 25! vaut au maximum 241 — 2k = 2k)
. Donc, Ly contient le polyndme nul ou des polyndmes de degré strictement supérieur 2 2€*! et ne

contient donc pas X 2! Finalement, pour tout entier naturel &, I, est strictement inclus dans Z_,
et B est vide.

. Pour k entier naturel donné, on note fj la restriction de f a ;. D’apres le théoréme du rang, on a

dim/; = dimKerf; + dimImf; avec Imf; = f(Ix) = lx11-

Donc, pour tout entier naturel k, dy — dy11 = dimKer f;.

Or, pour tout entier naturel k, Kerfi 1 = Kerf NIy C Kerf NI, = Kerf; et donc dy| — dyin =
dimKerf 1 < dimKerf;, = dy —djy1.

Finalement, pour tout entier naturel k, dy1 — dyy2 < di — dis1 et la suite des images itérées décroit de
moins en moins vite.
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Correction de ’exercice 25 A

On transforme 1égerement 1’énoncé.

Si x est un vecteur non nul tel que (x, f(x)) est liée alors il existe un scalaire A, tel que f(x) = Ax. Six =0,
f(x) =0 = Ox et encore une fois il existe un scalaire A, tel que f(x) = A.x.

Inversement, si pour tout x de E, il existe A, € K tel que f(x) = Ax, alors la famille (x, f(x)) est liée. Donc

[(Vx€E, (x,f(x)) liée) & (Vx € E, A € K/ f(x) = Aex)].

Notons de plus que dans le cas ot x # 0, la famille (x) est une base de la droite vectorielle Vect(x) et en
particulier, le nombre A, est uniquement défini.

Montrons maintenant que f est une homothétie c’est a dire montrons que : 34 € K/ Vx € E, f(x) = Ax.
Soient xg un vecteur non nul et fixé de E puis x un vecteur quelconque de E.

ler cas. Supposons la famille (xp,x) libre. On a f(x+x¢) = Ay, (x+x0) mais aussi f(x+xo) = f(x)+ f(x0) =
Axx + Ay X0 et donc

(Axtro — Ax)x + (Aegrg — Axg)%0 = 0.

Puisque la famille (xo,x) est libre, on obtient Ay, — Ay = Ayyy, — Ay, = 0 et donc A, = Ay, = Ay, Ainsi, pour
tout vecteur x tel que (x,xp) libre, on a f(x) = Ay x.

2éme cas. Supposons la famille (xp,x) liée. Puisque x( est non nul, il existe un scalaire u tel que x = pxy. Mais
alors

J(x) = pf(x0) = PAxxo = Ay .

Finalement, il existe un scalaire k = A, tel que pour tout vecteur x, f(x) = kx et f est une homothétie. La
réciproque étant claire, on a montré que

Vf e Z(E), [(f homothétie) < (Vx € E, (x, f(x)) liée)].

Correction de ’exercice 26 A

Remarques. 1) Soit (G,*) un groupe. Le centre de G est I’ensemble des éléments de G qui commutent avec
tous les éléments de G. Ce centre, souvent noté Z, est un sous-groupe de (G, ).

2) (Z(E),o) est un magma associatif et unitaire mais non commutatif (pour dimE > 1) mais (.Z(E),o) n’est
pas un groupe. Par contre (4.7 (E), o) est un groupe (groupe des inversibles de (£ (E),0)).

Soit f un endomorphisme (resp. automorphisme) de E commutant avec tous les endomorphismes (resp. les
automorphismes) de E. f commute en particulier avec toutes les symétries.

Soit x un vecteur non nul de E et s la symétrie par rapport a Vect(x) parallelement a un supplémentaire donné
de Vect(x)).

Par suite, f(x) est invariant par s et appartient donc a Vect(x). Ainsi, si f commute avec tout endomorphisme
(resp. automorphisme) de E, f vérifie nécessairement Vx € E, (x, f(x)) liée et d’apres le 25, f est nécessai-
rement une homothétie. Réciproquement , les homothéties de £ commutent effectivement avec tout endomor-
phisme de E.

Les endomorphismes de E qui commutent avec tout endomorphismes de E sont les homothéties. I
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Pour le centre de .7 (E), il faut enlever I’application nulle qui est une homothétie mais qui n’est pas inversible.

Correction de ’exercice 27 A

=/ Si p 4 g est un projecteur alors 1’égalité (p +q)? = p + ¢ founit pg+ gp = 0. En composant par p a droite
ou a gauche , on obtient pgp + gp = 0 = pq+ pgqp et donc pg = gp.

Cette égalité jointe a I’égalité pg+ gp = 0 fournit pg = gp = 0.

</ Si pg=qp =0, alors (p+q)* = p* + pg+qp+q* = p+q et p+q est un projecteur.

Pour tous projecteurs p et g, (p + g projecteur< pog =qgo p =0« Img C Kerp et Imp C Kerg). I

Dorénavant, p + g est un projecteur ou ce qui revient au méme pg = gp = 0.
On a Kerp NKerg C Ker(p + ¢). Inversement, pour x € E,

x€Ker(p+q) = (p+4q)(x) =0= p(p(x) +4q(x)) = 0= p(x) =0,

et de méme g(x) = 0. Ainsi, Ker(p + q) C KerpnKerg et donc Ker(p + q) = Kerp NKerg.
On aIm(p+ ¢) C Imp + Img. Inversement, pour x € E,

x € Imp+1Img = 3(x1,x) € E2/ x = p(x1) +q(x2).
Mais alors, (p+q)(x) = p*(x1) + pg(x1) + gp(x2) + ¢*(x2) = p(x1) + q(x2) = x et donc x € Im(p + g). Ainsi,

Imp 4+ Img C Im(p + ¢q) et donc Im(p + ¢) = Imp + Img. En résumé, si p et ¢ sont deux projecteurs tels que
P+ g soit un projecteur, alors

Ker(p+¢q) = KerpNKerg et Im(p + g) = Imp + Imgq.

Correction de ’exercice 28 A
Soit p un projecteur de E. Si p =0, Tr(p) =rg(p) =0et si p = Idg, Tr(p) =rg(p) = n.
Dorénavant, p est un projecteur de rang r € [1,n — 1]. On choisit une base de E % adaptée a la décomposition

1 0 ... ... 0
0
E =1Im(p) @ Ker(p). Dans cette base, la matrice de p s’écrit 2o ou le nombre de
0 e
0
0 0 0

1 est dim(Im(p)) = r. Mais alors Tr(p) = r.

En dimension finie, la trace d’un projecteur est son rang. I

Correction de ’exercice 29 A
</ SiVi# j, piopj=0 alors

(P4t Pn)* =Pi+ o+ Pa+ Lo Piopj = i+t Pas
et p1 + ...+ p, est un projecteur.

=/ Supposons que p = p; + ... + p, soit un projecteur. Posons F; =Imp;, | <i<n,puis F=F+...+F, et
G = Imp. On sait que la trace d’un projecteur est son rang. Par linéarité de la trace, on obtient
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rgp =Trp =Tr(p1) + ... + Tr(pa) = r2(p1) + ... +12(pn),

et donc dimG = dimF) + ... + dimF;, > dimF. D’autre part, G = Im(p| + ... + p,) C Imp; + ... +Imp, = F| +
..+F,=F.

On obtient donc G = F et aussi dim(F; + ...+ F,) = dimFj + ... + dimF,. D’aprés I’exercice 15, F = F| ®...®F,
c’est-a-dire

Imp =Im(p;) D ... &Im(p,).

Il reste a vérifier que pour i # j et x dans E, p;(p;(x)) = 0 ou ce qui revient au méme que pour i # j et y dans
Im(p;), pi(y) =0.

Soit y dans Im(p;) (et donc dans Imp). Les égalités y = p;(y) = p(y) fournissent },, ; p;(y) = 0. La somme
Y, Im(p;) étant directe, on a donc p;(y) = 0 pour chaque i # j ce qu’il fallait démontrer.

p1+ ...+ pn projecteur& Vi # j, piop;j=0.

Correction de ’exercice 30 A

1. D’apres le 29, Im(p; + ... + pp) = Im(p1) + ... + Im(p,) = Im(p1) & ... ©Im(p,).

Chaque p; est de rang au moins 1, mais si I’un des p; est de rang supérieur ou égal a 2 alors n = dimE >
rg(p1+ ...+ pn) =12(p1) + ... +1g(pn) > n ce qui est impossible. Donc chaque p; est de rang 1.

2. Les images des p; (resp. g;) sont des droites vectorielles. Pour chaque i, notons e; (resp. ¢€;) un vecteur
non nul de Im(p;) (resp. Im(g;)). D’apres 1), E = Vect(e;) @ ... @ Vect(e,) ou encore (e;)1<i<n (resp.
(€})1<i<n) est une base de E.

Soit f I’automorphisme de E défini par f(e;) = €} (f est un automorphisme car I’image par f d’une
base de E est une base de E).

Soit (i, j) € [1,n]*. fop,-offl(e;) = f(pi(ej)) = f(6; jei) = 6 je; = qi(e;). Ainsi, les endomorphismes
gi et fop;o f~! coincident sur une base de E et sont donc égaux.

Correction de ’exercice 31 A

Soit g = 3 Yeeggopog .

¢ =1L mehopoh ' ogopog™!.

Mais si g et & sont deux éléments de G et x est un vecteur quelconque de E, p(g~!(x)) est dans F et donc par
hypothése 7~' o go pog~!(x) est encore dans F (h~! est dans G puisque G est un groupe). On en déduit que

1 1

hopo}flogopo(gf1 :hohilogopogf =gopog .
Mais alors

= L emec280P08 ' = i XnLeeggopog ' =, Leeg8opro8 ' =4

et g est un projecteur.
Montrons que F C Img. Soit x un élément de F. Pour chaque g € G, g~!(x) est encore dans F et donc

p(g71(x)) = g7 (x) puis g(p(g~'(x))) = x. Mais alors

Q(x) = %deGx =4
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ou encore x est dans Img. On a montré que F' C Img.
Montrons que Img C F. Soit x un élément de Img.

P =plg() = ¥ pogopog (¥
geG

1

== Zgopogil(x) (car pog~!(x) € Fetdonc gopog '(x) €F)
n
geG

=q(x) =x,

et x est dans F. On a montré que Img C F et finalement que Img = F.

g est un projecteur d’image F. I

Correction de ’exercice 32 A

Soit A =YyegM. Alors A =¥ o MN.

Soit M € G fixée. Considérons 1’application ¢ de G dans G qui a un élément N de G associe MN. Puisque G est
stable pour le produit, @ est bien une application. Plus précisément, ¢ est une permutation de G car 1’application
v de G dans lui-méme qui 4 un élément N de G associe M~ N vérifie yo @ = @ o y = Idg. On en déduit que

A= Yvec (ZNEGMN) =YpecgA=pAoup= card(G).

2
Finalement, la matrice P = %A est idempotente car (%A) = # PA = %A. Comme A est une matrice de projec-
tion, on sait que rgP = TrP = } 3, TrM = 0 et donc P = 0 ou encore } ;M = 0.

Correction de ’exercice 33 A

Par la méme méthode qu’au 32, on voit que f = %deG g est un projecteur et donc %deG Trg = rgf. Mainte-
nant, si x est un élément de F alors pour tout g dans G, g(x) = x et donc f(x) = x. Ainsi, un élément x de F est
dans Imf.

Inversement, soit x un élément de Imf. Pour g € G,

8(x) = 8(f(x) = L peg0h(®) = L X)cahlx) = f(x) = x.

(Comme au 32, I’application qui, pour g € G fixé, associe a un élément i de G I’élément g o h, est une permu-
tation de G).
Ainsi, I’élément x de Imf est dans F'. On a montré que F = Imf. Puisque f est un projecteur, on en déduit que

dimF =rgf =Trf = %decTrg.

Correction de ’exercice 34 A

Comme a I’exercice 32, la matrice A = %25:1 Ay, est idempotente et donc TrA = rgA d’apres le 28. Par suite,
Tr(A1)+ ...+ TrA, = prgA est un entier divisible par p.

Correction de I’exercice 35 A

Soit H un hyperplan de .#,(R). H est le noyau d’une forme linéaire non nulle f.

Pour M = (m; j)1<i,j<n, posons f(M) = Yi<ij<n @i jMij OU les a; j sont n? scalaires indépendants de M et non
tous nuls.

ler cas. Supposons qu’il existe deux indices distincts k et [ tels que ax; # 0. Soit M = I,, — %Ek,l- M

est inversible car triangulaire a coefficients diagonaux tous non nuls et M est dans H car f(M) =Y} a;; —
Y aii

ClkJT =0.
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2¢éme cas. Si tous les ai, k # [, sont nuls, H contient la matrice inversible

O =
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