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Dans ce cours K est un corps qui peut étre Q, R ou C.
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Chapitre 1

Un peu de théorie des groupes

1.1 Lois de composition

De maniére tres générale, faire de l’algébre c¢’est étudier des structures
algébriques c-a-d des ensembles ot sont définies des opérations.
Une opération, ou loi de composition, sur un ensemble E est une applica-
tion :
ExXFE—-FE.

Les éléments de I’ensemble E peuvent étre des nombres, des matrices, des
fonctions, etc

Les ensembles de nombres suivants sont des exemples basiques de struc-
tures algébriques. Ils sont munis d’au moins deux opérations, I’addition et la
multiplication :

]N7Z7Q7]R'7 ]R-i- .

Remarques :

— les opérations d’addition et de multiplication ne sont pas définies sur
tous les ensembles de nombres. Par exemple le produit de deux nombres
irrationnels n’est pas toujours un nombre irrationnel ;

— Le produit vectoriel des vecteurs de R? est un exemple de loi de com-
position mais non le produit scalaire.

Rappelons que le produit vectoriel sur R? est défini ainsi :

T Y1 ToYs — T3Y2

v .
Y ER | oz | A v | = | zsp — 21y
T3 Ys T1Y2 — 21
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Notations : Pour une loi de composition sur un ensemble F, la notation
fonctionnelle n’est pas trés pratique. On utilise plutét une notation qui res-
semble a celle utilisée pour la somme ou le produit de nombres. Par exemple,
si:

p: Ex E— E (a,b) — p(a,b)

est une loi de composition on notera le plus souvent ab (ou parfois a x b,aob
ou a+b) le résultat de 'opération p(a, b). Par exemple : (ab)c = p(p(a,b),c).

1.1.1 Associativité, commutativité

Définition 1 Soit une loi de composition sur un ensemble E notée multipli-
cativement : (a,b) — ab. On dit que cette loi est associative si :

(ab)e = a(bc)
pour tous a,b,c € E. On dit que cette loi est commutative si :
ab = ba
pour tous a,b € F.

Exemples : les lois d’addition et de multiplications sur les ensembles
de nombres Q, R, C, ... sont associatives et commutatives. La loi d’addition
(coordonnée par coordonnée) sur l'ensemble des vecteurs de R™ est aussi
associative et commutative. En revanche, la loi du produit vectoriel sur les
vecteurs de R® n’est ni associative ni commutative. La loi de multiplication
des matrices carrées (réelles ou complexes) est une loi associative.

Notations : on note souvent + les lois de composition commutatives.

Remarque : Si une loi (a,b) — ab sur un ensemble E est associative,
on définit le produit de n éléments de E par récurrence sur n de la fagon
suivante :

ai...ap == (ay...an_1)ay,

pour tous ay,...a, € E. On a alors :
ay...ap = (ay...a;)(aip1...a,)

pour tout 1 <17 < n.
Exemple : On note .#,(R) := cai; € Ry len-

semble des matrices réelles de taille nxn. Si A = (a; j)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n
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sont des matrices carrées réelles, on pose AB = (¢;;)1<i j<n OU :

n
Cij = Qibr; -
k=1

Cette loi est associative, en effet, si A = (a;;)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n, C =
(¢i,j)1<ij<n, alors pour tous i, 7, le (i,j)—iéme coefficient de (AB)C' est le
méme que le (7, j)—iéme coefficient de A(BC) :

Z azvkbk’lclﬂ N

1<k, l<n

1.1.2 Identité, éléments inversibles

Définition 2 Soit une loi de composition sur un ensemble E :
Ex E— FE, (a,b)— ab .

Une identité, ou un élément neutre, pour cette loi est un élément e € E tel
que pour tout a € E :
ae=ea=a .

Proposition 1.1.1 Si une loi de composition sur un ensemble E a un élé-
ment neutre, alors cet élément neutre est unique.

Démonstration : Soient e, e’ deux éléments neutres, alors :

q.e.d.

Exemples :

— L’élément neutre de 'addition sur 'ensemble des nombres entiers (ra-
tionnels, réels, complexes) est 0. — L’élément neutre de 1’addition sur 1’en-
semble des vecteurs de R™ est le vecteur nul (dont toutes les coordonnées
sont 0).

— L’élément neutre de la multiplication sur ’ensemble des nombres en-
tiers (rationnels, réels, complexes) est 1.

— Il n’y a pas délément neutre pour la loi du produit vectoriel sur R3.

Notations : on note souvent 1 le neutre d’une loi de composition notée
multiplicativement et 0 le neutre d’une loi de composition notée additive-
ment.

Exemple : soit F' un ensemble. On note F¥' I'ensemble des applications
de F dans F. Sur cet ensemble F'¥ on choisit la loi de composition des
applications (f,g) — f o g. Pour cette loi, I’élément neutre est 'application
ldep: FF— F,x — x.
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Exercice 1 Vérifier que le neutre pour la multiplication des matrices (a4 co-
efficients entiers, rationnels, réels ou complexes) n X n est la matrice :

1
I, =
1

Définition 3 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition (notée mul-
tiplicativement) qui a un élément neutre e. Un élément v € E est inversible
s’il existe un élément y € E tel que :

Ty =yr=e

et dans ce cas, on dit que y est un inverse de x. Un élément x € E est
wnversible a droite , respectivement inversible a gauche, s’il existe un élément
y € E tel que xy = e, respectivement yr = e.

Exercice 2 Soit ' un ensemble. Considérons la loi de composition des ap-
plications sur l'ensemble E¥. Soit une application f : E — E. Vérifier les
équivalences suivantes :

— application f est injective < f est inversible a gauche;

— lapplication f est surjective < f est inversible a droite ;

— lapplication f est bijective < f est inversible.

Si de plus E est fini, alors f est inversible a gauche < f est inversible a
droite < f est inversible.

Proposition 1.1.2 Soit une loi de composition : E x E — E, (a,b) — ab
associative avec un élément neutre. Si un élément a est inversible, alors il

a un unique inverse, que l’on note a~!.

Notation : Si la loi est notée additivement, on note plutot I'inverse de a
par —a.

Exercice 3 Soit une loi de composition : E x E — FE, (a,b) — ab associa-
tive avec un élément neutre. Si un élément a a un inverse a gauche b, un
inverse a droite c, alors a est inversible et a=! = b = c est l'inverse de a.

« L’inversion renverse la multiplication » :

Proposition 1.1.3 Soit une loi de composition : E X E — E, (a,b) — ab
associative avec un élément neutre. Si a,b sont des éléments inversibles,
alors le produit ab est aussi inversible et :

(ab) ' =b"ta!
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Démonstration : On a: (ab)b™la™ =aa ™ =1=>b"'a""ab. g.e.d.

Remarque : pour une loi non commutative, on évite la notation ¢ car

b
elle ne permet pas de distinguer ab—! de b~ 'a.

Notation : Si E est un ensemble muni d’une loi associative, on note
n

a”™ = a...a pour tout n entier > (0. S’il existe un élément neutre e, on pose
n fois
a’ := e. Si de plus, I'élément a est inversible, on note a™™ := (a')". On

vérifie alors que a"™* = a"a® et (a”)® = a”® pour tous entiers r, s € Z.

1.2 Groupes

Définition 4 Un groupe est un ensemble muni d’une loi de composition as-
sociative qui a un élément neutre et dont tous les éléments sont inversibles.
Si de plus la loi de composition est commutative, on dit que le groupe est
abélien .

Remarque : on note souvent avec la méme lettre le groupe et I'ensemble
de ses éléments.
Exemples :

(Z,+) I'ensemble des nombres entiers muni de 'addition

(Q,+), I'ensemble des nombres rationnels muni de ’addition
Q*, I'ensemble des nombres rationnels NON NULS muni de la multiplication
(R,+), l'ensemble des nombres réels muni de 1'addition
R*, I'ensemble des nombres réels NON NULS muni de la multiplication
(C,+), l'ensemble des nombres complexes muni de 1’addition
C*, T'ensemble des nombres complexes NON NULS muni de la multiplication

sont des exemples de groupes abéliens.

En revanche, IN n’est pas un groupe pour ’addition.

Le groupe trivial est le singleton {0} avec la loi évidente. Notons P ’en-
semble des nombres pairs et I I'ensemble des nombres impairs. On munit
I'ensemble {P, I} de la loi suivante :

+|P|1
P|\P|1I
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r.e. : P+P:=P P+1:=1,etc.
On obtient ainsi un groupe abélien a deux éléments. C’est le groupe Z/27.
Un exemple non commutatif : Si @« € R, on note s, la réflexion
orthogonale par rapport a la droite du plan qui passe par 0 et qui fait un
angle o avec ’axe des abscisses et on note 7, la rotation de centre 0 et d’angle
a. Alors I'ensemble :

Oz :={5q,75 : o, € R}

muni de la loi de composition des applications est un groupe non abélien. En
effet, rgs, = sqa18/2 €t SaTg = Sa—pg/2.

Exercice 4 L’ensemble des applications affines non constantes de R dans
R, x — ax + b, a,b € R, a # 0, est un groupe non abélien pour la loi de
composition des applications.

Proposition 1.2.1 (Loi de simplification) Soient a, b, ¢ trois éléments d’un
groupe G. Si ab = ac, alors b= c. St ba = ca, alors b = c.

1

Démonstration : 11 suffit de multiplier & gauche ou a droite par a™". ¢.e.d.

Exercice 5 Si E est un ensemble, [’ensemble des applications bijectives de
E dans E muni de la lot de composition des applications est un groupe.

Définition 5 (Groupe symétrique) On appelle groupe symétrique d’in-
dice n le groupe des bijections de l’ensemble {1,...,n}. On le note S,. Ses
éléments sont aussi appelés les permutations de l'ensemble {1,...,n}.

Exercice 6 Veérifier que S, est un groupe fini ayant n! éléments.

Si GG est un groupe fini, on appelle ordre son cardinal.
Exemples : — Si n = 2, on note e 'identité de {1,2} et 7 Papplication
7:1—2,2—1.0na:

Sy ={e, 7}, T =e .

— Sin = 3, on note e 'identité de {1, 2,3}, s; la permutation 1 +— 2, 2 +—
1,3+ 3, so la permutation 1 —1,2+— 3,3+ 2. On a :

5152 7é S951
(S5 est le plus petit groupe non abélien)

2 2 3
51 =85 =e€,(5152)° = €, 515251 = $25152
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Sy = {67 S1, 82, 5152, 82817818281} .

a
—Si A= , on note dét A := ad — bc. L’ensemble G des matrices

c d
A 2 x 2 complexes de déterminant dét A # 0, muni de la loi de multiplication
des matrices est un groupe.

En effet, si A, B sont des matrices 2 x 2 complexes telles que dét A # 0,
dét B # 0, alors dét (AB) = dét Adét B # 0. Donc le produit des matrices
est bien une loi de composition sur G. Cette loi est associative car la multi-
plication des matrices l'est. L’élément I est I’élément neutre. Et enfin toute
matrice

a b
A= eG
c d
est inversible d’inverse :
d —b
A—l — ad—bc  ad—be
—C a
ad—bc  ad—bc

Ce groupe est noté GLy(C). Si on remplace C par R, on obtient aussi un
groupe noté GLa(R).

1.3 Sous-groupes

Définition 6 Soit G un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe Si
les trois conditions suivantes sont vérifiées :

i)le H;

it) H est stable par multiplication ;

ii1) H est stable par passage a l'inverse.

Remarque : Si H est un sous-groupe de G, alors la loi de composition
de G induit une loi de composition sur H (exo) et pour cette loi, H est
un groupe. En particulier, pour montrer qu'un ensemble muni d'une loi de
composition est un groupe il suffit de montrer que c’est un sous-groupe (ce
qui évite d’avoir & vérifier la propriété d’associativité par exemple).

Exemples :

— Un groupe G, de neutre e, a toujours comme sous-groupe G et {e} ;

— Si k est un entier, I’ensemble des multiples de k, noté kZ est un sous-
groupe de Z.;
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— l’ensemble des nombres complexes de module 1 est un sous-groupe de
c*;

— l’ensemble u,, des racines complexes n—iémes de 1'unité est un sous-
groupe fini de C*;

— l’ensemble des rotations du plan de centre 0 est un sous-groupe du
groupe Oy ;

a
— ’ensemble des matrices triangulaires supérieures ,a,b.d € C,
0 d
a,d # 0 est un sous-groupe de GLy(C);
+1 0
— l'ensemble des matrices est un sous-groupe de GLy(C);
0 =1
— Soient
1 0 0 1 0 1
I = , J = , K = )
0 — -1 0 v 0

I'ensemble {£15, £1,+J, £ K} est un sous-groupe de GLy(C) d’ordre 8 noté

Qs.
Notation : H < G signifie « H est un sous-groupe de G ».

Les sous-groupes de Z

Proposition 1.3.1 Soit H un sous-groupe de Z. (pour [’addition). Alors,
H = K7 pour un unique entier k > 0.

Démonstration : Soit k le plus petit entier > 0 appartenant a H. il suffit
de faire une division euclidienne ! qg.e.d.

Soient a, b des entiers non tous deux nuls . L’ensemble :

aZ + 07 = {ar+bs : r,s €L}

est un sous-groupe non nul de Z. Soit d 'unique entier > 0 tel que aZ+bZ =
dZ.. On dit que d est le pged de a, b.

1.4 Groupes cycliques

1.4.1 Les groupes (Z/nZ,+)

Soit n un entier. On pose T := x + nZ := {x +nr : r € Z} pour tout
entier . On appelle classes modulo n ces ensembles 7.
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Par exemple, si n = 2 alors 0 est I'ensemble des nombres pairs et 1 est

I’ensemble des nombres impairs.

Proposition 1.4.1 Pour deux entiers x,y, on a l’équivalence :
r+nZ=y+nZ<nlzr—y .
Notation : pour tous entiers x,y, si x + nZ = y + nZ, on note :
r=ymodn .
Bien entendu, on a pour tous entiers x,y, z :
xr=xmodn

r=ymodn =y =xmodn,

r=ymodnety=zmodn =2 =zmodn

On note Z/nZ l'ensemble des x +nZ, x € Z. C’est 'ensemble des classes

modulo n.

Proposition 1.4.2 [ y a exactement n classes modulo n ; ce sont :

on—1.

Démonstration : Soit z un entier. Alors T = 7 ol r est le reste de la

division euclidienne de x par n.

On définit une addition sur Z/n’Z par :
(x+nZ)+ (y+nZ) = (x+y)+nZ .

Cette addition est bien définie. En effet, on a :

q.e.d.

Proposition 1.4.3 Si z = 2’modn et y = ¢y modn, alors v +y = 2’ +

y' mod n.

Exemple : voici la table d’addition du groupe Z/37Z :

+10]1]2
01012
111]2]0
21201
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Remarque : on peut aussi définir une multiplication sur Z/nZ.
Soit G un groupe de neutre 1. Si z € GG, on note :

() :={. 2%z, 1,2 2% ...}

={z™ :meZ} .

C’est le plus petit sous-groupe de G contenant x (exo) . On appelle ce
sous-groupe le sous-groupe engendré par x.

Lemme 1.4.4 Soit G un groupe de neutre 1. St x € G, alors l’ensemble des
entiers n € 7, tels que x™ = 1 est un sous-groupe de 7Z..

Proposition 1.4.5 Soit G un groupe de neutre 1. Si x € G, alors :

— soit le sous-groupe engendré par x est infini et dans ce cas les x* sont
deux a deux distincts, k € 7. ;

— soit le sous-groupe engendré par x est d’ordre fini m. Dans ce cas, m
est le plus petit entier > 0 tel que x™ =1, les éléments 1,...,a™ ! sont deuz
a deuz distincts et (x) = {1,...,2™ '}

Définition 7 Un groupe fini G d’ordre n de la forme G = () est appelé un
groupe cyclique d’ordre n. On dit que x engendre G. Un élément x dans un
groupe tel que (x) est fini d’ordre n est appelé un élément d’ordre n.

1 1
Exemples : La matrice est d’ordre 6 dans GLg(R).
-1 0
En effet, A? = A3 =1, At = A, A= A% AS =],
-1 -1
1
En revanche, la matrice est d’ordre infini car =
0 1 01
1 n
0 1

Remarque : on peut montrer que si A est une matrice a coefficients entiers
d’ordre fini n, alors n = 1,2, 3 ou 6.

Exercice 7 Le groupe (Z,/nZ,+) est un groupe cyclique d’ordre n, engendré
par k pour tout entier k premier a n.
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Exercice 8 Le groupe p, est cyclique d’ordre n, engendré par e>*™/™

tout entier k premier n.

pour

Plus généralement, si G est un groupe, on peut parler du sous-groupe de G
engendré par une partie X de G. On le note (X). C’est le sous-groupe formé
par les produits d’une chaine finie d’éléments de X et d’inverses d’éléments
de X.

Si X = {x1,...,x,} est fini, on note (z1, ..., x,) le groupe engendré par X.
On dit aussi que 1, ..., ¥, engendrent (zq,...,x,).

Dans ce cas, on a :

(T1, . @n) = {2f) gt 0 B >0,1 <vig, . i <nyeq, g = £1}

Exemples : le groupe S3 est engendré par sq, s9, le groupe (Jg est engen-
dré par I, J.

Exercice 9 Tout sous-groupe de Q de type fini (c-a-d qui peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments) est de la forme rZ. pour un certain r € Q.

1.5 Morphismes de groupes

Définition 8 Soient G, G" deux groupes. Une application ¢ : G — G’ est un
morphisme de groupes si :

¢(ab) = ¢(a)¢(b)
pour tous a,b € G.

Exemples :

— l’application C* — C*, z +— 2" pour un entier n,
— l'exponentielle (R, +) = R*, x — expz,

— le logarithme R* — R, x +— In|z|,

— le déterminant : GLy(C) — C*, ¢ — ad — be,
c d
— l'application R — C*, x + cosz + isinz,
— l’application (Z,+) — G, n — z", pour un groupe G et un élément
fixé x de G,
— l'inclusion H — G, x — x pour un sous-groupe H d’un groupe G
sont des morphismes de groupes.

Proposition 1.5.1 Si ¢ : G — G est un morphisme de groupes, alors
¢(1G) - 1G"
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Définition 9 (noyau et image) Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
On note

Im¢:={yeG : 2 ecG y=d)}

c’est un sous-groupe de G' (exo) , c’est l'image de ¢.
On note

kerg :={z € G : ¢(x) =1} = ¢ {1}

c’est un sous-groupe de G, appelé noyau de ¢.

Remarque : plus généralement, si H' est un sous-groupe de G’, alors
¢~ '(H') est un sous-groupe de G.

Exemples :

— le noyau de R — C*, z — cosz + isinz est 277Z et son image est le
sous-groupe des nombres complexes de module 1 ;

— le noyau de dét : GLy(C) — C* est le groupe spécial linéaire d’indice
2, noté SLy(C) ;

— le noyau de R* — R*, z — 22 est {41} et son image est le sous-groupe
des nombres réels strictement positifs ;

— si n est un entier > 1, le noyau du morphisme C* — C*, z > 2" est
le sous-groupe des racine n—iémes de I'unité pw,,.

Remarque : un morphisme de groupes est injectif < son noyau est
trivial.

1.5.1 Sous-groupes distingués

Le noyau d’un morphisme de groupes ¢ : G — G’ posséde une propriété
remarquable :

Ve ckero,"g € G, grg ' €kero .

Définition 10 Si H est un sous-groupe de G, on dit que H est distingué
dans G si pour tout g € G, tout h € H, ghg™' € H.

Le noyau d’un morphisme est toujours distingué.

Exemples : — Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont dis-
tingués ;

— le sous-groupe des rotations est distingué dans Oy ;

— le sous-groupe SLy(C) est distingué dans GLy(C) ;

— le sous-groupe des matrices diagonales n’est pas distingué dans GLy(C).
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Exercice 10 Soit D,, le sous-groupe de GLo(C) engendré par les matrices
¢ 0 0 1
0o ¢t/ \10
un sous-groupe cyclique distingué d’ordre n. C’est le groupe diédral d’ordre
2n.

. Montrer que D,, est fini d’ordre 2n et qu’il contient

Définition 11 Si G est un groupe, on note :
Z(G):={zeqG : Vg€ G, gx =xg} .
C’est un sous-groupe de G appelé le centre de G.

Remarque : le centre de G est distingué dans G.

A0
Exemple : le centre de GLy(C) est formé des matrices ,AeC.
0 A
1.5.2 Isomorphismes
x
Soit U ’ensemble des matrices de la forme , x € C. On vérifie
0 1
facilement que U est un sous-groupe de GLy(C).
De plus, pour tous z,y € C, on a :
1 =z 1 vy 1 z+vy
01 01 0 1

donc multiplier de telles matrices revient a faire des additions dans C. Plus
précisément, 'application bijective :

C—-U z—

est un morphisme de groupes.
Si ¢ est un morphisme de groupes bijectif alors ’application réciproque
¢! est aussi un morphisme de groupes.

Définition 12 Un isomorphisme entre deux groupes G et G' est un mor-
phisme bijectif entre G et G'. S’il existe un isomorphisme de groupes ¢ :
G — G, on dit que G est isomorphe a G' ce qui se note : G ~G'. SiG =G’
et si ¢ : G — G est un isomorphisme, on dit que ¢ est un automorphisme.
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Exercice 11
(R, +) ~ (R, x)
(Z/nZ, +) =
Proposition 1.5.2 Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z./nZ..

Démonstration : Soit G un groupe cyclique d’ordre n engendré par un élé-
ment z. Alors, 'application :

Z/nZ k + nZ v "

est bien définie et c’est un isomorphisme de groupes. q.e.d.

Exercice 12 Montrer que [’ensemble des matrices 2 X 2 réelles inversibles
—b

a
de la forme est un sous-groupe de GLo(R) isomorphe a C*.

b a

. cosf) —sinf
Montrer [’ensemble des matrices 2x2 réelles de la forme

sinf cos6

6 € R est un sous-groupe de GLy(R) isomorphe a S* le groupe des nombres
complexes de module 1.

Exemples : 'application 0 — 0, T — 2, 2 — 1 est un automorphisme
de Z./37;

— l'application A — ‘A1 est un automorphisme de GLy(C) ;

— si G est un groupe et si ¢ € G est un élément fixé, 'application

x — grg ' est un automorphisme de G. Un tel automorphisme est appelé
un automorphisme intérieur.

1.6 Classes a gauche et a droite
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
Définition 13 Une classe a gauche est une partie de G de la forme :
gH :={gh : he H}

pour un certain g € G.
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Par exemple le sous-groupe H lui-méme est une classe a gauche : celle de
1 (et plus généralement celle de h pour tout h € H).

Proposition 1.6.1 Six,y € G, alors tH = yH <y v € H < v c yH &
yexH < xHNyH # 0.

Corollaire 1.6.1.1 Les classes a gauche forment une partition de G.

Notation : on note G/H 'ensemble des classes a gauche gH, g € G.

Le nombre de classes a gauche, s’il est fini, est appelé ["indice de H dans
G et noté [G : H].

Remarque : on peut définir aussi des classes a droite. L’application
gH — Hg est une bijection entre l’ensemble des classes a gauche et I’ensemble
des classes a droite.

Proposition 1.6.2 Le sous-groupe H est distingué si et seulement si gH =
Hg pour tous g € G.

Remarque : si g € G est fixé, alors 'application H — gH, h +— gh est
bijective ; donc si H est fini, toutes les classes a gauche ont |H| éléments.

Corollaire 1.6.2.1 (théoréme de Lagrange) Si G est un groupe fini et
si H est un sous-groupe de G, alors |H| divise |G]|.

Démonstration : |G| = |H|[G : H]. qg.e.d.

Conséquence : l'ordre d'un élément divise 'ordre du groupe (dans un
groupe fini G). En particulier, si G est un groupe fini, /! = 1 pour tout
xeG.

Exemple : dans S; tous les éléments ont un ordre qui divise 6 (en fait,
1,2 et 3 sont les seules possibilités).

Exercice 13 Soit p un nombre premier. Si G est un groupe d’ordre p, alors
G est cyclique et tout 1 # g € G engendre G.

Proposition 1.6.3 Si G est cyclique d’ordre n, alors pour tout d|n il existe
un unique sous-groupe de G d’ordre d et ce sous-groupe est cyclique. De plus
tout sous-groupe de G est cyclique.

Exercice 14 Les seuls sous-groupes finis de C* sont les groupes de racines
de l'unité p,, n > 0.
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1.7 Le groupe symétrique

L’ensemble des permutations de l'ensemble {1,...,n} muni de la loi de
compositon des applications est un groupe appelé groupe symétrique d’indice
n et noté S,.

Proposition 1.7.1 Si G est un groupe fini, alors G est isomorphe a un
sous-groupe de S, pour un n assez grand.

Démonstration : Soit G = {g1,...,g,} un groupe fini d’ordre n. Soit
g € G. Pour tout 7, il existe un unique entier 1 < k <n tel que gx = gg;; on
pose 04(1) := k. Alors 0, € S,, et G — S,,, g — 0, est un morphisme injectif
de groupes. g.e.d.

1 2 3 4
Exemple : dans Sy, la permutation est aussi notée (2, 3).

1 3 2 4

Plus généralement si 1 < 4q,...,7; < n, sont des entiers deux a deux

distincts, on note :
(21, ceey Zk-)

la permutation qui envoie i1 sur is, ip SUr s, ..., i sur i¢; et laisse fixe tous
les entiers j & {iy, .., i}

On dit qu'une telle permutation est un cycle de longueur k ou un k—cycle.

Un cycle de longueur 1 est l'identité. Un cycle de longueur 2 est aussi
appelé une transposition .

Exemple : dans Ss, il y a 3 transpositions : (1,2), (2,3), (1,3) et 2
3—cycles : (1,2,3) et (1,3,2).

Remarque : on a bien sir : (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2).

Exercice 15 Vérifier que dans Sy, le cycle (i1, ...,ix) est un élément d’ordre
k.

Remarque : pour tout ¢ € 5,,, on a :

o(iy,...,ix)o "t = (o(ir), ..., 0 (i) .

1.7.1 Deécomposition en cycles

Soit o € .S, une permutation. Le support de o est 'ensemble des 1 < x < n
tel que o(x) # .

Exercice 16 Vérifier que si o,7 € S, sont des permutations a supports
disjoints, alors oT = T0.
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Proposition 1.7.2 Toute permutation se décompose en un produit de cycles
a supports disjoints. Cette décomposition est unique a permutation prés de
lordre des cycles.

1 23 45
Exemple : soit 0 := . Alors 0 = (1,5)(2,4).
5 4 3 2 1

Démonstration : Soit o € S,. Si 1 < k < n, on pose :
Op = {d'(k) : leZ} .

Comme {1, ...,n} est fini, O = {k, ...,0' 1 (k)} ot [ est le plus petit entier
> 0 tel que o'(k) = k. On a aussi | = |0}

Sil< kK <mn,alors 0, = Oy ou 0, N O = (. Les ensembles 0,
forment donc une partition de {1,...,n}. Soient ki, ..., k. des entiers tels que
les ensembles Oy, soient deux a deux distincts et tels que :

{1, ,n} = ﬁkl U...u ﬁkr .

Posons n; := [{ O}, }

pour tout 7. Alors :
ﬁki = {k'“ O'(ki), ceey O'ni71<ki)}

et :
o= (k,o(k),....,c™ k))...(ky, 0 (k) ..., o™ k)

Corollaire 1.7.2.1 L’ensemble des transpositions engendre S,,.

Démonstration : 1l suffit de remarquer qu’un cycle est un produit de
transpositions :
(il, ceey Zk) — (il, ig)(ig, Zg)(Zk_llk) .
q.e.d.
Remarque : par exemple : (1,2,3) = (1,2)(2,3) = (2,3)(1,2)(2, 3)(1,2).
La décomposition en produit de transpositions n’est pas unique, ni le nombre

de transpositions mais la parité du nombre de transpositions est unique (cf.
plus loin ...). Autre exemple : (1,3) = (1,2)(2,3)(1,2).

Corollaire 1.7.2.2 Les transpositions (i,1+ 1), 1 <1i < n — 1, engendrent
Sh.
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Démonstration : 11 suffit de vérifier qu’une transposition quelconque est
un produit de transpositions de la forme (i, + 1). Or, si 1 <i < j < n, on
a:

(Z,j) = S5iSi41---5j-28j-15j-2...Si4+15;

ou pour tout 1 < k <n — 1, s; est la transposition (k, k + 1). q.e.d.

Exercice 17 Les transpositions (1,i), 2 < i < n engendrent S,,.

1.7.2 Signature

Soit o € S,. Une inversion de o est une paire {i,j} telle que i < j et
o(i) > o(j).

« Le nombre d’inversions de o est le nombre de fois ou, dans la liste
o(1),...,0(n), un entier plus grand apparait a gauche d’un plus petit. »

EXEMPLE : Voici les inversions et les signatures des 6 permutations
S yg .
o 410 (o)
1—1
Id: {22 2 1
3—3
1>< 1
s1:4 2 2 {{lf}} -1
3—3
1—1
) 2,3
834 2 o 2 {25 ~1
37 3
1 1
5182 : 2%2 {{2’3}5{1’3}} 1
3 3
1 1
651 - 2§;2 wa sy |
3° 3
1 1
s18281 . 2 2 {{1,2},{2,3},{1,3}} -1
(=s2s182) ° \\ 3
3 3
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Le nombre d’inversions d’une permutation est aussi le nombre de « croi-
sements » dans le diagramme qui la représente.
Exemple : les inversions de la transposition (r, s), < s, sont les paires :

{r,r+1}, . {r,s =1}, {r,s},{r+1,s}, ... {s — 1, s}
ce qui fait 2(s — r) — 1 inversions.

Définition 14 Si o est une permutation avec un nombre pair (respective-
ment impair) d’inversions, on dit que ¢’est une permutation paire (respective-
. . . . 1 : .
ment impaire). On définit e(o) = (—1)nombrediinversionsdeo . st g signature

de o.

Exemple : les transpositions sont de signature —1.

Lemme 1.7.3 Soito € S,, et soit T une transposition. Alors e(oT) = €(T0) =

—e(0).

Démonstration du lemme :
Soient I(o) 'ensemble des inversions de o. On a une bijection :

(I(o7) \ I(0))U(I(0) \ I(oT)) LI I(oTo™ 1)

{5} = {o(2),0(5)}

(exo) .
Or, o710~ ! est une transposition : c’est la transposition qui échange o (7)
et (7). Donc |I(o707!)| est impair. Or :
[(o)| = [I(e) N I(o7)| + I(0) \ I(oT)]
[(oT)| = [I(o) N I(oT)| + [I(oT) \ I(0)]
= [L(o)| + [ (oT)| = 2[I(c) N I(o7)| +|I(0) \ I(o7)|+ |[I(o7) \ I(0)]
= (o) + [I(o7)| = 2|I(0) N I(o7)| + |[I(oT0™")]
et |I(o)| + |I(o7)| est impair. Donc €(o) = —e(oT). q.e.d.

Exercice 18 On note s; la transposition (i,i+1). Redémontrer le lemme en
montrant que si o(i) < o(i+ 1), alors :

I(os) = {si(k), si()} (k1) € I(0)} U fii+1} .
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En particulier si o est un produit de p transpositions, (o) = (—1)?. On
en déduit donc qu'un k—cycle a pour signature (—1)*1.

Proposition 1.7.4 La signature € : S,, — {1} est un morphisme de groupes.

Définition 15 L’ensemble des permutations paires est le noyau de la signa-
ture. C’est donc un sous-groupe distingué de S,. On le note A, : c’est le
groupe alterné d’indice n. .

Notation : A, := kere.
Exemple : le groupe Aj a trois éléments : 1, (1,2,3), (1, 3,2).

Exercice 19 Sin > 3, le groupe A, est engendré par les 3—cycles (1,2,1),
3 <1 <n.

Comme € est un morphisme, on en déduit que €(c) = €(oc™!) pour toute
permutation o.
En fait on a méme plus :

Exercice 20 Vérifier qu’il y a une bijection entre I(a) et I(c™1).

Proposition 1.7.5 La signature est le seul morphisme non trivial de S,, vers

C*.

Démonstration : Une transposition est d’ordre 2 et donc son image par
un morphisme dans C* est 1. De plus, toutes les transpositions sont conju-
guées ' et engendrent .S,,. q.e.d.

1. On dit que deux éléments x et y d'un groupe G sont conjugués s’il existe g € G tel

que y = gzg~".



Chapitre 2

Rappels sur les matrices

Définition 16 Une matrice m x n a coefficients dans K est un « tableau »
de nombres € I a m lignes et n colonnes. Notation : My, ,(K).

Notation : On note a;; le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j.
EXEMPLE : Triangles de Pascal. Voici 3 exemples de matrices de taille
n+1xn+4+1:

1 0 0
1 1 °
1 2 1
7
T=|13 31 :(())
J) /) o<ij<n
1 4 6 4 1
0
1 n 1
1 1 1 11 1
01 2 3 4 n
1 3 6 '
5 I NG}
v) ] o<ij<n
1
0 . 1

27
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1 1 1 1 1 .. 1
1 2 3 4 n+1
1 3 6
147
Pl (7))
v 0<i,j<n
1
1 n+1 (3?)

2.0.3 Opérations

— On peut additionner deux matrices de méme taille (addition terme a
terme) ;

— On peut multiplier une matrice par un scalaire A (tous les coefficients
sont multipliés par A);

— On peut multiplier une matrice A de taille m X n par une matrice B
de taille n x p pour obtenir une matrice C' = AB de taille m x p :

n
Cij = Y ik
k=1

« le coefficient (i, 7) de la matrice AB est le produit scalaire de la ligne 4
de A par la colonne j de B. ».

Exercice 21 — matrices de rotations :
cosa —sina cosb —sinb
sina cosa sinb cosb

cos(a +b) —sin(a + b)
sin(a+0b) cos(a+ b)
— nombres complezes

Rez —Imz Rez —Im 2

Imz Rez ' Im 2z Re?
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Re(zZ') —Im (22')
Im (zz')  Re(z2))
— moatrices de Pascal
T.Tt =P

indication : P, ; est le coefficient de degré j du polynéme (14 X)™. Or,
(1+X)™ = (1+ X)) (1+X)7 ; exprimer le polynome (1+X)" (respectivement
(1+ X)7) en fonction des coefficients de T_ (respectivement T ).

Proposition 2.0.6 (Associativité) Soient A une matrice de taille m x n,
B une matrice de taille n x p et C une matrice de taille p x q. Alors on a
[’égalité de matrices m X q :

(AB)C = A(BC)

Démonstration : Notons u, ; les coefficients du membre de gauche et v; ;
ceux du membre de droite. Alors :

Uiy = Y Gipbrici; = vij .

1<k<n
1<I<p

2.1 Matrices carrées

(i > )
— Propriétés de K—algebre :
distributivité
AB+C)=AB+ AC, (A+B)C =AB+ BC,
Yt € K, t(A)B = A(tB) = t(AB)

— Propriétés « négatives » :
non commutativité :
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01 10 10 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
existence d’éléments nilpotents non nuls :
2

01
00
— Effet de la multiplication & gauche ou a droite par une matrice diago-
nale :
dl ari ... Qin dlal,l dlalyn
(2.1) =
dn ap 1 Qpn dna'n,l dna'n,n
a1 ... Qain dl d1@1,1 dnalyn
(2.2) : : - =
Qp,1 Gpn dn dlan,l dnan,n

Définition 17 La matrice identité, notée I, :
1
I, =
1
« Des 1 sur la diagonale, des O en dehors ».
D’aprés 2.1 et 2.2,
VAe M,(K), Al, =1,A=A .

Définition 18 Matrices inversibles. Une matrice A € M, (K) est inversible
s’il existe une matrice, notée A~1, telle que :

AAT ' =ATTA=1, .

Notation : GL,(K) est l’ensemble des matrices n x n inversibles a coeffi-
cients dans IK.
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Remarque : GL,(K) est un groupe pour la multiplication : c’est le
groupe général linéaire.

Remarque : AB = [, = BA = I, (non trivial!)
2.1.0.1 La transposée

Définition 19 “(A);; := A;,; « Les lignes de *A sont les colonnes de A (et
vice versa) ».

Propriétés :

“(tA) = t'A, (A+ B)='A+'B, {(AB) = 'B'A

2.2 Applications

2.2.1 La suite de Fibonacci

C’est la suite :
0,1,1,2,3,5,8,13, ...

fO = 07f1 = 17Vn > 1a fn—i—l = fn+fn—1

Probléme : exprimer f,, en fonction de n.
Solution : On remarque que :

Vn Z 17 fn A fn—l
fn-i—l fn
ou A est la matrice
0 1
11
et donc :
n 0
n >0, J =A"
fn+1 1
Vérifier que :
n>1, A" = Jomt o

fn fn+1
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Pour calculer A", on introduit :

. 11
Vs 1oVS N

5 1
’ 2 ’ 2 59 Vil s -1

(« pourquoi ? patience! »)
et on remarque que :
A=PDpP!
5 0
0 4§
On trouve donc :

ouD :=

n >0, A" = PD"P!

v 0" 0 1
n>0 A"=P . P
0 ¢
et done : B

=0
Vs

Remarque : Les nombres (1+2\/5) et (1_2‘/5) sont les wvaleurs propres de
A (définition & venir ...).

Vnzoa fn:A?,ZZ

2.2.2 Graphes

Un pilote voyage entre trois villes suivant le graphe suivant :

P=—=B—=%¥

1 2 3

Les fléches représentent les trajets possibles & chaque étape.

Question : En n étapes, combien y a-t-il de facons d’aller de z & 57

Réponse : Notons b; ;, le nombre cherché. On pose A la matrice d’in-
cidence du graphe i.e.

1 ¢’il y a une fleche de 7 vers j
Q5 ‘=
0 sinon.
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Ici :
01 1
A=10 0 1
1 00

Onab,;, = A;‘j. Démonstration : Par récurrence sur n > 1 :

n—1
Dijn = D bikm—1brjn = D Alp Ar
k k

__An
- Al)] :

En particulier, si on sait calculer A" (c¢f. suite du cours), on peut vérifier
qu’'un pilote qui part de P atterrira, au bout d’une infinité d’étapes, p* fois
plus souvent a M qu’a B avec :

n

A
p? = lim —2 ~ 1,75...

noo 1.2

ol p est 'unique racine réelle de X3 — X — 1.
Ici encore, p est une valeur propre de A.

2.2.3 Equation différentielle

Probléme : Résoudre I'équation différentielle :

(E)y" +ky=0

ou 0#k e R.
Solution : On pose Y := Y .Ona:
y/
(E) &Y' =AY
ou A est la matrice :
0 1
k%0

or, nous verrons plus loin que :

Y' =AY & Y(t) = Y (0)
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oll e est une matrice définie de la méme maniére que 1’exponentielle com-

plexe.
Ici :
A cos(kt) w
(& =
—ksin(kt) cos(kt)
Donc : )
y'(0)

t, y(t) = y(0) cos(kt) + 0 sin(kt) .

2.3 Systémes linéaires

Les matrices permettent d’écrire de fagon condensée les systémes d’équa-

tions linéaires :

a11T; + ...+ a1nTn = bl
< AX =B
U1 %1+ oo + ATy, = by
ol
by xy
A = (ai,j)lgigm, B = > X =
1<j<n

br, Ty

2.4 Rang d’une matrice

2.4.1 Rappels sur les espaces vectoriels

Soit F un K—espace vectoriel c-a-d :
E est un ensemble muni d’une addition + et d’'une multiplication par les

éléements de K (appelés scalaires) telles que :

1. (E,+) est un groupe abélien i.e. :
Ty zeB ot (yte)=(@+y) +z;
~VzyeE xty=y+ux;
~0eE, "2elE 24+0=0+2=1:
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-2 eFE, I (—z)eE, v+ (—x)=(—2)+2=0;
NeK, "z, ye E, Nz +y) = x+ \y;
NpeK, "z e E, (A p)x = v+ ux;
NueK, "z e E, Mz = Mux);

Ve € E, 1z = x.

O N

Les éléments de E sont appelés des vecteurs.
EXEMPLE : [de base] £ = K" muni de l'addition :

1 Y1 1+

xn y’n ':Cn _I_ yn

et de la multiplication par les scalaires :

T )\Il

T ALy,

pour tous A, xy, ..., y1, ... € K.
Soient vy, ..., v, des vecteurs de E.
Une combinaison linéaire des vecteurs vy, ...,v, est un vecteur de la
forme :
tivg + ...+t um
ol tl, ,tm e K.
On dit que vy, ..., v, sont K—linéairement indépendants (ou libres) si

Hyontm €K, i + oo+t =0t = ... =t, =0

sinon, on dit qu’ils sont [iés.

On dit que vy, ..., v, sont générateurs (de E) ou qu’ils engendrent F si
tout vecteur de E est une combinaison linéaire de vy, ..., v,,.

Si les vecteurs vy, ..., v, sont a la fois libres et générateurs on dit qu’ils
forment une base de F.

EXEMPLE : La base canonique de K™ est la base formée des vecteurs :

1 0
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Proposition 2.4.1 Soit vy, ...,v, une base de E.
i) St wy, ..., wy, engendrent E, alors m >n;
i) Si wy, ..., wy, sont libres, alors m < n ;

Conséquence :

Définition 20 Deux bases de E ont le méme cardinal. Ce cardinal commun
est la dimension de E, notée dim E.

Remarque : dim K" = n. D’aprés la proposition n + 1 vecteurs de K"
sont toujours liés.
Démonstration :1i: supposons, quitte a diminuer m, que pour tout k,

Wet1 & (wq, ..., wg) .
Il existe tq,...,t, € K tels que
wy, =tiv1 + ... v, .
Soit 1 <13 < n tel que t;, # 0. Alors :

vl,...,%,...,'un,wl

(« dans la liste vy, ..., v,, on remplace v;, par wy ») est encore une base de £
(exo) . On peut montrer plus généralement, par récurrence sur k que pour
tout 1 < k < min{m,n}, il existe 1 <y, ..., i < n deux a deux distincts tels
que :

V1, ...,%, ey ,%, ey Upy Wy oeey Wi

est encore une base de F (ou on a remplacé dans la liste vy, ..., v, les vecteurs
Uiy, ..., U, DAr les vecteurs wy, ..., wy).
En particulier, si, par ’absurde, m < n, on obtient une base de E de la
forme :
Viy W1y eeey Wiy © € {1, cum} \ {i1, ooy i }

ce qui est absurde car (wy, ..., w,,) engendre FE.

Donc m > n.

ii : On raisonne de la méme facon. Il existe ¢4, ..., ¢, tels que w; = tyv, +
woo F tyoy. 1l existe 4y tel que t;, # 0. Alors, wy, vy, ..., vy, ...v, forment une
base de £. De méme, par récurrence sur 1 < k < ming,, 3, on peut montrer
qu’il existe 1 < 14, ...,7, < n deux a deux distincts tels que les vecteurs :

W1, ..., Wk, U1, ...,%, ...,%, ... Un
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forment une base de E. Si (par l’absurde), m > n, on peut prendre k = n :
Wiy .oy Wh

forment une base de E. Mais cela est absurde car alors w,, (m > n) est une
combinaison linéaire de wy, ..., w, ce qui contredit I'indépendance linéaire des
w;. g.e.d.

Définition 21 Une application f : E — F entre deux IK—espaces vectoriels
est linéaire si :

i) "u,"v € B, flut+v)=f(u)+ f(v)
i) "u € Bt € K, f(tu) = tf(u)

Définition 22 Soit E un K—espace vectoriel. Une partie F© C E est un
sous-espace de E si :

0eF "uveF"teKtuc Fetu+veF

EXEMPLE : Soit f: F — F une application linéaire. Son noyau ker f :=
f71({0}) est un sous-espace de E et son image Im f :={y € F : v € E,y =
f(z)} est un sous-espace de F.

Proposition 2.4.2 Une application linéaire f : E — F est injective <

ker f = {0}

Démonstration : Si ker f = 0, si f(u) = f(v), alors f(u —v) = 0 i.e.
u—veEkerf=0doncu—v=01ie u=no. qg.e.d.

Définition 23 Le rang d’une famille de vecteurs v, ...,v, dans un espace
vectoriel E est la dimension de (vy,...,v,), Uespace vectoriel engendré par
ces vecteurs.

Soit A une matrice de taille m x n a coefficients dans K.
On notera A, ou simplement A, 'application linéaire associée :

A K — K™

A Y1
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ou

n
vl S 1 S m, Y; = Zaijj .
j=1

Remarque : Soient A, B € 4, ,(K). Alors :

A=B & "X e K", AX =BX .

Exercice 22 Soient A € My, ,(K), B € M, ,(K). Soient A : K" — K™, B :
K? — K™ les applications linéaires associées. Alors AB = Ao B.

Définition 24 (image et noyau) Soit A une matrice m x n. Son noyau
est le sous-espace (exo) :

sl
kerA:{X: E]K”:AX:O}
Ty
n T
ImA—{Y— D leK™ X = eKﬂY—AX}
Ym Ty

Remarque : La j—iéme colonne de A est le vecteur Ae; ou : e; est le
vecteur colonne

avec un « 1 » en j—iéme position et des « 0 » ailleurs.

En particulier, Im A est le sous-espace de K™ engendrée par les vecteurs
colonnes de A.
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2.4.2 Matrices échelonnées

Définition 25 Une matrice échelonnée est une matrice de la forme :

0 .. 1,5,

0 .. a2, j,

arv.j'f‘

ot 0 < r <mn, pour tout 1 <k <, aj, est le premier terme non nul de la
ligne k et 71 < ... < Jp.

On appellera opération élémentaire sur les lignes une des opérations sui-

vantes :

— ajouter & une ligne (7) une autre ligne (7) multipliée par un coefficient
teK;

— échanger deux lignes : 7 et j;

— multiplier la ligne ¢ par un coefficient non nul «a € K*.

Remarque : Chaque opération élémentaire revient & multiplier a gauche
par une matrice « simple » : respectivement :

— T;;(t) «la matrice I,, & laquelle on a ajouté un ¢ en position i, j »

— Y, ; «la matrice obtenue a partir de [,, en permutant les colonnes i et
7>

exemple : ¥, =
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— D;(a) «la matrice obtenue a partir de I,, en remplacant le iéme coef-
ficient diagonal par « :

Théoréme 2.4.3 Chaque matrice peut étre transformée en une matrice éche-
lonnée par une suite finie d’opérations élémentaires.

Démonstration : Par récurrence sur le nombre de lignes. Soit A une
matrice m x n. Soit j; la premiére colonne non nulle. Quitte & permuter
la premiére ligne avec une autre, on peut supposer que a;; 7# 0. On note
Lq,...,L,, les lignes de A. On remplace alors, pour tout k > 1, la ligne Ly

Al . .
par L — a’;’fl Lq. On obtient alors une matrice de la forme :
»J1
0 .. 1,5,
0
0 0
et on termine par récurrence. q.e.d.

Définition 26 Le nombre r est le rang des lignes de la matrice.

Proposition 2.4.4 Le rang r est indépendant des transformations effec-
tuées : 1 est la dimension du sous-espace de M ,(IK) engendré par les lignes
L1, ..., L, de la matrice.

Démonstration : En effet, une opération élémentaire ne change pas l'es-
pace vectoriel (L1, ..., Ly,) et les lignes non nulles d’une matrice échelonnée
sont clairement indépendantes. q.e.d.

On peut aussi définir le rang des colonnes de la matrice en utilisant des
opérations élémentaires sur les colonnes. Ce rang est égal a la dimension du
sous-espace de 4, 1(IK) engendré par les colonnes de la matrice.
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Proposition 2.4.5 Si A est une matrice carrée de taille n, si A est de rang
n, alors A est inversible.

Démonstration : On applique des transformations élémentaires & A jus-
qu’a obtenir la matrice I,,. Si r = n, c’est possible. Si on applique les mémes
transformations & I,, on obtient A~'. En effet, soit F, ..., Ex des matrices
« élémentaires » telles que :

Ei..ENA=1,
alors :
ElEN - Ail .
q.e.d.
01
EXEMPLE : Soit 4 =
11

On effectue les opérations suivantes :

0 1{1 0 pon (1 1]01
>
1 1/0 1 011 0

L1(7L17L2 1 O _]_ 1
~S>
011 O

-1 1

1 0

Plus généralement, pour une matrice A € #,,,(K), le méme raisonne-
ment montre qu'il existe P € GL,,(K) tel que :

conclusion : A~! =

I
0

PA =

(en particulier, dans ce cas n < m

).
Si 'on multiplie & gauche par ( I,

(r

On peut raisonner de méme avec les colonnes. En résumé :

0 ), on trouve :

())PA:[n.
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Théoréme 2.4.6 Soit A € M, ,(K).
i) Si le rang des lignes de A est n, alors n < m et il existe P € GL,,(K)

I,
tel que PA = | ——| et il existe B € M, ,,(K) tel que BA = 1,. On dit que
0

A est inversible a gauche.
it) Si le rang des colonnes de A est m, alors m < n et il existe Q) €
GL,(K) tel que AQ = ( I, ‘ 0 ) et il existe B € My m(K) tel que AB = I,,,.

On dit que A est inversible a droite.

2.4.3 Egalité entre le rang des lignes et le rang des co-
lonnes

Soit A € My, ,(K) une matrice. On rappelle que le rang des lignes de
A, notons-le rg (A), est la dimension du sous-espace vectoriel de .# ,,(K)
engendré par les lignes de A. On rappelle que rang des colonnes de A, notons-
le rg ¢(A), est la dimension du sous-espace vectoriel de .4, 1(K) engendré
par les colonnes de A.

Alors :
Théoréme 2.4.7

rg (A)
=min{t > 1 : B € #,,(K), °C € M,,(K), A= BC}
= I‘gc(A) .

On notera rg (A) le rang de A (des lignes ou des colonnes).
En particulier, rg (A) < min{m,n}.

Démonstration :

Montrons par exemple la premiére égalité (la deuxiéme se montre de la
méme fagon) :

Notons 7y le minimum des t tels que A = BC pour un certain B €
Mo 1(K) et un certain C' € 4 ,(K).

Soit r :=rg 1 (A). Alors, il existe une base [y, ..., [, du sous-espace engendré
par les lignes de A. En particulier, pour toute ligne L; de A,

* Lz = bi,lll + ...+ biﬂalr

pour certains coefficients b, ; € K, 1 <i <m, 1 < j <r. Soit B € M, (K)
la matrice des b;; et soit C' € ., , la matrice dont les lignes sont [y, ...,[,.
La relation * pour tout 7, donne : A = BC. Donc, rg < r.
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D’un autre coté, si A = BC avec B € M,,+(K), C € A, ,(K). alors pour
tout 1 <1i < m, la ligne L; de A vérifie :

Li = Bi71l1 + - +Bi,tlt

ou ly,...,l; sont les lignes de C'. Donc le sous-espace engendré par les lignes
de A est de dimension < t. Donc r < t. Et donc, r < ¢ si on prend t = rq.
En résumé, le rang d’une matrice A est a la fois le rang des lignes de A,
le rang de ses colonnes et la dimension de son image.
g.e.d.

On déduit de cette caractérisation du rang que :
rg (AB) < min{rg A, rg B}
pour toutes matrices A € 4, ,(K), B € A, ,(K).

Proposition 2.4.8 Si A € #,,,(K) est de rangr, il existe B € M, ,(K), C €
M, (K) tels que A= BC. Dans ce cas, rg B =1r =r1gC. De plus, il existe
P e GL,,(K), Q € GL,(K) tels que :

PAQ =

Démonstration :Si A = BC avec B € M,,,(K), C € #,,(K), alors
r=rgA <rgB <rdoncrgB =r. Deméme, rg C' = r. D’aprés le théoréme
2.4.6, il existe donc P € GL,,(K), @ € GL,(K) tels que :

0)

T

0

PB =

=1,

I, I |o
PAQ = PBCQ = | - (Ir 0>:

0

q.e.d.

Pour terminer voici un critére pratique pour calculer le rang d’une ma-
trice :
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Proposition 2.4.9 Soit A = (a;;)i1<icm € Mpmn(K). On dit que B est une
1<5<n
matrice extraite de A si B est de la forme :

B = (a:)

i€l
jeJ

pour un certain I C{1,...,m} et un certain J C {1,...,n}.

Le rang de A est le plus grand entier r tel qu’il existe une matrice B,
extraite de A, carrée, inversible de taille r.

Ezemple : la matrice
1 2 3
4 5 6
78 9

n’est pas inversible (ezo) mais la matrice extraite :

1 2
4 5

lest (exo) . Donc A est de rang 2.

Démonstration : Soit B une matrice extraite de A, carrée, inversible de
taille r. Supposons pour simplifier que B = (a; j)1<; j<r. Alors, les r premiéres
lignes de B sont linéairement indépendantes. A fortiori, les r premiéres lignes
de A sont aussi linéairement indépendantes. Donc rg A > r. Supposons que
A est de rang R. Alors il existe R lignes de A qui sont linéairement indépen-
dantes, par exemple les R premiéres. La matrice

(ai j) 1<i<R
1< i<n

est donc de rang R. Elle admet donc au moins R colonnes indépendantes,
par exemple les R premiéres. Alors la matrice extraite :

(aij)i<ij<r

est carrée, de taille R et inversible (car de rang R). g.e.d.

2.4.4 Image et noyau d’une matrice

Soit A € My, ,(K). On dit que A est injective si ses colonnes sont indé-
pendantes. On dit que A est surjective si ses lignes sont indépendantes.
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Remarque :sixq,...,x, € K, sionnote C, ..., C, les colonnes de A, alors :

T
Cy + ...+ 2,C, = A.
Tn,
notons :
1 1
ker A := : e K" : A : =0
T, T,

c’est un sous-espace de K" : c’est le noyau de A. Alors A est injective <
ker A = 0.
Notons

T T
ImA =< A. : : : c K"
Ty, Tp

c’est le sous-espace de K™ engendré par les colonnes de A, on 'appelle
limage de A. Comme le rang des lignes est aussi le rang des colonnes, les
lignes sont indépendantes i.e. A est surjective si et seulement si rg A = m
< Im A =K.

Exercice 23 Soit P € GL,,(K). Alors : ker(PA) = ker A.

0 .. a4,
. . : 0 . .
Exercice 24 S71 A = ' est une matrice échelonnée avec
0 0

J1 < ... <Jpeta; #0 pour tout 1 <1 <r, alors l'application linéaire :

kerA — K", (fj)lgjgn — (l'j> 1<j<n

JFILseee5dr

est un isomorphisme (cf. plus bas le rappel de la notion d’isomorphisme).
En particulier, ker A est de dimension n —r.

On déduit des deux exercices précédents le
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Théoréme 2.4.10 (du rang)
dimker A+rgA=n
(le nombre de colonnes).
Pour résumé, on a démontré les équivalences suivantes :
A injective < rg A = n < A inversible a gauche

A surjective < rg A =m & A inversible a droite

2.5 Lien avec les applications linéaires

2.5.1 Matrice associée a une application linéaire

Soit E un IK—espace vectoriel.

Définition 27 Un endomorphisme de E est une application linéaire f : E —
E. On note Endk (E) ou L(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Soit f € Endgk(F). Soit ey, ..., €, une base de E. Pour tout 1 < j < mn, il
existe aj j,...,a, ; € K tels que

f(6j> = a17j€1 —+ ...+ an7j€n

en fait, f est entiérement déterminé par ces coefficients : @, ;, 1 < ¢,5 < n:

n n
Yo =a1e1 + ... + 2pen € B, f(v) = ZZx]amei .
i=1j=1
I
autrement dit, si X := : est le vecteur « coordonnées de v dans la
Ty
Y1
base (e)» siY :=| ! | estle vecteur « coordonnées de f(v) dans la base
Yn

(e) » alors :
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ou A est la matrice (a; ;).
On dit que la matrice A := (a;;)1<i j<n €st la matrice de f dans la base
(e) :=eq,..., €.
Notation :
A= Mat(f)(e) .

Exercice 25 Soient f, f' : E — E deuz applications linéaires. Soit (e) une
base de E, alors :

Mat(f o f)() = Mat(f)eMat(f')) -

EXEMPLE :

— matrices de rotations : soit Ry : R?> — R? la rotation de centre 0 et
d’angle 6 dans le plan. C’est une application linéaire. Dans la base usuelle
e1, €2 de R?, la matrice de Ry est donnée par :

cosf) —sind

sinf cos6

— matrices de la dérivation sur I’espace des polyndémes de degré < n :

0 1 0 0 0 1 0 0
2 1
et
n 1
0 0 0 0
respectivement dans la base 1, X, ..., X™ et dans la base 1, X, ..., %

2.5.2 Théoréme du rang

Théoréme 2.5.1 Soient E., F' deur IK—espaces vectoriels. On suppose que
f:E — F est linéaire. Alors si E est de dimension finie :

dim £ = dimker f +rg f

ou rg f est la dimension de l'image de f.
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Démonstration : Soit ey, ..., e, une base de ker f. On la compléte en une
base €1, ..., €r, €r11, ..., €, de E. Alors f(e,.1),..., f(e,) est une base de Im f
(exo). q.e.d.

Définition 28 Un isomorphisme entre deuzr espaces vectoriels E et F est
une application linéaire bijective f : E — F, notation : B ~ F.

Corollaire 2.5.1.1 (Miracle de la dimension finie) Si FE est de dimen-
sion finie, si f : E — FE est linéaire, alors f injectif & f surjectif < f
isomorphisme.

Remarque : ATTENTION : il faut le méme espace au départ et a ’arri-
vée (ou au moins deux espaces de méme dimension au départ et a l'arrivée).
Démonstration :

f injectif = ker f =0
= dim f(F) =dim E
= [(E)=FE
c-a-d f surjectif. Réciproque :
f surjectif = f(E)=F
= dimker f =0
= ker f =0

t.e. f injecftif. On utilise que si V' est un sous-espace de U, alors V est de
dimension finie < dim U avec égalité si et seulement si V = U. qg.e.d.

Versions matricielles :
Soit A € M, ,(K). Alors : dimker A + dimIm A = n.
On dira qu'une matrice A € 4, ,(IK) est injective si

ker A =0

1.€.

"XeK"AX =0=X=0

et que A est surjective si :

ImA=K"
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i.€.
WV eK" X eK" Y =AX .
Une matrice A est injective < A est inversible & gauche i.e. :
Be y,(K), BA=1, .

En effet, si BA = I,, alors, AX =0= BAX =0= [,X = X =0.
Réciproquement, si A est injective, le rang de ses lignes est aussi le rang de
ses colonnes i.e. la dimension de son image. D’aprés le théoréme du rang,
ce rang vaut n. Donc le sous-espace de .1 ,(K)(= K") engendré par les
lignes Lq,...L,, de A est de dimension n. Donc les lignes de A engendrent
A ,(K). En particulier, si on note [y, ..., [, les lignes de la matrice I,, (i.e. la
base canonique de . ,(K)), il existe, pour tout 1 < i < n, des coefficients
bii,...,bi, € K tels que :

lz‘ = b171L1 + ...+ bi,mLm .
Autrement dit, si on note B € .4, ,,,(IK) la matrice des b, j, on a :
BA=1, .

On peut montrer de méme (en raisonnant plutét avec les colonnes) que
A est surjective < A est inversible a droite i.e. :

B e Myn(K), AB=1,, .
Supposons maintenant que m = n et que A, B € ., (K). Alors :
AB=1,< BA=1,

Démonstration : AB = I,, = A surjective = A injective.
Or:

VX € K", A(BAX) = (AB)(AX) = A(X) = BAX = X
donc BA =1,,. q.e.d.

Théoréme 2.5.2 Soit A € #,,,,(K). Alors,
A injective < 1g(A) =n
A surjective < rg(A) =m
en particulier st m = n, A injective < A surjective < A inversible.

Démonstration : Par exemple : g A = n = dim ImA = n = dimker A =

0 et réciproquement si A est injective, alors A est inversible a gauche : il existe
B e Mym(K) tel que : BA=1,. Doncn >1gA>rgBA=netrgA=n.
q.e.d.
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2.5.3 Changements de base

— Interprétation de ’ensemble des bases au moyen des matrices
inversibles.
Soit ey, ..., e, une base de K”. Soit P € GL,(K) une matrice inversible.
Les vecteurs :
¢} = Pey,...,e,, = Pe,

forment encore une base de IK". On obtient ainsi toutes les bases de K.
En effet, soient (¢'), (e) deux bases de K™ (ou de n’importe quel K—espace
vectoriel de dimension n). Pour tout j,

6;» = p17j€1 + ...+ pmjen
pour certains p; ; € K.
T Ty
Soit v € K". Sionnote | : | ses coordonnées dans la base (e),

Ty T

ses coordonnées dans la base (¢’), alors :
X = PX'

ott P := (pij)i<ij<n-
Démonstration :

/! !
v=1x1e1 + ...+ X6, = T1€; + ...+ 2,6,

q.e.d.

Définition 29 (Matrice de passage) La matrice P est la matrice de pas-
sage de (e) a (€¢') ; notation :

(¢)
P(e) .
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Exercice 26 P est inversible d’inverse la matrice de passage de (€') a (e).

— Formule de changement de base :

Soit f un endomorphisme de K" (ou de n’importe quel K—espace vectoriel
de dimension n). Soit A la matrice de f dans la base (e), soit A’ la matrice
de f dans la base (¢/). Ces deux matrices sont reliées par :

A=PA'P!

Démonstration : Soit v € K™ Soient X, X', Y)Y’ respectivement les
vecteurs (colonnes) coordonnées de v dans les bases (e) et (¢/), de f(v) dans
les bases (e) et (€).

Alors : Y = AX et Y/ = AX’ (exo0). De plus :

X = PX'. Y = PY’
= PY' = APX'
=Y' =P 'APX' = A'X’
(pour tout X’ € K"). Donc P~'AP = A'.

Exercice 27

~1
1 1 cost —sint 1 1 et 0

—i 1 sint cost —i 1 0 e
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Chapitre 3

Le déterminant

3.1 Dimension 2 et 3
Définition 30

a1 Aa12
= 011G292 — A12021

Q21 Q22

1,1 Air2 13

a1 Q22 Qg3 | = A1,1022033 + U2,1032013 + (3101,2023
a31 daz2 asg3

—Q21G021033 — A1,103 2023 — 43102201 3

Moyen mnémotechnique :

[ ] ([ ] ([ ] ([ ] [ ] [ ]

[ ] ([ ] (] [

[ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ] [ ]
—+ —

Interprétation géométrique (sur R) : dét (A) est une aire ou un
volume « orienté ».

Exercice 28 — dét A # 0 < A inversible ; — dét (AB) = dét Adét B

23
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3.2 Déterminant en dimension quelconque

3.2.1 Arrangements

Un arrangement d’ordre n est une suite
k= (ki,....kp)

des n entiers 1,...,n dans un ordre quelconque. (Autrement dit une suite
(k1, ..., k,) ot chaque entier 1,...,n apparait exactement une fois.

Ezemples : les arrangements d’ordre 2 sont (1,2) et (2,1). Les arrange-
ments d’ordre 3 sont (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1). Plus
généralement, il y a exactement n! arrangements d’ordre n (n possibilité pour
le premier terme, n — 1 pour le deuxiéme, etc).

Soit k un arrangement. Une inversion de k est une paire {k;, k; } telle que
i < jethk; >k; («c’est quand un plus grand est a gauche d'un plus petit »).

On note I(k) ’ensemble des inversions de k.

On dit qu’un arrangement est pair s’il a un nombre pair d’inversions ; on
dit qu’il est #mpair s’il a un nombre impair d’inversions. Pour tout arrange-
ment k£ on pose :

€(k) := 1 si k est un arrangement pair

—1 si k est un arrangement impair

Ezemple : voici les inversions et les signatures des 6 arrangements d’ordre

3

? 410) €(o)
T
(2,1,3) {2y i
(1,3,2) {233} 1
(2,3,1)| {@2shlish 1
(3,1,2) {{371}5{3,2}} ]
(3,2,1) | (02h231030 | _q

3.2.2 Définitions du déterminant

Définition 31 Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice. On note :

dét A = |A| = Z €(0)ao(1),1---Co(n)n

o arrangement d’ordren
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le déterminant de A.
Exercice 29 Pourn = 2,3 on retrouve la définition usuelle.

Proposition 3.2.1 (déterminant d’une matrice triangulaire) SoitT =
(ti,j)lgi,jgn une matrice triangulaire supérieure i.e. t;; =0 sii > j. Alors :

t1,17'~ B 7517,n
0 _ =t11.ton
00 tan

le produit des coefficients diagonaux. En particulier,

’]n| =1

Démonstration : Par définition :

|T| = Z E(U)ta(l)’l...tg(n)’n

g

(somme sur les arrangements ¢ d’ordre n)
Or, le produit ¢5(1)1...ts(n)n €st nul sauf si, éventuellement, o(1) < 1,...,0(n) <
n. Cela n’arrive que si 0(1) = 1,...,0(n) =n c-a-d si o = (1,...,n). Donc :
‘T’ = 6((1, 2, ...,n))tLl...th = tl,l"-tn,n .
q.e.d.

En particulier, dét (I,,)) = 1.
Cette définition du déterminant et « la seule possible » au sens suivant :

Théoréme 3.2.2 [| existe une unique application :
D: #,(K)—K, A— D(A)

i) linéaire en les colonnes de A, ii) alternée i.e. D(A) = 0 si A a deux
colonnes identiques, iii) D(I,) = 1.
De plus, D = dét .



26 CHAPITRE 3. LE DETERMINANT

Démonstration : Le i) signifie que si on note C1, ...C,, les colonnes d’une
matrice A. Pour tout j, si C’J'- est un vecteur colonne, alors, pour tous A, u € K,
on a:

D(Ch|--]AC; + uC|..|Co) = AD(Cy || G| Cr) + 1D (Ch .| CL] | C)

Ezistence : 11 est clair que dét vérifie i) et iii). Vérifions ii) :
supposons que A € #,(K) a ses colonness C; et C; identiques, i < j.
Pour tout arrangement o d’ordre n, posons ¢’ 'arrangement défini par :

o(p) sip#1,j,

o'(p) =4 o(j) sip=i,
o(i) sip=j.
Alors
() e(0) = —e(0)
En effet,

(I(o)U1(a)) \ (I(e)N1(0")) =
ki, ki YU {{kikp} - i<p<j}U{{kyk;} 1 i<qg<j}
qui est un ensemble de cardinal 2(j —4) — 1 (exo) . Donc :
[1(o)] + [1(o")] = 2| L(0) N I(o")] +2(j — i) — 1
= |[I(o)| =|I(c")| — 1 mod 2
= e(o) = —€(o’) .

On a donc une bijection :

. 1:1 . .
{o arrangement pair} = {0 arrangement impair}

oo

De plus, comme les colonnes C; et C; de la matrice A sont identiques, on

Ag(1),1--+-Qo(n),;n = Ao’(1),1-+-Ao’(n),n

pour tout arrangement o.
Donc :

dét A = Z Ao (1)1 Ao (n)n — Z Qo(1),1---Ao(n)n

carrangement pair carrangement impair



3.2. DETERMINANT EN DIMENSION QUELCONQUE 27

= D Gaelomm— D, Go(i)1eloim)n
oarrangement pair oarrangement pair
= D G lam)n — Aor(1) 1 Aol (n)n

carrangement pair

Unicité : Soit D qui vérifie i), ii) de I’énoncé. Alors, si on note Fj, ..., E,
la base canonique de .4, (), on a :

n
Cj = aie
=1

pour toute colonne C; de A et par linéarité :

D(A) = Z ail,l...aimnD(Ei |‘EZ ) .
01, yin=1

Or, D(E;,|...|E;,) = 0 si les 4y, ..., 4, ne sont pas tous distincts. Donc :

D(A) = Z D(E, || E;,) -

(1,...,in) arrangment

Il reste & montrer que pour un arrangement (i, ...,4,), D(E;|...|E;,) =
€(i1, ..., i) D(I,). On le démontre par récurrence sur k > 1 tel que :

Tl > 1 < oo < By .

Si k =1, c’est évident car alors, i, = 1,...,4, = n. Si k > 1, on échange
ix—1 et i : on obtient un arrangement : (i, ...,4,) ot @; == i; si j # k, k + 1,
i}, = 1g—1 et i_q = ip. Comme :

g < .o <,
on a par hypothése de récurrence :
D(Ey|...|Ey) = ey, ...in) D(I)
Or, d’aprés (*), on a :
€(iy vnyin) = —€(i1, .oy i) -

De plus, on a :

D(Eily""Eik—l + Eik’E'ikfl + Elk||Eln) =0
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< D(Ey .| By, | By, |- |Ei,) + D(Eqy|...| By | By ]| E,)
Y D(Ey || By |Eop_ |- |Es,) + D(Eyy || Es | By || E) = 0
& D(E;|...|Ey | Ei|. | Ei,) + D(Ey || By | By, || Es,) =0
& D(E| 1 E,) = ~D{Ey .| Ey)
Conclusion : D(E;,|...|E;,) = €(iq, ..., in) D(1,). g.e.d.

On a en fait démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3 Soit D : #,,(K) — K une application n—linéaire et alter-
née en les colonnes (i.e. qui vérifie i) et ii) du théoréme précédent), alors :

D(A) = dét AD(I,,) .

Déterminant de la transposée

Si A€ Mpyn(K), on note ‘A € A, ,,(K) la matrice de coefficients :
("A)ij = A
pour tous 1 <:<m, 1< 35 < n.
Théoréme 3.2.4 Soit A € 4, (K). Alors, dét (*A) = dét A.

Corollaire 3.2.4.1 Dans les théoréemes 3.2.2 et 3.2.3, on peut remplacer
« colonne » par « ligne » .

Démonstration : Si o est un arrangement d’ordre n, on note o~ ! =

({1, ..., 1) Parrangementy d’ordre n tel que o;, = i pour tout i. Si 1 < i #
J < n, alors {0;,0;} est une inversion de ¢ si et seulement si {7, j} est une
inversion de o' (ezo) . En particulier, €(0) = ¢(o~!) pour tout arrangement
o.

Or, on a :

Ag(1),1---0o(n),;n = Qo(c=1(1)),0-1(1) Ao (c—1(n)),0~1(n)

= Q165-1(1)---0no—1(n) -

Donc :

dét A = Z U( ),

Z al ,o~1(1)+-Un,o=1(n)

oz
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— Z e(a_l)al,g(l)...an,a(n)

= Z 6(0‘)&170(1) ...a,w(n)

= dét (*A) .

g.e.d.

Conséquences :

Théoréme 3.2.5 (déterminant du produit) Soient B € #,(K) :

dét (AB) = dét Adét B .
Démonstration : En effet, si A est fixée, 'application :
F : B dét (AB)
est n—linéaire alternée en les colonnes de B. Donc :
"B ¢ #,(K), F(B) = dét BF(I,)
=dét Adét B .

q.e.d.

EXEMPLE : Pour les matrices de Pascal de la page 29, on trouve :

détP=détT T =1 .

Proposition 3.2.6 (déterminant des matrices triangulaires par blocs)
Si A€ Mn(K), B MynK), De M (K), alors :

A
0D

= dét Adét D .
Démonstration : Fixons A. L’application :
A| B

D~
0D

est n—linéaire alternée en les lignes de D donc :
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A
=dét D
0|D 0|1,
Ensuite B étant fixé, 'application :
Al|B
A
0|1,

est n—linéaire alternée en les colonnes de A donc :

A| B I,
=dét A
011, 011,

enfin, on sait calculer le déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
(on fait le produit des termes diagonaux) :

I, | B
0|1,

g.e.d.

3.3 Reégle de Cramer

Notation : Soit A une matrice n x n. On note A%/ la matrice obtenue en
biffant  la ligne i et la colonne j de A.

On peut calculer un déterminant n X n si on sait calculer un déterminant
(n—1)x(n—1):

Proposition 3.3.1 (Développement par rapport & une ligne ou une colonne)
Soit A une matrice n X n. Alors :

1< j<n, dét A=Y (1) a; | AY|

=1

1. BIFFER, verbe transitif :

Barrer, annuler d’'un trait de plume ce qui est écrit. Ses manuscrits étaient biffés,
rebiffés, raturés, grattés, chargés (CHAMPFLEURY, Les Souffrances du professeur Delteil,
1855, p. 176)
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TS0, A6t A = 3 (1) a4

=1
Démonstration : Par n—linéarité du déterminant selon les colonnes,
comme on a :
J
|
ayi ... 0 .. Q1n
n : . :
A=) "a;; | ai, 1 in |
i=1 . . .
ang - 0 . app
on a: '
j
|
aia .. 0 .. ain
n . . :
dét A =3 ai; | ai 1 i
i=1 ) ) :
an1 .. 0 . apn

Or en échangeant la colonne j avec la colonne j — 1 puis la colonne j — 1
avec la colonne j — 2, etc, on trouve :

ayl ... 0 .. Qa1n 0 a1 ... QAin
1 = (=171

;1 Qj.n a;1 .. Qin

(n1 0 (n.n 0 any - apn

ensuite, en échangeant la ligne 7 avec la ligne 7 — 1 puis la ligne 7 — 1 avec
la ligne © — 2, etc, on obtient :

ari ... 0 .. a1 n
1 i1 ... Qin
0 a1 ... aq
_(_1\—1 i—1 ) )
;1 1 Qi ( 1) ( ]')
0 any - apn
an,l 0 an,n
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— (~1)]47]
Et on démontre de méme la formule de développement par rapport a la
ligne . q.e.d.
EXEMPLE :
1 2 3
5 6 2 3 2 3
4 5 6 |= —4 +7 =0.
8 9 8 9 5 6
7 89

Proposition 3.3.2 (formule de Cramer pour les solutions des systémes linéaires)
St :

111 =+ ...+ an1Tn = Y1

An1T1 + oo F ApnTp = Yn

alors, dét Az, = dét A, o A, est la matrice obtenue en remplacant la

Y1

k—ieme colonne de A par la colonne
Yn

Démonstration : On développe par rapport a la k—iéme colonne :
n . .
dét Ay, = > yi(—1)"F| AP
i=1
(on remplace les y; par leur expression en fonction des ;) :

i=1j—=1

= i (i ai,j(—l)”k\Ai’k!) zj .

Z ai,j (_1)i+k|Az’,k|
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est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la colonne k de la
matrice A par la colonne j (ezo) . Donc :

Osik#j

dét A sinon .

D (—1)H A =
=1

q.e.d.

Remarque : Si dét A # 0, alors A inversible. En effet, dans ce cas, les
formules de Cramer montrent que ’on peut inverser le systéme défini par A.
Plus précisément, on peut décrire la matrice inverse de A si dét A # 0.

Définition 32 (Comatrice) Soit A une matrice n X n, sa comatrice, notée
com(A) ou A est la matrice n X n dont le (i, 7)—iéme coefficient est :

Ap; = (—1)|AM)

1,J
Corollaire 3.3.2.1 Pour toute matrice A de taille n x n :
PAA = A'A = dét A,

Démonstration : En effet, le (i, j)—éme coefficient de *AA est donnée par
la formule :

> (1) ay ;| A
k=1

qui est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant, dans la matrice
A, la colonne ¢ par la colonne j. Donc :
("AA)i; = (=1) Fay, A
k=1
Osii#j
dét Asii=j .

g.e.d.

Remarque : Cette formule reste vraie si K est remplacé par un anneau
commutatif (p. ex : Z, K[T]).
EXEMPLE :
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— Si ad — be # 0,

-1

a b 1 d —b

c d "~ ad — be

—C a

— Si A est une matrice 3 x 3 et si |A| # 0, alors :

' |A1’1| —|A2’1| |A3’1|
AT =] A A g
’Al’?" _’AQ,S‘ ‘A3’3’

Théoréme 3.3.3 A est inversible < dét A # 0 et ["inverse est donné par :

11 3
=A@ (1477))

-1

Terminons ce chapitre par quelques déterminants remarquables :

Exercice 30 Déterminant de Vandermonde. C’est le déterminant (n+ 1) x
(n+1) suivant :

11
o - Ty

V(ZL‘(), . al‘n) =
n En
Ty Ty

On a:V(ry,...,2n) = [ocicj<n(T; — 75).

Indication : on peut raisonner par récurrence et remarquer que : V(xq, ..., )
est un polynome de degré < n en x,, de coefficient dominant V (xg, ..., x,—1)
qui s’annule lorsque T, = o, ..., Tp_1 ; donc : V(xg, ..., xn) = V(xg, ..o, Tpo1)(Xn—
20).(Ty — Tp_1).

Conséquence : St xq,...,x, € C, alors :

o+ .tz =0

(ce systéme n’est pas linéaire).
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Exercice 31 Montrer que le déterminant n X n suivant :

est le n + 1—iéme nombre de Fibonacci fr11 (cf. p. 31).
Enfin voici une autre fagon de calculer un déterminant 3 x 3 :

Exercice 32 Soit A une matrice 3 x 3. Alors si azs # 0 :

11 Aa12 Q12 1.3
Q21 A22 Q292 023
Q21 A22 Q22 Q23
az1 as:2 a3 433
Al =
a2 9

3.4 Déterminant d’un endomorphisme

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie. Soit u un endomor-
phisme de E. Le déterminant :

dét (Mat (u) (e) )

est indépendant de la base (e) de E choisie.
En effet, les matrices de u dans 2 bases différentes sont semblables et par
multiplicativité du déterminant :

VAe M,(K),"P € GL,(K), dét (PAP™') = dét Pdét Adét (P~1)
= dét Adét Pdét P!
— dét A

(leurs déterminants sont égaux).
On peut donc définir le déterminant de w :
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Définition 33 (déterminant d’un endomorphisme)
détu :=dét A
ou A est la matrice de u dans une base quelconque de E.

Remarque : [(s) importantes|
— détIdg = 1 et pour tous u, v endomorphismes de F,

dét (u ov) = dét udétv

— u est un isomorphisme < détu # 0 < Mat(u)(. inversible (pour toute
base (e) de E.

En effet, u est un isomorphisme < Mat(u)( est inversible (quelle que
soit la base (e) de E choisie (ezo) .



Chapitre 4

Valeurs propres, vecteurs propres

Dans ce chapitre E est un K—espace vectoriel.

4.1 Sous-espaces invariants

Définition 34 (sous-espace invariant) Soit u un endomorphisme de E.
On dit qu’un sous-K —espace vectoriel F' de E est invariant, ou stable, par u

si
Vre F,u(r) € F .

On note alors u|lp : F — F, x € F — u(z) € F la restriction de u a F.
L’application u|p est un endomorphisme de F.

Effet sur les matrices :
Supposons que FE est de dimension n, que u est un endomorphisme de F,
que F' est un sous-espace de E invariant par w. Alors si :

€1,..., €L
est une base de F', on peut la compléter en une base de E :
(6) =€1,..5€k, Ckt1y .5 € .

La matrice de u dans la base (e) est triangulaire par blocs :

al,’l U al,k b171 R bl,n—k

Af 1 oo Ak bk; 1o bkm—k

Mat(u) ) = 0——0 dyq dinr
00 s dyn s
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ou A := (a;j)1<ij<k € A1(IK) est la matrice de u|p dans la base ey, ..., e de
F, B:= (bi7j)i§;gn—k S %k,n—k(]K); D= (di,j)lgi,jgn—k S %n—kGK)

<j<n-—k
Remarque . sile Sous-epace :

G := (€11, s €n)

est aussi stable par u, le bloc rectangulaire B est nul et :

Ay o1k ) ——0
P P —
Mat(u)e) = 0——0 dig- d1n—k
0——20 dn;k,l o dnfé,nfk

qui est une matrice diagonale par blocs.

EXEMPLE : Soit ej, e, e3 la base canonique de R3. Soit 4 la rotation
d’axe e3 et d’angle 6. L’endomorphisme ry de R? laisse invariants les sous-
espaces :

(e1,e9) et (e3)
et sa matrice dans la base eq, e, €3 est la matrice :

cos) —sinf 0
sinff  cosf O

0 0 1

Les droites invariantes sont appelées droites propres, ce sont les droites
engendrées par les vecteurs propres.

4.2 Vecteurs propres

Définition 35 (vecteurs,valeurs propres, spectre) Soit u un endomor-
phisme de E. Un vecteur propre de u est un vecteur non nul z € E \ {0}
tel que :

u(z) = A\

pour un certain scalaire A € K. On dit que X\ est la valeur propre de u associée
au vecteur propre x. On dit aussi que x est un vecteur propre associé a la
valeur propre \.

Le spectre de u est l’ensemble des valeurs propres de u. Notation : Spy (u)

(ou Sp(u)).
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Version matricielle :
Soit A € A, (K). Un vecteur propre de A est un vecteur non nul X €
K" \ {0} tel que :
AX = )2X

pour un certain scalaire A € K. On dit que X est la valeur propre de A associée
au vecteur propre X. On dit aussi que X est un vecteur propre associé a la
valeur propre A.

Le spectre de A est 'ensemble des valeurs propres de A. Notation : Spy (A)
(ou Sp(A) si le corps ot I'on se place est évident).

EXEMPLE : [s]

— soient E = R3, u = 7y la rotation d’axe ez et d’angle 0. Alors ry(e3) =
e3. Donc ez est un vecteur propre de ry; la valeur propre associée est 1.

— Soit F = C[X]<, l'espace des polynomes complexes de degré < n. Soit
u=0:FE — FE, P(X)— P'(X). Pour des raisons de degré,

P = )\P = )\ =0e¢t P constant

de plus, tout polynéme constant non nul est un vecteur propre de 0 de valeur
propre associée 0; donc Sp(9) = {0}.
— (Cet exemple est en dimension infinie) Soit £ = €*°(R) l'espace des
fonctions infiniment dérivables de R dans R. Soit u=0: F — E, f — f'.
Pour tout A € R, posons

ex: R—= R, z— e .

On a: €}, = Xey, donc chaque fonction ey est un vecteur propre de 0 de valeur
propre associée .

1
— Soit A := . Le réel a := ”T*/g est une valeur propre de A. En
11
effet :
1 1
A. =«
! o
(exo)
— Soit A := . Le complexe j := —% + z@ = ¢'F est une
-1 -1

valeur propre de A. En effet :
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R At

« Comment trouver les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une
matrice parmi tous les éléments de IK 7 »

4.3 Polynome caractéristique
Proposition 4.3.1 Soient A € #,(K) et A € K. Alors :
A est une valeur propre de A < dét (A —\I,) =0 .
Démonstration : X n’est pas une valeur propre de A
&'X e K"\ {0}, AX # AXi.e. (A—X)X #0

< ker(A — \I,) = {0}
< A — M\, injective
< A — M\, inversible
< dét (A—AI,) #0 .
g.e.d.

Définition 36 (polynéme caractéristique) Soit A € #,(K). Le poly-
néme caractéristique de A est : x4(X) := dét (X1, — A) .

Remarque : [s| — La matrice X1, — A est a coefficients dans IK[X] donc
son déterminant y4(X) € K[X].

— Pour tout A € K, dét (A — Al,) = (—1)"xa(N).

EXEMPLE : [

—Sin=2:

VA(Q b),XA(X)XQ(a+d)X+(adbc)

= X? - (trA)X +dét A
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ol trd :=a +d.
— Sin =3,

i1 Aair2 a3
VA = Q21 Q22 023 s XA(X) = X3 — (tI‘A)X2 -+ SQX —dét A

azi azz ass

ol trd = ay1 -+ a2 2 —+ as,3 et :

11 Aa12 G22 A23 ayn1 a13

)

S9 =
Q21 A22 azo az;3 asz1 asgs

(c’est la trace de la comatrice de A).
— n quelconque :

VAe M,(K), xa(X) = X" —s: X"+ 4 (=1)"s,

otl pour tout 1 < d < n, le coefficient devant (—1)4X"~% est :

Sq ‘= Z |A[|

IC{1,..., n}
|I|=d

avec pour tout I = {ky,...,kq}, tel que k; < ... < kg,

Ay ky - Aky kg

Ap = S %d(]K)

(c’est la matrice obtenue en ne gardant de A que les lignes et les colonnes

kla ) kd)
X1 —a; —ai2

) . —a21 Xy — a2
Démonstration : On pose P(X7, ..., X,) :=

C’est un polynoéme en les variables X, ..., X,, et a coefficients dans K. On
montre par récurrence sur k que pour 1 < i; < ... < i < n, le coefficient
devant le monéme X, ...X;, est:

(—1)"*dét AT

X —

Gpon
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ot I := {iy,...,ix} et AT est la matrice obtenue & partir de A en retirant les
lignes et les colonnes iy, ..., i (il suffit de développer par rapport a la ligne i;
puis s, ...).

En particulier,

P(X, o X) = xa(X) = (-1 X At

k

DR X A DX

n
—0 1<i1 <. <ip

qg.e.d.

A retenir : le polynome x4(X) est unitaire de degré n et :

— n .
S1 = Zi:l CLz"Z’ = tI‘A

= Y

1<i<j<n Clj7i ajJ

Sp=dét A .

Qi Qi

Définition 37 (deux définitions équivalentes de la trace) Soit A € .4, (K).
On définit la trace de A par :

trA = — le coefficient devant X' dans xa(X)

ou par :
trA := la somme des coefficients diagonauz de A.

Théoréme 4.3.2 (polyndéme caractéristique d’un produit) Soient m,n
des entiers > 1. Si A € My n(K) et B € M, ,,(K), alors :

AB € M, (K) et BA € #,(K)

et :
X"xap(X) = X"xpa(X)
dans K[X].
En particulier, si m = n alors :

xap(X) = xpa(X) .

T. c-a-d son coeflicient de plus haut degré est 1.
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Démonstration : On pose :

€ Mpyin(K) .

On a alors :

donc :
dét (MN) = dét (X1, — AB)dét (X 1,)

= XnXAB(X) .
D’un autre coté,
X1, ‘ 0
NM =
XB ‘ XI, — BA
donc
dét (NM) = dét (X 1,,,)dét (X1, — BA)
= XmXBA(X) .
Or, dét (MN) = dét (NM) = dét Mdét N. qg.e.d.
Remarque : — Si A, A’ € #,(K) sont des matrices semblables i.e. si
P € GL,(K), A= PA'P™!
alors :
xA(X) = xparp-1)(X)
= X(A’P*l)P(X>
= xa(X)
autrement dit deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéris-
tique.

En conséquence, on peut définir le polynéme caractéristique d’un endo-
morphisme :

Définition 38 Supposons que E est de dimension finie. Si u est un endo-
morphisme de E, alors toutes les matrices de u dans une base de E sont
semblables donc ont le méme polynome caractéistique. Ce polyndéme caracté-
ristique commun est le polynome caractéristique de u, noté x,(X).
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Concrétement, si (e) = ey, ..., €, est une base de E, si u est un endomor-
phisme de E, alors :

Xu(X) = xa(X)
ou A:= Mat(u)(e).

Spectre et racines du polyndéme caractéristique
On peut réécrire la proposition 4.3.1 :
Théoréme 4.3.3 Soit A € #,(K). Alors :
Sp(A) = { wvaleurs propres de A } = { racines de x4(X) }

Démonstration : On a A\ valeur propre de A & dét (A — \,,) = 0
& xa(A) =0. q.e.d.

En particulier :
Corollaire 4.3.3.1 Si A € #,(K), A posséde au plus n valeurs propres.

(En effet, nous savons qu'un polynéme de degré n a au plus n racines).
EXEMPLE : [s

01
—Si A= , alors
11

XA(X)ZXQ—X_lz(X_l—\/S 1+5

- Y

donc Spg(A) {1_2\/3, 1+2\/5} mais Spq(A) = 0.

0 1
—Si A= , alors :
-1 -1

Xa(X)=X?+ X +1=(X—j)(X—j7

ou j:= —% + z§ Donc dans ce cas :

Spe(4) = {75}

mais Spg(A) = 0.
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cosf) —sinf
—Si A= , alors :

sinf  cos@
xa(X)=X?—2cos0X +1= (X — ) (X — )

et Spe(A) = {e7®,e?}. (Si 0 # 0mod 7, alors Spg(A) = 0).
Cas des matrices triangulaires :

Soit
t1,17~ - tlr,n
T .= 0
0—0 tun

une matrice triangulaire supérieure. Alors :

X =ty e —tip
SN
0 0 X —tun
= H(X )
=1

donc Spy(T) ={ti; : 1 <i<n}.

Matrices compagnons :
Soit P(X) := X"+ ¢, 1 X" '+ ...+ ¢y € K[X]. On pose :

0 0 —¢

Cp=|0 | e x)
\0
0—0 1 —Cus

c’est la matrice compagnon du polynéme P.

Proposition 4.3.4

Xop(X) = P(X) .

75
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Démonstration : Par récurrence sur n > 1. Sin = 1 c’est évident car
P(X)=X+cyet Cp=(—cp) (matrice 1 x 1).

Si P(X)=X"+c, 1 X" '+ ...4+¢cop,ona:

X 0——0 Co
SRR

Yoo (X) = 0\0
AN
0——0 —1 X +cp1

(en développant par rapport a la premiére ligne)

X 0——0 €1 -1 X 0——0
! \ 0 \\
=X 0 0 +(=1)"* ¢ 0
\ X X
0—0 -1 X+cog 0—0 -1
=xn—lic, 1 X"24. 4y =(-1)n~!
par hypothése de récurrence
= X"+, X"+
= P(X)
(ce qui achéve la récurrence).
qg.e.d.
EXEMPLE : Soit J la matrice :
0——0 1
1 0
0 \ € Mp(K)
0—0 1 0

alors x;(X)=X"—1car J =Cxn_q.

Exercice 33 (Polynémes de Tchébychev) On rappelle le résultat suivant :
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Pour tout k entier > 1, il existe un polynéme en t, a coefficients ration-
nels, noté Ty(t), tel que :

"0 € R, sin(kf) = sin 6 Tj,(cos §)

(en effet :
sin(kf) = Im (e'*)

=Im ((cos 0 + isin 0)’“)
et on développe ...)
Par exzemple, sin(20) = sin (2 cos ) et sin(30) = sin (4 cos?§ — 1) donc

Ty(t) = 2t et Ty(t) = 4t — 1. Plus généralement, Ty, (t) = 281+~ 4
Pour tout n soit :

01 0—0
AN
Vo,:=10 0| e #,(R)
ANNN
0—0 1 0
alors, pour tout n > 1 :
X
XVH(X) = Tn+1(§>

en particulier,

km
= 1<k <L .
Spr (Vi) {200S<n+1 ) 1_k_n}

Indications : vérifier que xv, (X) = Tni1(X) pour n = 1,2 et trouver une
relation de récurrence d’ordre 2 pour xv, (X) (en développant par rapport a
une ligne ou une colonne) et une autre pour T, (X).

Rappelons le

Théoréme 4.3.5 (fondamental de ’algébre (ou théoréme de d’Alembert))
Tout polynéome complexe non constant admet une racine dans C.

admettons ...

Corollaire 4.3.5.1 Toute matrice A € #,(C), n > 1, tout endomorphisme
u d’un espace vectoriel complexe de dimension finie admet au moins une
valeur propre.
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Démonstration : Le polyndme caractéristique de A (ou de u) est un po-
lynéme complexe non constant donc admet (au moins) une racine A € C.
Alors, A est une valeur propre de A (ou de u). q.e.d.

Corollaire 4.3.5.2 Soit A une matrice réelle. Alors, A posséde un sous-
espace invariant de dimension 1 ou 2.

Démonstration : Soit n > 1. Comme A € #,(R) C .#,(C), A posséde
une valeur propre A = a + b € C, a,b réels, et un vecteur propre associé
Z=X+1Y eC"\ {0} ouX,Y € R".

Alors :

AZ = \Z & AX +iAY = (aX — bY) +i(bX + aY)

&S AX =aX —bY et AY =bX +aY

et en particulier le sous-espace (réel) (X,Y) est stable par A. Or X ou Y # 0
donc (X, Y') est de dimension 1 ou 2. qg.e.d.

4.4 Espaces propres

Définition 39 Soit A € #,(K) (ou soit u un endomorphisme de E). Soit
A € K une valeur propre de A (ou de u). L’espace propre de A associé a la
valeur propre X est le sous-espace vectoriel :

Ex(A) :=ker(A -\, ={X e K" : AX =)X}
(version pour l’endomorphisme u :
E\(u) :=ker(u — \,) ={z € E : u(z) = A\z})
Remarque : [s| — Si A est une valeur propre de A, I'espace propre associé
E\(A) est de dimension > 1;
— L’espace propre E)(A) est invariant par A. En effet :

X € ker(A — M) = A(AX) = AOX) = \(AX)

= AX € ker(A—\I,) .
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Théoréme 4.4.1 Soit u un endomorphisme de E. Soient Ay, ..., \. 7 valeurs
propres distinctes de u. Alors les espaces propres associés Ey, ..., E, sont
en somme directe i.e. :

Ex 4 ..+ Ex =Ey, &..®FE),, .

Remarque : On en déduit que le nombre de valeurs propres est < dim F
car :

dmFE >dm£Ey, ®&... 0L, =dimE,, +...+dimE) >1r .

Rappels sur les sommes directes

Définition 40 On dit que E1, ..., E, des sous-espaces de E sont en somme
directe si :

Vvl 6E1,...7VUT EET7 'U1—|—...+UT:0:>U1:...:UT:0

notation :
E1++ETIE1€B€BET .

Remarque : Sir =2, E; et F5 sont en somme directe si et seulement
si El N E2 = {0}

Exercice 34 F, ..., E, sont en somme directe < :

T
1<i<r, EN()_E;) ={0} .
por
EXEMPLE : Siey, ..., e, est une famille libre de E (par exemple une base),
alors les droites Key, ..., Ke,, sont en somme directe.
Il est facile de calculer la dimension d’une somme directe :

Proposition 4.4.2 St E, ..., E, sont des sous-espaces de E en somme di-
recte, alors :

dim(E) + ...+ E,) =dim E; + ... + dim E,. .
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Démonstration : Soient %, ..., B, des bases respectives de FEi, ..., E,.
Alors les %; sont deux a deux disjointes et %, U ... U %, est une base de
E,+ ..+ E, donc :

:‘ %,

.

dim F; + ... +dim E, .

*

Démonstration du théoréme : Par récurrence sur » > 1. Sir = 1, il n'y a
rien & démontrer.

Soient v; € E,...,v, € E), tels que
(4.1) v+ ..+v. =0
alors si on applique u, on trouve :
(4.2) u(vy) + ... +u(v,) =0

(4.3) S MU+ o+ A0 =0
mais alors (4.1) - A; x (4.3) donne :

()\2 — )\1)1}2 + ...+ ()\r - /\1)UT =0

= (hypothése de récurrence de rang r — 1)= :

()\2 — )\1)’02 = ... = (/\7‘ - )\1)1}7’ =0
=v=..=v.=0
car )\2 — )\1, ---7)\7" — )\1 7é 0.
On a donc aussi : vy = —vy — ... — v, = 0. g.e.d.

Corollaire 4.4.2.1 Soit A € #,(K). Si le polynéme caractéristique de A
posséde n racines distinctes dans K, alors il existe une base de IK™ formée de
vecteurs propres de A.
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Démonstration : Soient Aq, ..., A, € K les n—racines distinctes de y 4(X).
Ce sont aussi n valeurs propres de A. Notons F),,...,F), les espaces propres
associés. Alors : E), + ...+ E), C E et :

dim(Ey, + ... + E),) =dim(E), ® ... ® E),)

=dimFE), +...+dim£E),, > n=dimK"

donc :
1<i<n,dimEy =1letE\,, &..0F, =K".
Pour tout i, soit e; un vecteur non nul tel que :
By, = Ke;

alors les vecteurs e; sont des vecteurs propres de A (de valeurs propres \;) et

Key + ...+ Ke, = Ke; @ ... & Ke,, = K"

signifie que les e; forment une base de K. q.e.d.

Remarque : Bien entendu la réciproque est fausse car par exemple si
n > 2, il existe toujours une base formée de vecteurs propres de I,, mais son
polynéme caractéristique, xz, (X) = (X — 1)” n’a qu'une seule racine : 1.

Définition 41 (diagonalisable) On dit qu’une matrice A (resp. un endo-
morphisme u de E) est diagonalisable s’il existe une base de K™ (respective-
ment de E) formée de vecteurs propres de A (respectivement de u).

Remarque : Siu est diagonalisable et si on note Ay, ..., A, ses valeurs propres
distinctes, alors :

ker(u — \Idg) @ .... @ ker(u — A\ Idg) = F

(car tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs propres de u donc
est une somme de vecteurs appartenant aux espaces propres ker(u — A;)) et
réciproquement, si :

ker(u — \Idg) @ ... @ ker(u — A\ Idg) = FE

alors, il existe une base de E formée de vecteurs propres de u (il suffit de
mettre « bout a bout » des bases des espaces propres ker(u — \;Idg)).
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En bref :
u est diagonalisable < ker(u — \Idg) & ... @ ker(u — A\ Idg) = F .

Si A est une matrice diagonalisable et si P est une matrice de passage de la
base canonique de K" dans une base de vecteurs propres, vy, ..., v, alors

A=PDP!

ou D est une matrice diagonale : si Ay, ..., A, sont les valeurs propres corres-
pondant respectivement aux vecteurs vy, ..., v,, alors :

A
D =
An

Diagonaliser une matrice A € ., (IK) signifie trouver, si elles existent,
P e GL,(K), D € #,(K) diagonale telles que :

A=PDP'.
EXEMPLE : — Toute matrice réelle 2 x 2 symétrique :
a b
b d

est diagonalisable (ezo)
— projections : On suppose que £ = F & (. On définit la projection
sur F' suivant G par :

p:E—>E,\:€/€B Yy =
eF cq

Il est facile de voir que :
F =ker(p — Idg) = Ei(p) et G = kerp = Ey(p)

donc p est diagonalisable. Remarquer aussi que p?> = p. En fait, récipro-
quement, si p est un endomorphisme de E tel que p? = p alors p est une
projection sur un certain sous-espace suivant un autre certain sous-espace.

— réflexions : On suppose encore que £ = F'@&G. On définit la réflexion
par rapport a F suivant GG par :

T:E%E,\x//@\g{_zl—)x—y

cF cq
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c’est un endomorphisme de E tel que : 72 = Idg. 1l est facile de voir :
F =ker(r —Idg) = Ey(r) et G = ker(r + Idg) = E_1(r) .

Vérifier que si r est un endomorphisme de E vérifiant r* = Idg (K = Q, R
ou C), alors r est une réflexion par rapport a un certain sous-espace et suivant
un certain autre sous-espace.

— La matrice de permutation circulaire

0 0 1
1 0
I=1 \ € M, (K)
0—0 1 0
est diagonalisable sur C de valeurs propres
.o 7;2(n71)7r

e, ...,e" =

les racines n—iémes de I'unité. Trouver une base de vecteurs propres (exo) .

4.5 Un premier critére de diagonalisabilité

Rappels sur les polynomes
Définition 42 Un polynéme a coefficients dans I est une suite
ag, ai, as, ...
dont tous les termes sont nuls a partir d’un certain rang et qui est notée :
ap+ e X + as X2+ ...

Le degré du polynome
P(X)=ao+aX + ..

est le plus grand entier n, noté deg P, tel que a,, # 0. On prend pour conven-
tion deg ) = —oo0.

Si P(X)=ap+ a1 X + ... et Q(X) = by + b X + ... sont des polynémes,
on définit leur produit :

P(X)Q(X) = (lobg + (aobl + alb(])X +...+ (aobk + albk—l +...+ akbg)Xk +...

On note K[X] la K—algébre des polynomes a coefficients dans K.
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Remarque : |[importante| On peut attribuer une valeur a X :si P(X) =
ap + ... + agX? si A € K, on définit :

P\ =ag+ ... +ag)\ € K .

Remarque : Pour tous polynomes P(X), Q(X) a coefficients dans K,
deg(PQ) = deg P + deg Q).

Proposition 4.5.1 (intégrité) Soient P(X),Q(X) € K[X]. Si P(X)Q(X)
0, alors P(X) =0 ou Q(X) =0.

Démonstration : Si P(X) # 0 et Q(X) # 0, alors, deg(PQ) = deg P +
deg @ > 0 donc P(X)Q(X) # 0. q.e.d.

Divisibilité, racines, multiplicité

Définition 43 Si P(X),Q(X) € K[X], on dit que Q divise P (dans K[X])
s1
P(X) = B(X)Q(X)

pour un certain polynome B(X) € K[X]. Notation :

QP

remarque :

Q|P = deg@ < degP .

Formule de Taylor :
Pour tout P(X) € K[X], pour tout A € K, il existe (une unique) suite
ap, ..., aq telle que :

P(X) =ap+a (X —A) + ... + ag(X — N

Bien entendu, ag = P(A). On dit que A est une racine de P si P(\) =0
i.e. si (X — \)|P(X).

Si P(X) # 0, on appelle multiplicité de A dans P le plus petit entier 7 tel
que a; # 0.

Autrement dit la multiplicité de A dans P est le plus grand entier 7 tel
que (X — \){|P(X).

Notation : multy P := la multiplicité de A dans P. Remarque : Soient
P e K[X], A € K. On a I’équivalence :

Aracine de P < multyP >1 .
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Exercice 35 Multiplicité du produit :
P,Q € K[X], ")\ € K, multy\(PQ) = multy\P 4+ mult,Q
Remarque : [multiplicité] Si Ay, ..., A, sont deux a deux distincts et si :
P(X):= (X =XA)™M. (X =)\)™

alors m; est la multiplicité de \; dans P(X), pour tout i. En effet, par exemple
pour ¢ = 1, d’aprés 'exercice précédent,

multy, P = m; multy, (X — Ay) +... + m, multy, (X — \,)

=1 =0

=1my .

Exercice 36 Si K = C montrer que :

Z multyP = deg P
AeC

pour tout polynome non nul P.
Définition 44 (scindé) Un polynoéme P(X) est scindé sur K si :
P(X) = (ld(X — )\1)(X — )\d)

pour certains \; € K et un aq € K. Souvent, on regroupe les racines égales
et on écrit :
P(X) = ad(X — )\l)ml...(X — )\r)mr

avec les \; deux a deux distinctes et des entiers m; > 1.

EXEMPLE : D’aprés le théoréme de d’Alembert, tous les polynémes sont
scindés sur C.

*

Pour énoncer un premier critére de diagonalisation des endomorphismes
on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5.2 Soit u un endomorphisme de E. On suppose E de dimension
finie et on suppose aussi qu’il existe un sous-espace F de E invariant par u.
Notons x|, le polynome caractéristique de la restriction a F'. Alors :

Xl (X)xu(X)
dans K[X].
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Démonstration : Soit eq, ..., e, une base de F' que l'on compléte en une
base de E :
€1,...,En

alors la matrice de u dans la base eq, ..., e, est de la forme :

k n—k

- <

(out A est la matrice de u|r dans la base ey, .., ex). Mais alors :

X]k—A‘ -B
0 ‘X]n_k—D

Xa(X) = = dét (X1, — A)dét (X1, x — D)

= Xu|p dét (X1, — D) .
q.e.d.

Définition 45 (multiplicités algébrique et géométrique) Soit A € 4,(K).
Soit A € K. On notera my(\) la multiplicité de X dans le polynéme caracté-
ristique de A, xa(X) :

mq(AN) := le plus grand entier m tel que (X — X\)™|xa(X)
c’est la multiplicité algébrique de X. On notera :
my(A) = dimg ker(A — A1)
c’est la multiplicité géométrique de .

Corollaire 4.5.2.1 Soit A € #,(K) ou soit u un endomorphisme de E, si
E est de dimension finie. Pour tout A € K,

mg(A) < ma(A) -

EXEMPLE : Si

1 1 0—0
0 \

A= 0| e ,(K)
1

0 0 1
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alors x4(X) = (X —1)" et my(1) =1 < m,(1) =n.
Si A=1,, alors : xa(X)= (X —1)" et my(1) =my(1l) =n.
Démonstration : Soit A une valeur propre de u. Posons F' := ker(u — \)
I’espace propre associé.
Alors F est stable par u :
en effet, si x € F', alors :

u(u(z)) = u(Ar) = Au(zx)

donc u(z) € F.
Donc d’apres le lemme 4.5.2,

Xu|p (X) XU(X>

or :

Vo€ Fu(z) =\

donc u|p = ANdp et
Xulp (X) = (X = A F

= (X — )\)mg(k)

et finalement,
(X = 0™ xu(X) = mg(A) < ma(A)

g.e.d.

Voici un premier critére de diagonalisabilité :

Théoréme 4.5.3 Soit A € #,(K) (respectivement u un endomorphisme de
E avec E de dimension finie). Alors :

i) xa(X) est scindé sur K ;

A (respectivement u) est diagonalisable sur K < ¢ et

ii)"\, valeur propre de A, mq(X\) = my(\) .

Démonstration : = : Supposons u diagonalisable. Soient \q,...; A, les
valeurs propres distinctes de u. Comme :

ker(u — \Idg) @ ... ® ker(u — N\ Idg) = E,
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si on choisit des bases %; de ker(u — \1Idg), ..., A, de ker(u — A\ Idg), on
obtient une base #; U ... U %, de F dans laquelle la matrice de u est :

)\1]711

Mat(u) =

Mol
ou n; = my(A;) = dimker(u — A\;Idg) pour tout ¢. Donc :
YalX) = (X = A)™ (X =A™
Par conséquent le polynéome x,(X) est scindé sur K et :
Vi, ma(Ni) = ni = mg(N\)
< : Supposons que :
Xu(X) = (X = M) (X =A™

pour certains \; € K, deux a deux distincts et certains entiers n; > 1.
Comme :

ker(u—AIdg)+...+ker(u—A\,Idg) = ker(u— A\ 1dg)®...&ker(u—\,1dg) C F,
ona:
mg(A1) + ... +my(A,) = dim (ker(u — \Idg) + ... + ker(u — A\, 1dg))

<dméF .
Or, pour tout i, my(A;) = mu(\;) =n; et

ny+...+n, =degy, =dimF
en conséquence :
dim (ker(u — A\Idg) + ... + ker(u — A\ Idg)) = dim E
et forcément,

ker(u — MIdg) + ... + ker(u — A\ Idg) = E .
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EXEMPLE : Sin > 2, la matrice :

01 0—0
\\

0

1
0—0

n’est jamais diagonalisable car m,(0) =1 < m,(0) = n.

Méthode pour diagonaliser

Soit A une matrice carrée complexe n x n. Pour la diagonaliser :

— on calcule d’abord son polynéme caractéristique x4(X);

— on cherche les racines de y4(X) : ce sont les valeurs propres de A;

— pour toute valeur propre A de A, on cherche une base de ker A — A\,
i.e. on cherche une base de I’espace des solutions du systéme :

AX = )2X

— si pour toute valeur propre A de A, dimker(A — Al,,) = my(\), A est
diagonalisable et une réunion des bases des espaces propres forme une base
de vecteurs propres.

4.6 Trigonalisation

Définition 46 On dit qu’une matrice A € A, (K) (respectivement un en-
domorphisme u de E, si E est de dimension finie) est trigonalisable sur K
(on devrait dire triangularisable mais ce terme signifie déja autre chose) si
A est semblable a une matrice triangulaire supérieure c-a-d :

IPeGLK), T € My(K), n>i>j>1,T,;=0et A= PTP!

(respectivement il existe une base de E ou la matrice de u est triangulaire
supérieure).
Exercice 37 Toute matrice triangulaire inférieure est trigonalisable (si T

est triangulaire inférieure, onwgl est triangulaire supérieure ot :

0—0 1

0//0 |

1 0——0
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Théoréme 4.6.1 Soit A € #4,(K). Alors A est trigonalisable < xa(X) est
scindé sur K.

Démonstration : = : Deux matrices semblables ont le méme polynome
caractéristique donc il suffit de montrer que y7(X) est scindé pour toute
matrice triangulaire supérieure T'; ce qui est facile.

< : On raisonne aves u un endomorphisme de F (et on suppose E de
dimension finie). Par récurrence sur dim £. Si dim £ = 1, il n’y a rien a
démontrer. Si dim £ > 1, alors comme x,,(X) est scindé,

Xu(X) = (X = A1) (X = An)

oun = dimFE et ou les \; € K ne sont pas forcément distincts. Soit e; un
vecteur propre associé a la valeur propre A;. On compléte e; en une base :
e, ..., e,. Dans cette base, la matrice de u est de la forme :

Al
0|B

ou Be M, 1(K)etle #,1(K). En particulier,
Xu(X) = (X — A)xB(X)

= x5(X) = (X —Ag)...(X = \p)

est scindé sur K. Par hypothése de récurrence, il existe S € ., _1(K) une
matrice triangulaire supérieure et ) € GL,,_;(K) une matrice inversible telles
que :

B=QSQ™
alors, on peut vérifier que :
A1 [
Mat(u) =
01QSQ™!
_p[ 29 p
0S5

pour la matrice inversible :
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Donc la matrice de v dans la base eq, ..., e, est semblable & une matrice
triangulaire supérieure :

A Q
0| s

donc u est trigonalisable. q.e.d.

Corollaire 4.6.1.1 Sur C toutes les matrices sont trigonalisables.

Relations entre les valeurs propres et les invariants

Soit A € 4, (C). Alors A est semblable a une matrice triangulaire supé-
rieure de la forme :

(4.4) 0 |
0—0 M,
donc :

YA (X) = (X = A)o(X = A)

ainsi les coefficients diagonaux de (4.4) ne dépendent que de A :
ce sont les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité algébrique.

Exercice 38 Vérifier que
dét A = M.\,
V> 1, trAR = N R
On peut en déduire la belle formule suivante :

Fe >0, "t <e,

, . > tr(Ak) k . . .
la série Z Tt converge, la matrice I,, — tA est inversible et :
k=1

oo trak g
(S

T dét (I, —tA)
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Chapitre 5

Polyndémes d’endomorphismes

Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel F sur K. Soit A € ,,(K).

5.1 Définition

On remplace X* par u* (ou A*) et 1 par Idg (ou 1,,).
Soit P(X) = ag + a1 X + ax X% + ... € K[X] un polynéme. On pose :

P(u) := agldg + ayu + agu® + ... et P(A) := agl, + a1 A+ ay A* + ...
Proposition 5.1.1 L’application :
K[X] = #,(K), P(X) — P(A)
est un morphisme d’algebres i.e. : c’est linéaire et :
"P,Q € K[X], (PQ)(A) = P(A)Q(A)
de méme ’application :
K[X] — Endk(F), P(X) — P(u)
est aussi un morphisme d’algebres.

Démonstration :Si P(X) =ap+a1 X +...et Q(X) =by+ b X +..., alors
PQ(X) = apbo + (aghy + a1bg) X + .... Donc :

(PQ)(A) = agbojn + ((Iobl + Cllb())A + ...
= (apl, + a1 A+ ...)(bol, + 1A+ ...)

93
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= P(A)Q(A) .

g.e.d.

Remarque : [importante| En particulier, pour tous P,Q € K[X], les
matrices P(A) et Q(A) commutent :

de méme les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent.

EXEMPLE : — Polynéme d’une diagonale :
A1
D = )
An
on a :
P(A)
P(D) = .
P(An)

pour tout polynéme P(X) € K[X].
— polynéme et conjugaison : Si ) est inversible, si A = QA'Q™!,
alors pour tout polynoéme P(X) € K[X], P(A) = QP(A)Q .

Exercice 39 Montrer que plus généralement, pour une matrice triangulaire :

on a .

pour tout polynome P(X) € K[X] (les coefficients hors de la diagonale
peuvent avoir une expression compliquée mais les coefficients diagonaux sont
obtenus simplement en leur appliquant le polynoéme P ).
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5.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Définition 47 On dit qu’un polynome P(X) est un polynoéme annulateur de
la matrice A ou de U'endomorphisme u si P(A) =0, ou si P(u) = 0.

EXEMPLE : — Sip: F — E est une projection, X? — X est un polynéme
annulateur de p car p? = p.

— Sir: E — E est une réflexion, X? — 1 est un polynéme annulateur de
r car r? = Idg.

Ot chercher les valeurs propres, connaissant un polynéme annulateur mais
ne connaissant pas le polynéme caractéristique ?

Proposition 5.2.1 Si P est un polynéme annulateur de u, respectivement
de A, alors :
Sp(u) C { racines de P }

respectivement

Sp(A) C { racines de P } .

Démonstration : Si x est un vecteur propre de u associé a une valeur
propre A, alors :

u(z) = Az = "k > 0,u(x) = Mo

et plus généralement :

Qu)(x) = Q(N)x
pour tout polynéme @Q(X). En particulier : P(u)(z) = 0 = P(A)z = 0
= P(\) =0 car x # 0. g.e.d.

Théoréme 5.2.2 (de Cayley-Hamilton) Si E est de dimension finie,
Xu(u) =0
de méme xa(A) = 0.

EXEMPLE : — Si:

01 0—
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alors : xn(X) = X" et x;(X)=X"—1et onabien N =0et J" = I,,.

Démonstration (s) du théoréme :

lére démonstration (algébrique) :

Notons B(X) € #,(K[X]) la transposée de la comatrice de X1, — A.
Tous les coefficients de la matrice B(X) sont des polynomes a coefficients
dans K de degré < n — 1. Il existe donc des matrices :

BO7 ) anl S %n(K)

telles que :
B(X)=By+XB, +..+X"'B,_, .

On a alors :
B(X)(XI,—A)=dét (XI,— A)l,

& (Bo+XBy+ ..+ X" 'B, )(XI, — A) = xa(X)I,

(on développe la partie gauche)

& —ByA+X(By—B1A)+ X?(By—BoA) 4.+ X" B, _y—B, 1A)+X"B,_,

(5.1) = xa(X)I,
Notons cy, ..., ¢, € K les coefficients du polynéme caractéristique :
Xxa(X)=co+ ... + c, X"

(co = £dét A, ¢,, = 1) On a donc d’apreés (5.1) :
—BoA = C()]n

B[) - BlA = Clln

Bn—l - ann

et donc :
Xa(A) =col, + 1A+ ...+ ¢, A"

- _B0A+(B0_BlA>A+(Bl_BQA)A2++(Bn72An71 —anl)Anil—i-Bn,lAn
=0

car « tout se simplifie » .



5.2. THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON 97

2éme démonstration (avec les matrices compagnons) : On suppose
E de dimension finie n. Soit v un endomorphisme de E. Soit v un vecteur
non nul de E. Soit 1 < k < n le plus grand entier tel que la famille :

est liée et
uP(v) 4+ cp_1u" (W) + ..+ =10

pour certains coefficients ¢y, ..., ci_1 € K.

Posons : F := (v, u(v),...,u*"*(v)). C’est un sous-espace vectoriel de E
(de dimension k) stable par u. De plus la matrice de la restriction u|r dans
la base

est la matrice :

0—0 —a

A=10

A\

070 1 —¢h

C’est une matrice compagon donc :
xa(X)=XF o XM 4
D’aprés le lemme 4.5.2; x 4(X) divise x,(X) c-a-d :
Xu(X) = Q(X)xa(X)

pour un certain polynome Q(X) € K[X]. On a alors :

Xu(u)(v) = Q(u)xa(u)(v)
= Q(u) (Uk(v) + Ck_luk_l(v) + ... + cov)

= Q(u)(0) =0

finalement x,(u)(v) = 0 pour tout vecteur v de E et x,(u) = 0.
3éme démonstration (par les matrices triangulaires) :
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Supposons que 7T est une matrice triangulaire :

thoo
T=|
tn
Soient
1 0
0
€1 = ) yeery € =
: 0
0 1

les vecteurs de la base canonique de K™. On pose aussi :
Vi :=(e1, ..., €x)
sil<k<netV;:=0.0n aalors:
N1<k<n, (T—t0,)(Vi) C Vi
donc :

(T = t11) (T — ta L) (K™) = (T — t1 1) (T — 1) (V)
CVn1

C(T—t11,).. (T —tp1l) (V)
gVn72
C(T—-t1).. (T —ty—21,)(V,—2)
gvn73
L C(T=hL)(Vi) C Vo =0
donc : (T'—t,1,)...(T —t,1,) = 0.
Or, x7(X) = (X —t1)...(X — t,,). Donc :

xr(T) = (T —t,1,,)..(T —t,I,) =0 .

Soit A € 4, (C). On sait que A est trigonalisable c-a-d :
P € GL,(K), °T triangulaire supérieure, A = PTP~" .
Mais alors x7(X) = xa(X) et :
xa(A) = PxA(T)P™' = Pxp(T)P~' =0 .
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5.3 Polyndémes annulateurs

Un polynéme annulateur d’'un endomorphisme u de E est un polynome
P e K[X] tel que P(u) = 0. Par exemple, en dimension finie : x,(X). Un
polynome minimal de u est un polynéme annulateur de u, non nul, de degré
minimal.

EXEMPLE : Des polyndmes minimaux des matrices :

01 0—0
AN

O,I,, N = 0 €.#,(K),
1
0——0

sont respectivement : X, X — 1, X™.

Rappels sur la division euclidienne :
Soient P, () deux polynomes dans K[X]. Si Q # 0, alors il existe un
unique couple (B, R) tels que :

B,Re K[X], P=BQ+ Ret deg R < deg@

(R peut éventuellement étre nul).

Démonstration : Unicité : si ByQ+ Ry = B1Q+ R, = Petdeg Ry; <
deg@ , alors Ry — Ry = (By — B1)Q et deg(Ry — R1) < degQ; donc
fOI‘CéHlGIlt, Ry— Ri=0et Ry= R, = By = B;.

Existence : On raisonne par récurrence sur le degré de P. Si deg P <
deg @, il suffit de choisir B =0 et R = P. Sinon :

P:CL0+...+CLPXP,Q:b0+...+quq

avec a;,b; € K, a,, b, # 0, p > ¢.Il suffit alors d’appliquer I’hypothése de
récurrence au polyndéme
P _ %XP*QQ
bq

dont le degré est < deg P. g.e.d.

Proposition 5.3.1 Soit m,(X) un polynéme minimal de u. Alors, m, DI-
VISE TOUS LES POLYNOMES ANNULATEURS DE .
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Démonstration : Si P(u) = 0, on fait la division euclidienne de P par
my

P=Bm,+ R
ou deg R < degm,,. On a :

0= P(u) = Blu)ymy(u) +R(u) = R(u) =0
T

R(X) est un polynéme annulateur de u de degré < degm,. Forcément,
R =0 et my(X)diviseP(X). q.e.d.

Il existe donc au plus un unique polyndéme minimal unitaire (i.e. son
coefficient de plus haut degré vaut 1) de u (exo) c’est LE polyndéme minimal
de u.

Remarque : Si E est de dimension finie, y,(X) est un polynéme annu-
lateur de u (non nul) donc dans ce cas, le polynéme minimal existe toujours
de plus :

m, (X)) divise x,(X)
dans K[X].

On définit de méme les polynémes annulateurs et le polynome minimal
d’une matrice A € 4,,(K).

Exercice 40 Si E est de dimension finie, le polyndéme minimal de u coincide
avec le polynome minimal de sa matrice dans n’importe quelle base de E.

Proposition 5.3.2 Soit P un polynome annulateur de u un endomorphisme
de E. Alors, pour tout A\ € Sp(u), P(\) = 0. En particulier si le polynome
minimal m,, existe, m,(\) = 0 pour toute valeur propre A de u.

Démonstration : Si u(z) = Az, 0 # x € E. Alors, 0 = P(u)(x)
PNz = P(\) =0. q.e.

&

Proposition 5.3.3 Les racines de m,(X) sont exactement les valeurs propres
de u c-a-d (si m,(X) existe) :

NeK, my(\) =0 \eSpu) .

Démonstration : 11 suffit de démontrer que si mu(/\) 0, alors A est une
valeur propre de u. Or dans ce cas, m,(X) = (X — A\)Q(X) pour un certain
polynome Q(X) de degré < degm,(X). Donc :

0=my(u) = (u—Ndg)Q(u) .
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Forcément Q(u) # 0 par minimalité de m,,. Donc u — Aldg n’est pas injective
et donc A est une valeur propre de wu. g.e.d.

Comment trouver le polyndme minimal d’une matrice ?

Théoréme 5.3.4 Soit A € #,(K). On suppose que le polynoéme caractéris-
tique est scindé :

Xa(X) = (X = X\)™ (X =)™

ou my,...m. > 1, A\, ..., \. € K, sont deux a deux distincts. Alors :
ma(X) = (X — A)F (X =2

pour certains entiers : 1 < k; <m;, i =1,...,7.

Démonstration : On note ki, ..., k, les multiplicités de m4(X) en les
valeurs propres A, ..., A.. On a déja vu que 1 < k; car my();) = 0. On a
aussi k; < m;, la multiplicité de \; dans y4(X). Il reste donc & démontrer le
lemme suivant :

Lemme 5.3.5 On suppose que le polynéme P(X) divise le produit
(X = A)™ . (X =)™

dans K[X] pour certains \; € K deuzr a deuz distincts et certains entiers
m; > 1. Alors si on note kq, ..., k. les multiplicités respectives des Aq, ..., \,
dans P(X), on a :

P(X) = ag(X — M) (X = \)F
ol agq est le coefficient dominant de P.

Démonstration du lemme : On peut supposer P unitaire i.e. ag = 1. On
raisonne par récurrence sur r > 0. Si r = 0, il n’y a rien a montrer. Notons
Q(X) € K[X] le quotient par P(X) :

(X = A)"™ (X =A™ = P(X)Q(X) .
La multiplicité de A\; dans Q(X) est : my — k;. Donc :
P(X) = (X = MM P(X) et Q(X) = (X = M)™ M Q(X)

d’ou :
(X = A)™ (X = A)™ = (X = \)™P(X)Q(X)
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S (X = \)™. (X = \)™ = P(X)Q(X)

et on applique I'hypothése de récurrence.
q.e.d.
Remarque : Un cas particulier important a retenir : les diviseurs unitaires
de (X — A\)" sont les (X — \)? avec 0 < d < n (pour tous n > 0, X € K).
q.e.d.

Exercice 41

0100 0100 0100
) 0000 0010 0010
0001 0000 0001
0000 0000 0000
Xa(X) X4 X4 X4
ma(X) X? X? X4

Exercice 42 (Polynéme minimal d’une diagonale) Soit

A
D = )
An

alors mp(X) = [lespp)(X — A) 0t Sp(D) = {A1,..., \n} et les valeurs
propres sont comptées sans multiplicité.

Nouveau critére de diagonalisabilité

On dit qu'un polynéme P(X) € K[X] est scindé a racines simples dans
K sl se factorise en :

P(X) =aq4(X —A\)...(X = \)
ou 0#ag € Ket \,...,\ € K sont deux a deux distincts.

Théoréme 5.3.6 Une matrice A € #,(K) est diagonalisable sur I si et
seulement si son polyndéme minimal est scindé a racines simples sur K.

Démonstration : = : Si A est diagonalisable, A est semblable a une
diagonale. Or deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal (ezo)
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. Donc il suffit de calculer le polynéme minimal d’une matrice diagonale ce
qui est I'objet d’'un exercice précédent.

< Sima(X) = (X —A\)...(X = \) avec A, ..., A, € K deux a deux
distincts, la décomposition en éléments simples de la fraction m donne :

1 o T a,
mA(X)iX—)\l X =\

N _ 1 .
ou a; = IO pour tout 2.
Donc

1= alQl(X) + ...+ CLTQT.(X)

ou pur tout ¢ :

@(x) = T8 T -y

est un polynome. Si on applique cette égalité a la matrice A, on trouve :
I, =a1Qi1(A) + .. + a,Q.(A)
donc si Z € K", on a :
Z=a1Q1(A)(Z) + ..+ a,Q,.(A)(Z)
or, pour tout 1 <i <7, Q;(A)(Z) € ker(A — \;I,) car :
(A=Al (Qi(A)(Z)) = ma(A)(Z) =0 .

Par conséquent
®l_  ker(A — \I,) = K"

et A est diagonalisable.
Remarque : on peut utiliser aussi le lemme des noyaux. Si my(X) =
(X — A1)...(X = \) avec A, ..., A, € K deux & deux distincts, on a :

ma(A) =0 K" =kermy(A) = ker(A — \1,) @ .... ® ker(A — \.1,,)

car les polynomes X — )\; sont deux & deux premiers entre eux. En effet
si D(X) divise X — \; et X — \;, @ # j dans K[X], alors D(X) divise
X—=XN—(X—=X)=XN—X\ €K\ {0} donc D(X) est constant. Donc A est
diagonalisable.
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Lemme 5.3.7 (des noyaux) Soit u un endomorphisme de E.
Soient P(X),Q(X) des polynomes premiers entre eux. ALors :

ker((PQ)(u)) = ker(P(u)) @ ker(Q(u)) -

Généralisation : soient Py, ..., P. des polynomes deux o deux premiers
entre euz. Alors :

ker(Py...P,)(u) = ker(Py(u)) @ ... ® ker(P,(u))
(énoncés similaires avec des matrices)

Démonstration :

Rappels : On dit que P(X) et Q(X) sont premiers entre eux si :
D(X) € K[X] divise P(X) et Q(X) dans K[X] = D(X )constant !

En particulier, sur C, deux polynoémes sont premiers entre eux si et
seulement s’ils n’ont pas de racine commune.

Proposition 5.3.8 Soient P,Q € K[X] alors :

P, Q sont premiers entre eur < “A, B € K[X], AP +BQ =1 .

Démonstration : <= : (exo) = : Soient D € K[X] un polynéme non nul de
degré minimal parmi les polynémes de la forme

AP+ BQ, A, B € K[X] .

11 suffit de montrer que D est constant. On a donc D = AP 4+ BQ. On
fait la division euclidienne de P par D :

P=CD+R

pour un certain C' € K[X] et un certain R € IK[X] de degré < deg D. Mais
alors :

R=(1-CAP+(-CB)Q

donc par minimalité du degré de D, R = 0 et D divise P. De méme D
divise () donc D est constant =d € K \ {0}. D’ou :

A B
1=4pi %0
PR
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On écrit 1 = AP + BQ@ pour certains polynomes A, B € K[X]. On a
donc :

Idg = P(u)A(u) + Q(u)B(u) .
Soit = € ker((PQ)(u)), alors :
z = Pu)A(u)(z) + Q(u)B(u)(x) .

Or,
P(u)Q(u)B(u)(z) = B(u) P(u)Q(u)(z) =0 .
Donc Q(u)B(u)(x) € ker(P(u)). De méme, P(u)A(u)(z) € ker(Q(u)).

Donc :

x € ker(P(u)) + ker(Q(u)) .
Réciproquement, il est clair que
ker(P(u)) C ker((PQ)(u)) et ker(Q(u)) C ker((PQ)(u)) .

Donc :
ker(PQ)(u) = ker P(u) + ker Q(u)

montrons que cette somme est directe : soit = € ker P(u) N ker Q(u). Alors :
r = A(u)P(u)(z) + B(uw)Q(u)(x) =0 .

Pour le cas général : on raisonne par récurrence sur r :
Montrons d’abord que :

ker(Py(u)) + ... + ker(P.(u)) = ker((Py...P.)(u)) .

Soit x € ker((Py...P,)(u)). Alors comme P; et P, sont premiers entre eux,
on a:
1=AP, + BP,

pour certains polynéomes A, B € IK[X]. Donc en appliquant cette égalié a u :
x = A(u)P(u)(z) + B(u)Pa(u)(z)
or : A(u)Pi(u)(z) € ker(Ps...P,)(u) car :
(Py...P)(u)A(u) Py (u)(z) = A(u)(Py....P) (u)(z) =0 .
Donc par hypothése de récurrence :

A(u) Py (u)(x) € ker(Py(u)) + ... + ker(P,(u))
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et de méme :
B(u)Py(u)(x) € ker(Py(u)) + ker(Ps(u)) + ... + ker(Pr(u))
et donc :
r = A(u)P(u)(x) + B(u)Pa(u)(x) € ker(Py(u)) + ... + ker(P.(u)) .

Il reste & montrer que cette somme est directe :
Supposons que
T + ...+ Ty = O

pour certains x; € ker(P;(u)), ..., z, € ker((P,(u)). si on applique P;(u), on
trouve :

P1<u)(flj2) + ...+ P1<U)(ZIJT) =0
) Or(,1 Pi(u)(z2) € ker(Pe(u)), ..., Pi(u)(x,) € ker((P,(u)) donc par hypo-
thése de récurrence :

Pi(u)(zg) = ... = Py (u)(x,) =0

Or : ker Py(u) Nker P;(u) = 0sii > 1 car P, et P, sont premiers entre eux!.
Donc :
Lo = ... = Ty = 0

et forcément, r; = 0. q.e.d.

Corollaire 5.3.8.1 Une matrice A € #,(K) est diagonalisable sur I si et
seulement si elle admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur

K.

Corollaire 5.3.8.2 Soit u un endomorphisme de E diagonalisable sur IK. Si
F est un sous-espace de E stable par w, alors la restriction u|p est encore
diagonalisable.

Démonstration : En effet,
my(u) = 0 = my(ulr) = 0= my, divise m,

mais si m,, est scindé a racines simples sur K, tous ses diviseurs le sont aussi
(cf. le lemme 5.3.5). q.e.d.



Chapitre 6

Décomposition spectrale

Soient F = KK—espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).
Objectif : (si E est de dimension finie) construire une base £ telle que :

p

ou les T; sont des blocs triangulaires supérieures avec diagonale constante.

6.1 Sous-espaces caractéristiques

Définition 48 Soit A € K. Un vecteur propre généralisé de u de poids A\ est
un vecteur v € E tel que :

(u—ANdg)"v =0

pour un certain entier m > 0. Le plus petit entier m de la sorte est appelé la
hauteur de v.

En particulier, les vecteurs propres sont des vecteurs propres généralisés
de hauteur 1. Il est bien pratique de considérer le vecteur nul comme un
vecteur propre généralisé de hauteur 0 pour tout A € K.

EXEMPLE : Soit £ := €*(R) le R—espace vectoriel des fonctions réelles
infiniment dérivables. Considérons I’endomorphisme de dérivation v := D :
E — E, f — f'. Les vecteurs propres associés a A € R sont les fonctions
(non nulles) proportionnelles & e*® et les vecteurs propres généralisés sont
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les fonctions de la forme p(z)e*® pour un certain polynéome p(x) (en effet, si
f =g, alors :

(D — Mdg)™(f) = eMg™ =0 < g™ =0

< g est un polyndéme de degré <m —1 .

La hauteur d’une telle fonction e*p(z) est degp + 1. En particulier, les
polyndmes sont les vecteurs propres généralisés associés a 0.

Remarque :

Si v est un vecteur propre généralisé de hauteur m associé a A € K, alors

(u — Ndg)™ '

est un vecteur propre de poids (c-d-d de valeur propre) A. Donc A est une
racine du polyndme caractéristique (si E est de dimension finie).

Exercice 43 (important) L’ensemble des vecteurs propres généralisés de
poids N et de hauteur < m est un sous-espace de E, stable par u : c’est
exactement ker(u — N\ldg)™.

On a une chaine croissante de sous-espaces stables :
ker(u — Mdg) C ker(u — Aldg)? C ...

Définition 49 Soit A € K. Le sous-espace caractéristique de u de poids A

est la réunion :
EMu) == U, ker(u — Mdg)"

c-a-d :
Eu)={ve E : m>0, (u—\dg)™(v) =0}

c’est un sous-espace de E stable par u.

Remarque :
La suite des dimensions est croissante :

dim ker(u — Aldg) < dimker(u — Mldg)? < ...

En dimension finie, cette suite est stationnaire donc il existe un entier m
tel que : EA(u) = ker(u — Aldg)™.

Nous allons maintenant voir pourquoi cette notion de sous-espace carac-
téristique est importante.

Rappelons que pour tout A, le sous-espace E*(u) est stable par u et donc
par tout polynome en wu.
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Lemme 6.1.1 i) Si dim E*(u) < oo, alors il existe une base de E*(u) ou
la matrice de la restriction u’ B u) st triangulaire supérieure avec A sur la
diagonale :

i) Pour tous u # X\, (u— pldg)™ est injectif sur E*(u).

Démonstration : i) Soit k := dim(E™).
Notons V; := ker(u — Aldg)? pour tout i > 0. (Donc V = {0}).
Soit m > 0 le plus petit entier tel que V,,, = V,,11; Alors :

=

de plus :
v € Vo & (u— Ndg)™ 0 =0
& (u— Adg)v € Vi
< (u— Adg)v €'V,
RS Vm+1
dOHC Vm = Vm+1 = Vmt+2 = Vm+3 = ... = E/\.
Soit ey, ..., ex, une base de V; = ker(u — Mldg) que 'on compléte en une
base ey, ..., ex, de Vo = ker(u — Aldg)?, que 'on compléte en ...... etc, que l'on

compléte en ey, ..., e, une base de EX.
On aalors : k1 < ko < ... < k,, = k et pour tout 0 <i <m :

V;' = <€1, ...,eki) .

Or pour tout 7 > 1 :
(u— Aldg)(V;) C Vi
en particulier,
vk'i,1 < j < l{?z’, u(ej) = )\ej mod <€1, e €ki71>
et la matrice de la restriction
U‘EA

dans la base ey, ...ex, est triangulaire de la forme :

=\

A
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i) Il suffit de montrer que (u — uldg) est injectif sur E*(u) c-a-d :
ker(u — pldg) N E*(u) = 0
or, si (u— pldg)(z) =0 et z € E*(u), alors :
(u = Aldp)(z) = (v — pldp)(z) + (1 — Nz

=(u—ANz
1>0, (u—MNdg)(z) = (n— Nz
= (p—Naz=0
pour [ assez grand car x € E*(u). Donc z = 0, car p # \. qg.e.d.

Proposition 6.1.2 Si E est de dimension finie, alors le sous-espace caracté-
ristique de u de poids \ est de dimension la multiplicité de X dans le polyndéme
caractéristique x,(X) :

dim E*(u) = mq()) .

Démonstration : Soit ey, ..., e, une base de E*(u) =: E* ol la matrice de la

restriction u|gx(,) est de la forme :

Donc Xl x (X) = (X =Mk
E
On compléte la base eq, ..., e en :

€1y, €k,€Ct1y .-y En

une base de F.
Remarquons que E* est stable par u en effet :

(u—ANdg)™(v) =0= (u— Aldg)"u(v) = u.(u— Aldg)"(v) =0 .

Dans cette base, la matrice de u est de la forme :

&
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ouD € %n—k(]}{)
Donc :
Xu(X) = (X = N)*xp(X)
il reste donc a montrer que xp(A) # 0. Sinon, il existerait 0 # w € (exi1, ..., €n)
tel que : Dw = \w.
Mais alors :
u(w) =Aw+y

avec y € B*. Donc :
(u — Mdg)w € E* = ker(u — Aldg)™
= (u— Ndg)"w =0
= w € E*N (ery1, . en)
=sw=0

contradiction ! qg.e.d.

Proposition 6.1.3 Les sous-espaces caractéristiques de poids distincts Ay, ..., A,
sont en somme directe

Démonstration : Soient vy, ..., v, tels que :
v+ .. v = 0

et v; € BN pour tout i.
Pour tout i, il existe un entier k; tel que :

v; € ker(u — \Idpg)¥

il suffit donc de vérifier que les polynomes (X —\;)* sont deux a deux premiers
entre eux car alors : les sous-espaces ker(u — \;Idg)* sont en somme directe
d’aprés le lemme des noyaux et v; = ... = v,, = 0. Nous allons montrer que
PX)=(X—=X™ Q(X) = (X —u)" m,n entiers > 1, A # p € K sont
premiers entre eux. Soit ¢ := Ti/\ On a :

L=c((X =)= (X —p)
en élevant a la puissance m +n — 1 :
L= (X)X =)™+ s(X)(X = p)")

pour certains polynémes 7(X), s(X) € K[X] de degrés respectifs < n —1 et
< m — 1 (exo) (utiliser la formule du bindéme). Donc, P(X) et Q(X) sont
premiers entre eux. q.e.d.
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Théoréme 6.1.4 Supposons E de dimension finie. St le polynome caracté-
ristique de u est scindé sur K, alors :

E=qg!_E"
0l A1, ..., A sont les racines distinctes de x,(X).

Démonstration : On a déja vu que la somme est directe. Si x,(X) =
A1)™ (X —\)™r, alors d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, y,(u)
donc :

(x—
=0

=
®
&

Interprétation géométrique des multiplicités du polynéme
minimal

Supposons que F est de dimension finie et que le polynéme caractéristique
de wu est scindé sur K. Alors, comme le polynéme minimal m, (X) de u divise
Xu(X), my(X) est aussi scindé sur K. Factorisons-le :

mu(X) = (X = A)F (X = Ak
pour certains Aq, ..., A, € K deux a deux distincts et certains entiers k; > 1.

Théoréme 6.1.5 Pour tout 1 <1 <r, k; est aussi le plus petit entier m tel
que

ker(u — \Idg)™ = ker(u — \Idg)™ ™ (= EN)
Démonstration : Notons m; le plus petit entier m tel que
ker(u — \Idg)™ = ker(u — A\ Idg)™ ™,
pour tout 7. Alors :
E = @, BN = @;(ker(u — Aildg)™)

donc :
(u—MIdg)™...(u — A\ Idg)™ =

et le polynome (X — A;)"™...(X — A,)™ annule u donc :

my(X) divise (X — A)"™ (X — )™
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et k; < m; pour tout i.
D’un autre coté, m,(u) =0 =

Pker(u — Nldp)" = E .
i=1
Soit x € E*. 1l existe 7, € ker(u — A\)™, ..., x, € ker(u — \,)* tels que :

r=x1+ ..+ x,

=z —x;€ BN (69’}—1 ker(u — )\deE)kj>
I

C EMNnN <@5_1 EAJ) = {0}
J#i
Donc z = z; € ker(u — \Idg)*. D’ou :
E* = ker(u — NIdg)™ C ker(u — \Idg)

et donc k; > m,. g.e.d.

6.2 Projecteurs spectraux
Supposons F de dimension finie n et le polynéme x,(X) scindé sur K :
Xu = (X = A)™ (X =)™
avec \; € K deux a deux distincts, 1 < m; et m; +...m, = n. Rappelons que
E=al_E" .

Définition 50 Pour toute valeur propre \;, on note my, ou m; la projection
sur le sous-espace E* parallélement au sous-espace :

&%y BN
J#i

autrement dit si v = x1 + ... + x, ot chaque x; € B, mi(z) = x;, autrement
dit (encore) :

mi(r) =z sizx € EY et 0 siz € BN, i#j.

Les m; sont les projecteurs spectraux de u.
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Propriétés :

— les m; sont linéaires ;
—m 4 ...+ =1dg;
— Vi j, mm; = 0;

Vo o2
- Z,T('Z—’TQ,
— Imm = BN
— kerm; = Pi<j<r BY.

i
Remarque : Si m,(X) = (X — A" (X — \,)*, alors

EY = ker(u — \Idg)
pour tout .
Proposition 6.2.1 Les projecteurs spectraux sont des polynémes en u.

Démonstration : En effet, soit 1 <7 < r. Posons :

Qi(X) = m — ﬁ(x M) e KX

Comme Q;()\;) # 0,
QZ(X> = Qo + al(X - )\z) -+ CLQ(X — /\1)2 + ...

pour certains coefficients ag, ay, as, ... € K tels que ag # 0. On peut alors
trouver

Ui(X) = by 4+ b1 (X — ) + oo+ b1 (X — X))t e K[X]
un polynoéme de degré < k; tel que :
1 = (aptay (X —=X;)+Fas (X —N)?4...) (bo+b1 (X =)+ A-bp, 1 (X =) mod (X —\;)
c-a-d : 1= Qi(X)Us(X) mod (X — \;)™ .
Il suffit alors de remarquer que :
T = (UiQs)(w)
en effet :
six € BY = ker(u — \Idg)™, alors (U;Q;)(u)(z) = Idg(z) = «

siz € BY = ker(u — \Idg)™, j # i, alors (U;Q;)(u)(z) =0 .
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Remarque : Le polynome 1 — Uy (X)Q1(X) — ... = Up(X)Q,(X) est de
degré < ki + ...+ k.. Or, pour tout 7, la multiplicité de \; dans le polynéme :

1= U{(X)Qu(X) — ... — U(X)Qu(X)

est > k; (car si j # i, (X — \)" divise Q;(X)), donc :

0=1—U(X)Qi(X) = .. — U(X)Qu(X)
& 1= U(X)Q1(X) + o + U (X)Q,(X)
1 UL (X) U, (X)
VN = o+

mu(X) (X =X )k (X — A\p)br

6.3 Décomposition de Dunford-Jordan

Un endomorphisme N de E est nilpotent si N*¥ = 0 pour un certain k& > 0.

Théoréme 6.3.1 Soit u € L(F) tel que x, est scindé sur K. Alors il existe
un unique couple (d,n) tels que :

0)d,ne ZL(E);

i) d diagonalisable, n nilpotent ;

ii) dn = nd ;

i) u = d+ n.

De plus, d,n sont des polynomes en u.

Cette décomposition
u=d-+n

est appelée décomposition de Dunford-Jordan.
Remarque : Méme énoncé avec une matrice A a la place de u.
Démonstration :
soient 7; les projecteurs spectraux de wu.
— existence : d .=\ + ... + A\, ni=u —d.
Pour tout x € E*, d(x) = \;z. Donc

E* C ker(d — \1dg)

et :

et d est diagonalisable avec les mémes valeurs propres que u.
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Pour tout z € E™,
n(x) =u(x) — d(x)

= (u— N1dg)(2)

et par récurrence :

nf(x) = (u—A)"(x) .

Donc si k > maxj<i<, {k;}, n*(z) = 0.
On a construit d et n comme des polynémes en u ce qui est important
pour la suite.

Lemme 6.3.2 Soit (dy)aco une famille d’endomorphismes de E diagonali-
sables qui commutent deuzr a deuz. St E est de dimension finie alors il existe
une base commune de diagonalisation.

Démonstration : Si tous les d, sont des homothéties, ¢’est évident. Sinon
on raisonne par récurrence sur dim £ et on choisit un d,, qui n’est pas une
homothétie. Soient A, ..., A\, ses valeurs propres distinctes. Alors pour tout
i, Vi := ker(d,, — A;) est un sous-espace de E de dimension < dim E (car
da, n'est pas une homothétie) et chaque V; est stable par d, pour tout «
(car dody, = da,dy). Par hypothése de récurrence il existe une base %; de V;
formée de vecteurs propres communs & tous les d,. La réunion :

B U ...UB,

est alors une base de V; & ...V, = E, une base de diagonalisation pour tous
les d,. q.e.d.

— unicité : supposons que u = d’' +n’ avec d’ diagonalisable, n’ nilpotent
et dn’ =n'd. Alors : d —d =n—n'. Or n’ commute avec d’ et n’ donc avec
u=d +n' et avec n qui est un polyndéme en u. On en déduit que n’ —n est
nilpotent (ezxo) .

De méme, d’ commute avec u donc d’ laisse stable chaque E* = ker(u —
M\Idg)ki. Mais alors

d'| g,

est diagonalisable et :
(d —d)| g = (d — NIdg)| g,

est diagonalisable et nilpotent donc nul (nilpotent = la seule valeur propre
est O et diagonalisable avec pour seule valeur propre 0 = nul). Donc d’ = d
sur chaque E*, comme F = @;EV, par linéarité, d = d. On a aussi :
n=u—d=u—d=n.
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q.e.d.

A retenir :

— d = \ym + ...\, 7, et les valeurs propres de u sont les valeurs propres
de d.

— diagonalisable et nilpotent = nul.

Exercice 44 x,(X) = xq(X).

Proposition 6.3.3 u diagonalisable < u=d ssin =0;
u nilpotent < u =n ssi d = 0.

Démonstration : C’est une conséquence directe de la décomposition de

Dunford-Jordan. g.e.d.
EXEMPLE :
A Qe
—sid=| U [.D=xLetN=| U |;
A 0
3
— ATTENTION ! si u = ,d=u,n=0.
0 2

6.4 Calcul pratique des projecteurs spectraux

6.4.1 Meéthode

Soit u € Z(F). Supposons que ) # 0 est un polyndéme annulateur de u
scindé sur K (en particulier x, est scindé!) (Plus le degré de @ est bas moins
compliqués sont les calculs).

lére étape : Factoriser () :

Q= (X - )" (X =\)r

A; deux & deux # et [; > 1.
1

2éme étape : Décomposer 5 en éléments simples :

g L )
(+) Qi(X—)q)ll_'—m

ot R;(X) : polynémes de degré < I; (une telle décomposition est unique).

3éme étape : my, = R;(u)Q;(u) ou Q;(X) := ()?_(f\())l = nggr (X —=N)h.
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justification : la décomposition (*) multipliée par () donne une relation
de Bézout :

1= Ri(X)Qi(X) 4 (X — A\)"S(X)

pour un certain polynéme S(X).

6.4.2 Exemples

a) cas ou u diagonalisable avec seulement 2 valeurs propres :
si
1 11
A=11 11

1 11

alors on sait que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont 0, 3. Les
projecteurs spectraux associés my, m; vérifient :

7T()+7T32136t37T3:D:A

donc :
et —2a
Ws—-g €t o = 13 3
b)
1 0 -3
A= 1 -1 —6
-1 2 5
Xa(X) =ma(X) = (X - 1)(X —2)*
1 1 n 3—X
ma(X) X—1 (X -—2)2
o1 ma(X) ma(X)(3—-X)
X -1 (X —2)2
donc :

- (”}(A(_Xl )) (A) = (A—205)? et 75 — (mf‘g )_(32;)( )> (A) = —A2+4A4-31,.
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6.5 Reéduction de Jordan

Nous allons montrer que toute matrice dont le polynéme caractéristique
est scindé est semblable a une matrice diagonale par blocs avec des blocs
« presque » diagonaux.

6.5.1 Blocs de Jordan

Définition 51 Un bloc de Jordan est une matrice de la forme :

A1 0-0
N
0 \O
JA,n = \\ ] c ,ﬂn(]K)

0——0 X
ou N € K,n>0.
Ona:
k
|
0 0 1 0 0
: 0

et (Jan — ML) =0sin <k,
On a aussi Jy,, — pl,, inversible si 1 # A.

Exercice 45 Le polynome caractéristique et le polynome minimal d’un bloc
de Jordan sont égaux a (X — \)".

Définition 52 Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs
de la forme :

Ji

J,
ou les J; sont des blocs de Jordan.

Exercice 46 Une matrice de Jordan est diagonalisable si et seulement si ses
blocs sont tous de taille 1.
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6.5.2 Matrices nilpotentes

Supposons que E est un IK—espace vectoriel de dimension n. Soit u un
endomorphisme de E.

Définition 53 Soit e € E. On appelle hauteur de e, notée h(e), le plus petit
entier m > 0 tel que u™(e) = 0.

Lemme 6.5.1 Sie € E un vecteur de hauteur m. Alors

sont linéairement indépendants.

Démonstration : Supposons que
o€+ oo+ Ap_1u™ ) = 0

et que \; est le premier coefficient # 0, 0 < k < m — 1. Alors si on allique

u™*=1 on trouve :

Mt e) = 0
=M\, =0
car u™!(e) # 0 absurdo. g.e.d.

dim E

Corollaire 6.5.1.1 On a forcément, u = 0 pour tout endomorphisme

nilpotent de E.

Définition 54 On dit que le sous-espace (e,u(e),...,u™ (e)) est le sous-
espace cyclique de u engendré par e.

Un sous-espace cyclique est invariant par u (ezo) et la restriction de de u
au sous-espace cyclique :

a pour matrice
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dans la base
u™(e), ..., ule), e .

Remarque : [importante| Soit e un vecteur de hauteur m. Un vecteur x
du sous-espace cyclique

{e,ule), ..., u™ 1 (e))

qui n’est pas dans I'image de u est de hauteur m.
En effet, si
T =X+ . + A1t e)

avec \g # 0, u™(z) = 0 et u™ (z) = Mu™!(e) # 0.

Théoréme 6.5.2 L’espace E est une somme directe de sous-espaces cy-
cliques de 'opérateur u :

E=F®.0F .

En particulier, il existe une base de E ou la matrice de u est une matrice de
Jordan de la forme :

J01n1

JO,'rL,«

Et le nombre v de composantes est r = dim ker u

Démonstration : Supposons que E est une somme directe de sous-espaces
cycliques
Ei = <€Z', ceey u”i_l(ei»

alors, la matrice de u dans la base :

unl—l(

TLQ—].(

1)y, €1, U €2)y ey €2y eey U

est de la forme
‘]0,7’L1

JO,nr

donc :
rangu = rang.Jy n, + ... +rangJy,,

(mi—1)+.+(n —1)=dmE —r
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& r=dim EF — rangu = dim ker v .

Démontrons par récurrence sur n = dim £ > 0 que F est une somme
directe de sous-espaces cycliques. Sin = 0, il n’y a rien & montrer. Supposons
que n > 0.

Comme u n’est pas surjective (exo) , il existe un sous-espace de F, disons
H, de dimension n — 1 tel que :

ImuCH .
Ce H est stable par u. Par hypothése de récurrence,
H=H &..® H,

ou les H; sont des sous-espaces cycliques de u|g (donc de u). On choisit un
vecteur e € E \ H.
On a:
u(e) =uy + ... +u, , i, u; € Hy .

Si pour un certain i, u; = u(v;), avec v; € H;, alors on remplace e par

e—v; € E '\ H.On peut donc supposer que pour tout i =1 a r, u; = 0 ou

u; € H; \ u(H;). Clest-a-~dire : u; = 0 ou H; est cyclique engendré par u;.
Si u(e) = 0, alors :

E=Ke® H ®..0 H,

est une décomposition de E en sous-espaces cycliques.
Si u(e) # 0, alors :
0 < h(u(e)) = max h(u;)(ezo) .

(2

Quitte a renuméroter, on peut supposer que
h(u(e)) = h(uy) =:m .
Mais alors : h(e) = m + 1. Vérifions que
E = {e,u(e),...,u"(e)) ®Hy & ... 6 H, .
Comme h(u;) = dim Hy = m, on a :
dimE =dimH + 1= (m+ 1)+ dim H, + ... + dim H,
et il suffit de démontrer que

(e,.,u™(e)N(He® ... H,)=0 .



6.5. REDUCTION DE JORDAN 123

Si Aoe + ... + A\pu™(e) € Hy @ ... ® H,., alors, comme e ¢ Im u, A\g = 0.
Or, u(e) = uy + ... + u, donc :
Au(e) + oo+ Apu™(e) = Mg + ...+ A Hu) mod Hy @ ... @ H,
= Mg+ Au™ N w) € N (Hy, @ ... & H,) =0
= AN=..=X,=0

car h(uy) = m. qg.e.d.

6.5.3 Réduction de Jordan

Théoréme 6.5.3 Soit u un endomorphisme de E dont le polynéme caracté-
ristique, x.(X) est scindé sur K.
Existence : il existe une base de E ou la matrice de u est de Jordan i.e. :

Ji

Mat(u) =

Iy

ot les J; sont des blocs de Jordan.

Version matricielle : si A € #,(K) a son polynéme caractéristique scindé
sur K, alors, A est semblable (sur ) a une matrice de Jordan.

Unicité : le nombre de blocs de Jordan de la forme Jy,, noté :

NEK,"m>1, Ny i={1<i<7r : Ji=J\m}

ne dépend que de u (ou de A) :
les X qui apparaissent sont les valeurs propres de u (ou de A) et plus
précisément, on a :

Ny = 1g (u — Mdg)™" — 2rg (u — Mldg)™ + 1g (u — Aldg)™ !
pour tout A € K et tout m > 1.

Remarque : En particulier, ce théoreme s’applique & TOUTES les
matrices complexes.

Démonstration : Existence : notons E*, ..., E* les sous-espaces propres
généralisés de u. Alors chaque E* est stable par u et £ se décompose en :

E=EM®..¢EM .



124 CHAPITRE 6. DECOMPOSITION SPECTRALE

De plus , pour tout ¢,
u|E>‘i - )\ZIdE)\2

est nilpotent. On peut donc appliquer le théoréme 6.5.2 & u|gp, — NIdpgy,
pour tout 7. Et on remarque que :
JO,nl J>\7n1
_|— )\I’I’L1++TLT =
JO,nr J)\anr

Unicité : remarquons que :

n sip# A
rg(J)\,n_,u[n)k: n—k sip=Aet0<k<n-—1
0 sip=Aetn <k

donc si la matrice de v dans une certaine base est une matrice de Jordan :

J/\17n1

J)\r,n»,
alors :
rg (u— Adg)" = 1g (Jyn, = Ma,)"
q=1
= (ng —k)+ > ng
Aq o q>k Aq;él)\
d’ou :
rg (u—Ndp)" ' —1g(u—Ndg)" = Y ((ng— (k—1)) — (ny — k))
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et finalement :

(rg (u—AIdg)" ' —rg (u—Adg)*)—(rg (u—Adg)* —rg (u—Adg)*) =

&g (u— Ndp)"™ = 2rg (u — Adg)* +rg (u— Mdg) ' = Nyx .
g.e.d.

Applications

— Si A € #,(C), alors A est semblable a *A. En effet, il suffit de le
vérifier lorsque A est un bloc de Jordan (ezo) .

— Si N € #4(K) est nilpotente, alors IV est semblable & une et une seule
des 5 matrices suivantes :

0100 0100 0100 0100
070000’0000’0010’0010
0000 0001 0000 0001
0000 0000 0000 0000

Il y a une infinité de matrices nilpotentes 4 x 4 mais il n’y en a que 5 a
similitude pres.
— Si A € #;3(K) a pour polynome caractéristique : x4(X) = (X —
1)(X — 2)? alors A est semblable
1 00 1 00
alo20loual| 021

0 0 2 0 0 2
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Chapitre 7

Puissances

7.1 Motivation

— Probléme : résoudre

{ Uy = QUp—1 + by

Up, = CUp—1 + dvp—1
ou a, b, c,d sont fixés ou bien :
Up = AUR—1 + bun72

ou a, b sont fixés.
Ces deux problémes se réduisent au calcul de A* ou :

)=

7.2 Cas diagonalisable

— cas diagonal : soient Ay, ..., A\, € KK alors :

k
A Ab

k>0, =

>
3
>

127
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— cas diagonalisable : si A = PDP~! avec A, P,D € .#,(K), D diago-
nale, P inversible, alors :
AP =PD*P! .
C’est encore plus simple avec les projecteurs spectraux :

si A=\ \m + ... + A7,

ou les \; sont les valeurs propres de A et les m; les projecteurs spectraux

associés, alors :
v k_ \k k
k>0, A" =\{m + ... + \j7,

c’est vrai aussi pour k entier négatif lorsque tous les \; sont non nuls.

EXEMPLE : Si
1—1
A= |\ | | e #4.(Q
1—1
alors les valeurs propres de A sont 0 et n, et :

A=nm, = "k, A¥ =nFr, =nF1A .

. . cost —sint
Exercice 47 — Si A = , alors :

sint cost
A=e"r_+e'n,
ou :

6t7’[—+:*

Vérifier alors que :

. . coskt —sinkt
Ak — e—zkt,n__ + ezktﬂ_+ —
sinkt coskt

, 01
— ST A= alors
1 1
1 okl — rk—1 af — o/k
kel A = —
V5 oF —o/F gkt _ gkt
ot o = Y5 o of = 12V5
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011
Exercice 48 Soit A:==| 0 0 1 |. Soit p l'unique valeur propre réelle de

100
A et m, le projecteur spectral associé.

©op P

a) Vérifier quem, =555 | 1 pt p
p 1 p

b) Vérifier que les deux valeurs propres complexes conjuguées de A sont
de module < 1 et en déduire que :

p~ = lim Aty
noco A?,Q
(cf. page 33)
1 0 -3
FEzxercice 49 Si A = 1 —1 —6 |, alors :
-1 2 5)

Vérifier que :

4 —6 —06 -3 6 6
m=12 -3 -3 |etm=| -2 4 3
0 0 0 0 01

et en déduire que pour tout n >0 :

3n—6 —6n+12 —9n+12 4 —6 —6
A" =2""11 3,4 —6n+8 -9n+6 |+| 2 —3 -3
-n 2n 3n+2 0O O 0
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7.3 Cas général

Définition 55 Pour tous entiers n, k, on définit le coefficient binomial par :

<Z> — O n(n — 1)..}€(!n —k+1)

sikznet[@) =Ck:=0sik>n.

Les (Z) sont des entiers.

Proposition 7.3.1 Soient A, B € #,(K) deux matrices qui commutent.
Alors :

k
k>0, (A+B)F=>" (%)AjB’“‘j .

i=0 \J

En particulier, si A = D 4+ N avec D diagonalisable et N nilpotente qui
commutent :

ke (R e
AP =3 | DMINT

j=0 \J

Proposition 7.3.2 Soit A € #,(K). On suppose que le polynéme minimal
de A est scindé :
ma(X) = (X = A\)F (X =Nk

les \; €tant deuz a deux distincts. Notons mq, ..., 7, les projecteurs spectraux
associés aux valeurs propres A1, ..., A\.. Alors :

r min{k,k;—1} L ' 4
k>0, 4" =>" ( > ( _)Af—J(A — Mn)ﬂ) i
J

i=1 j=0

Démonstration : 1l suffit de vérifier cette formule sur chaque sous-espace
caractéristique E*. Or si z € BN, Az = \io+ (A— N1,z et (A—)\)kiz = 0.
g.e.d.

7.4 Suites récurrentes

Théoréme 7.4.1 Soient a,...,a, € C. On suppose a, # 0.
On note P(X) = X? — a1 XP™' — ... — a,, M,..., A\, ses racines (s.e.
distinctes) et ky, ..., k. leurs multiplicités respectives.
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Alors les suites vérifiant :
%
n=p, U, = a1+ ... + aplp_p
sont les suites de la forme :

Up = Py (n)A] + ... + P.(n)A}

ou P; sont des polyndomes de degré < k;.

— rem : P; peuvent étre déterminés par uo, ..., Up_1.
EXEMPLE : Sip=1,

n>1, Uy = ajtn_1 < n>1, u, = upay .
Sip=2,
Y > 2, Uy = a1tp_1 + Golly_o < Yn > 2, Up = 1A} + aoy
pour certains ag, ag si X2 — a1 X —as = (X — A1) (X — Xp) avec A\; # g et :
N> 2, Uy = i1 + GoUp_g & "0 > 2, u, = (an + B)A"
pour certains a, 8 si X2 — a1 X —ap = (X — \)2
Exercice 50 Soit (u,) la suite définie par :

v
u=0,u =1,"1n2>2, Up = Up_1 + Up_2

Yn >0, u, = \}5 ((1 +2\/5>” - <1 —2\/5>”>

Démonstration : Si u, = n*\?, avec 0 < k < k;, alors pour tout n > p :

alors :

Uy — AUy 1 — oo = Aplly_p = NN —ag(n — 1)PAP — L —a,(n — p)P AP

Réciproquement, si :

v
n2>p, Uy = G lUp—1 + ... + Aplp_p
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alors on pose :

Up—p+1

On a alors :
Vn > D, Xy = Aanl

ou A € #,(K) est la transposée de la matrice compagnon du polynéme
P(X) :

0 1 O\O
A= \\O
0——0 1
Qp oo aq

donc :
xa(X) = (X = A)F (X = \)F .

Notons 7, ...m, les projecteurs spectraux correspondants. D’aprés la propo-
sition 7.3.2,

r min{n,k;—1} . .
s, A=Y ( 5 (”) (A Aiw) .
J

i=1 j=0

:iw(;()A u))

Or,
> p, Xy = AP,

- AnXO
si on pose Xg := A"PX, 4
Donc, u,, est la derniére composante du vecteur :

Z)\n Z (9) (A— A f)\; 'mi(Xo)

7=0

et il suffit de remarquer que si 0 < j < k; — 1,
<n> ~nmn—1).(n—j+1)
J J!

est un polynoéme en n de degré < k;. qg.e.d.




Chapitre 8

Exponentielle

Dans ce chapitre, les matrices sont complexes !
Motivation : systéme différentiel linéaire + formule de Taylor

8.1 Exponentielle complexe

Rappelons que :

— toute série numérique Y ;2 ax & termes réels positifs (ou nuls) converge
(dans R) si et seulement si la suite de ses sommes partielles S0, a; est
bornée.

— toute série de nombres complexes > ;7 2, absolument convergente
converge

oo o0
c-a-d Y |z <00 = ) 2 converge dans C.
k=0 k=0

— Pour tout nombre complexe :

oozk

expz :=e° = —
i !

et :

/
=1, =¢%e” ("2, €C) .

8.2 Suites de matrices

Définition 56 On dit qu’une suite (Ax)rew de matrices complexes converge
vers une matrice A si pour tous i,j la suite des coefficients Ay, ; converge
vers le coefficient A; ; dans C.

133



134 CHAPITRE 8. EXPONENTIELLE

On pose :
AN = max Y o
J

pour toute matrice A.

— propriétés : c’est une norme multiplicative! ¢-a-d : pour toutes ma-
trices A, B € 4, (C), pour tout A € C, on a :

i) [l[A]ll =0 A=0;

i) |[|[A+ BI|| < [[|A[l[ + |[| B[

iii) [[|AA[l] = |A[[I[A]]]

iv) [|[[AB[] < [I[A[lI[I|BIl]-

Remarque : Si A = (a;;)1<i j<n, alors pour tous ¢, j, |a; ;| < [||4][]. On
en déduit qu'une suite de matrices (Ay)gen converge vers une matrice A si :

lim [[| A, — Al =0 .
—00

Exercice 51 En déduire que si (Ay) et (By) sont des suites de matrices qui
convergent vers A et B, alors :

k—o0

x
Exercice 52 On pose pour tout X = : e K" : || X]| := maxl, |z;|.
Tn
Alors : 14X
1Al = s

X#0

pour toute matrice A € M,(C).

8.3 Définition de exp(A)

Théoréme 8.3.1 Pour toute matrice A € M, (C), la série :
00 Ak
S
converge dans #M,(C). On note :
00 Ak
exp A= et = -
= k!

sa limite. C’est la matrice exponentielle de A.
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Démonstration : Il suffit de démontrer que les séries de coefficients
convergent. Or pour tous ¢, 7, on a :

00 Ak ) ) k
|2 < & )
=) k! i K
o
[[IAIT*F
<
< kz;; i
= Al « 5o .
k
Donc pour tous ¢, j, la série > ;7 % converge dans C. q.e.d.
A1
Exercice 53 Pour une matrice diagonale D := ,ona
An
eM
expD = ,
etn

Théoréme 8.3.2 (propriétés de ’exponentielle) On a :
exp0 =1, et exp(A+ B) =expAexp B

pour toutes matrices A et B qui commutent. En particulier, pour tout A €
M, (C), la matrice exp A est inversible d’inverse exp(—A). On a aussi :

exp(kA) = (exp A)*
pour tout k € 7.

Remarque : Attention! si A, B ne commutent pas, en général exp(A +
B) # exp Aexp B.

Remarque : En fait I'application : exp : 4, (C) — GL,(C) est surjec-
tive.

Démonstration : Montrons que exp(A + B) = exp Aexp B :

o (54) (ZB)—z“;B)

=) \i= k=0
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0<i,j<m il ]! k=0 i,5>0 il ]!
i+j=k
y AP B
0<ij<m i ! 0 e i !
itj<m
At BI

0<i,j<m i! .7!
i+j>m

w01 (2 5) (i BJ) -y BB,

s
i=0 j=0 J* k=0

donc :

Al B
<y A
0<ij<m U J:
i+j>m

O [E
0<i,j<m Z' ]'
i+j>m

IN

k=0

AN (< 1B 2 (AN -+ EBID*
< (£ 100) (£ 1) - g

et si « on fait tendre m vers +oo » on trouve :
||| exp A exp B — exp(A + B)||| < AN BIT _ GIANHIBI —

donc : exp Aexp B = exp(A + B). g.e.d.

Exercice 54 Veérifier que :

0 -1 ) cost —sint

sint cost

pour tout t réel.
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8.4 Méthode de calcul

Exercice 55 Si P € GL,(C),D € #,(C) (par exemple D diagonale),
alors :

exp(PDP™') = PexpDP ™' .

En déduire que pour toute matrice A € #,(C),
dét exp A = ™
Proposition 8.4.1 Soit A € #,(C). Soit
ma(X) = (X =AM (X =)

le polynome minimal de A, les \; étant les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de A. Notons my,...m, les projecteurs spectraur associés aux A;.

Alors :
' (A— )\ I
exp(tA) Zet’\ (Z ot n)’ )m .
En particulier, exp A est un polynéme en A.

Remarque : Si A est diagonalisable, alors, pour tout t € C, exp(tA) =
eMmy + .+ e,
Démonstration : On décompose A en :

A=D+N
avec D diagonalisable et N nilpotente qui commutent. Alors :
expA=expDexpN .
Or,
k Y.

D =Y \m= \’k>oi Zkl
i=1

et on en déduit que :
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D’un autre coté, on a :
.

N = Nﬂ'l‘
i=1

=S (A Al

=1
= "k >0NF = Z(A — Nk
=1

or: Yk > ki, (A— NI,)*m =0 (exo) .

Donc "
> N
eXpN = Z F
k=0 ™
& (A= N L)E
=1 k=0 k' '
q.e.d
EXEMPLE : Si
1 0 -3
A= 1 -1 -6
-1 2 5

alors
exp(tA) = e* (I3 + t(A — 2I3))m + e'm

3t—3 —6t+6 —9t+6 4 —6 —6
= 3t—2 —6t+4 —9t+3 |+ 2 -3 —3
—t 2t 3t+1 0 0 0

8.5 Equations différentielles

8.5.1 Dérivation des matrices

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R et a
valeurs dans C est dérivable en ty € I si la limite :
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existe dans C. On dit que f est dérivable sur [ si elle I'est en tout ¢y € I.

Définition 57 Soient a,; : I — C, 4,7, des fonctions dériwables sur un in-
tervalle I de R. On dit que la matrice A(t) := (a;;(t))1<i<p.1<j<q €St dérivable
et on note A'(t) = (a; ;(t))1<i<pi<j<q-

Il iy SRl

Exercice 56 Vérifier que si pour tout t € I, A(t) € #,,C) et B(t) €
My, (C) et siles matrices A et B sont dérivables sur I, alors le produit aussi
et on a :

tel, (AB)(t) = A(t)B(t) + A(t)B'(t) .
Proposition 8.5.1 Soit A € #,(C). La matrice :
t — exp(tA)
est dériwable sur R et on a :
Yt € R, (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A .

Démonstration : Soient 7y, ..., 7, les projecteurs spectraux de A. Alors
d’aprés la proposition 8.4.1, on a :

exp(tA) Z Z e'»‘ PRLE
i=1 k=0

(la somme sur k est en fait finie car (A — \;1,,)*m; = 0 pour k assez grand).
Donc :

t — exp(tA)
et dérivable de dérivée :
-1
(exp(tA)) ; ;;)et)\ —|— kF)(A — Nl
_erfjetm (A= Nily) 7TZ—I—ZZet’\ A NI,
i=1 k=0 i=1 k=0

_ZZG'»‘ k' /\I + (A= NI))(A = NL)kr

i=1 k=0
= Aexp(tA) .
q.e.d.
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8.5.2 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Ce sont les équations de la forme :

Y'(t) = AY (t)

yi(t)

ou A € #,(C) est une matrice constante et Y (t) = : est un

Yn(t)
vecteur inconnu dont les coordonnées sont des fonctions dérivables.
— cas homogene :

Théoréme 8.5.2
Y'= AY & Y (t) = exp(tA)Y(0)

en particulier les solutions sont définies sur R tout entier.

Démonstration : D’un coté, le membre de doite est bien solution de
I'équation Y’ = AY (exo) . Réciproquement, si on pose Z(t) := exp(—tA)Y (¢),
alors :

Z'(t) = exp(—tA)(Y' — AY) =0

Donc sur R, Z est constante et Z(t) = Z(0) = Y'(0) pour tout t. g.e.d.

EXEMPLE : Le systéme :

1) = ai(t) — 3as(t)
2h(t) = x1(t) — xo(t) — 623(t)
5(1) = —xa(t) + 222(1) + Sws(t)

avec pour « conditions initiales » x1(0) = 1,22(0) = 1,23(0) = 0 a pour
solution :

zo(t) | = exp(tA) | 1
x3(t) 0
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1 0 -3
ol A est la matrice 1 —1 —6 |.On trouve alors :
-1 2 5
z1(t) = (=3t + 3)e? — 2¢,

— solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre p a coefficients
constants.

Corollaire 8.5.2.1 Soient ay, ...,a, € C tels que a, # 0. On suppose que :
X(X) = XP+ar XP 4 g, = (X = A)™ (X = \)™

pour certains \; € C deux a deux distincts et certains entiers m; > 1.
Alors :

(B) y? + a1y® D + . +ay =05t eR, y(t) = 3 M Pi(t)
=1

pour certains polynomes P; de degré < m; (pour tout i).

Remarque : On peut déterminer les P; en fonction des valeurs y(0), ..., y®~1(0).

Démonstration : =: On pose Y (t) := € CP pour tout t.

Alors :

oll A est la matrice
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Remarquons que x(X) = xa(X) = ma(X).
On a donc

Y(t) = exp(tA)Y(0)

avec !
m;— 1 tk

thi
exp(tA) : Ze (Zk'A AI))
ou les m; sont les projecteurs spectraux associés aux \;.
Or y(t) est le premier coefficient de Y (¢) donc :
mlfl tk’

Zle*tz (A= XL (Y (0))),

=:P¢(t)

<: Il suffit de vérifier que y : t — e*!'Pi(t) est solution de (E) pour
tout polynome de degré < m;. Or pour une telle fonction y, on a (en posant
ap:=1):

p k k ) )
Vt € IR,, y(p) (t) + aly(pfl) (t) + ...+ apy(t) — Z ak Z (]) )\?*]ekitpi(ﬂ)@)
k=0  j=0

Zp A tP(j)< ) Ep: k! k—j
=0 k=j * (k=)

j<my




Chapitre 9

Groupe orthogonal

9.1 Matrices orthogonales

Définition 58 Une matrice A est orthogonale si tAA = I,.

EXEMPLE :

sont orthogonales.
Remarque : A orthogonale < A inversible et A7 ='A & A'A = 1I,.
Remarque : Si A est orthogonale, alors (dét A)? = dét (fAA) = 1 donc
dét A = +1.

Définition 59 On note O, (R) l’ensemble des matrices n x n réelles ortho-
gonales et SO,(R) Uensemble des matrices n x n réelles orthogonales de
déterminant 1. Les éléments de SO, (R) sont les rotations de R".

Remarque : I, € O,(R),"A € O,(R), A~ € O,(R) A, B € O,(R), AB €
O,(R) donc O, (R) est un sous-groupe de GL,(R). De méme SO, (R) est un
sous-groupe de GL,(R).

9.2 Produit scalaire
Définition 60 Le produit scalaire standard sur R™ est ’application :

R"xR" - R (X,Y) XY

143



144 CHAPITRE 9. GROUPE ORTHOGONAL

L1 Y1
(si X =] etY =1 |, alors (X,)Y)=x1y1 + ... + TYn).
Tn Yn
Propriétés :
"z,y,2 € R", (2, + 2) = (z,9) + (z,2)
Ya,y,2 € R, (z+y,2) = (r,2) + (y,2)
Y,y € R", "t € R, (,ty) = (tr,y) = t(z,y)
Yr,y € R, (1,y) = (y,2)
Ve € R™, (z,2) > 0et (z,2) =02 =0 .
Définition 61 On pose pour tout x € R", ||z|| = \/(z, x).

Nouwelle caractérisation de la transposée
Proposition 9.2.1 Pour tous X,Y € R", pour toute matrice réelle A €
My (R), on :
(AX)Y) = (X'AY) .

Démonstration : Evident ! qg.e.d.

Proposition 9.2.2 Soit A € .#,(R). Alors sont équivalentes :
i) A est orthogonale ;
i) "X € R", ||AX]| = ||X]| ;
iii) YX,Y € R", (AX, AY) = (X,Y).
Démonstration : ) = it) : Si A est orthogonale et si X € R", alors :
JAX|[? = (AX, AX) = (X, "4AX) = (X, X) |
11) = 441) : si "X € R, ||AX]|| = ||X]|, alors pour tout X,Y € R" :
IAX +Y)|I* = |IX + Y|

& (AX + AY,AX + AY) = (X + Y, X + V)
& (AX, AX) + 2(AX, AY) + (AY, AY) = (X, X) + 2(X,Y) + (Y, Y)
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& (AX,AY) = (X,Y) .
1) = 1) :
On a:
X, Y € R", (AX,AY) = (X,Y)
< 7'X,)Y e R", (AAX,Y) = (X,Y)
"X, Y e R", {AAX — X,Y) =0
en particulier si Y ='4AAX — X, on trouve :

IFAAX — X||?

donc 'AAX = X pour tout X € R" d’ou ‘AA = I,.

9.3 Reéflexions orthogonales

Définition 62 Une réflexion orthogonale est une matrice R € #,(R) telle
que :
R ="R,i)R* = 1I,, ,iii)dimker(R—I,) =n —1 .

En particulier, les réflexions orthogonales sont des matrices orthogonales.
1 0

EXEMPLE : R = .
0 -1

U1
Définition 63 Soitv=| : | € R" tel que ||v|| =1. On définit :
Un

G(v1, ..., Uy) ::( V;V; ) € M,(R)

1<i,j<n

et :
R, =1, —2G(vy1,...,v,) .

Proposition 9.3.1 La matrice R, est une réflexion orthogonale et :

VX €R™, Ry(X) =X —2(v, X)v .
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Démonstration :Si G = [G(vy, ...,v,) avec vy, ..., v, € R tels que vy ... +
v2 =1, alors : G = G et 'G = G. Donc R, est orthogonale car 'R, = R,,

n

R} =1,— 4G +4G?* = I, et R, — I,, = —2G qui est une matrice de rang 1
donc de noyau de dimension n — 1.

I U1

Deplus,si X = | * [etsi R(X)=]| & |[,alors:
T Yn
Y = x; — 2 Zvivja:j =z; — 2(v, X)v;
j=1

pour tout 1 <i<mdou:R,—X)=X —2(v, X)v.

q.e.d.
Lemme 9.3.2 Soient z,2" € R™ tels que ||z|| = ||2'|| = 1. Alors il existe
R € O,(R) tel que Rx = 2.
Démonstration : Si x # ', il suffit de prendre R = R, ou v := Hﬁ:ii\\'
q.e.d.
9.4 Reéduction des matrices orthogonales
9.4.1 O2(R)
cos
Soit # € R. On notera Ay := R la droite du plan R? passant
sin 6

par 0 et qui fait un angle 8 avec « I’axe des abscisses » .

Exercice 57 Vérifier que les matrices

cost —sint cost sint
Pt = et Rt =
sint cost sint —cost

sont orthogonales. Ce sont respectivement la matrice de la rotation (de centre
0) et d’angle t et la matrice de la réflexion orthogonale par rapport a l'axe
A%. Remarquer que dét p, = —dét Ry = 1.
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Nous allons voir que ce sont les seules matrices orthogonales 2 x 2.

Proposition 9.4.1
cost —sint cost sint
05(R) = cteRU teR
sint cost sint —cost

cost —sint

SOy (R) = cteR
sint cost
Démonstration :
a2+ =1
a b
€eO(R)e < ab+cd=0
c d
V+d*=1
a
donc il existe € € R tel que a = cos#, ¢ = sinf. De plus =ad — bc :
c
e = +1.
On a donc :

cosfd — sin b = ¢
sin 6d + cos b = 0

d=¢ecosf
=

b= —esinf

g.e.d.

Exercice 58
"t,t' € R, ppr = prav , RuRy = pa—y

Exercice 59 En déduire que O3(R) est engendré par les réflexions orthogo-
nales.
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Exercice 60 On a un isomorphisme de groupes :
St — SO,(R)

et s p,

en particulier, SOo(R) est commutatif!

Remarque : Pour une rotation r € SO3(R), r = p; = trr = 2cost.

Exercice 61 Pour toutt, Ry = Py p_t.

9.4.2 O3(R)

Théoréme 9.4.2 Soit A € O3(R). Il existe e = 1, t € R et P € O3(R)
tels que :

€ 0 0
A=P| 0 cost —sint | P!

0 sint cost

trA—l)‘

(remarque : alors € = dét A et cos ) = ¥4

Démonstration : Supposons que dét A = 1. Comme le polynéme carac-
téristique de A est réell de degré 3, il admet 3racines réelles A1, Ag, A3 ou une
racine réelle A et deux racines complexes conjuguées p, fi. Dans le prmier cas
MAoA3 = 1 et dans le second : Au|*> = 1. Dans les deux cas, A admet au
moins une valeur propre réelle A > 0. Il existe alors v € R? de norme 1 tel
que : Av = Av.Comme ||Av|| = ||v]||, on a :

Mol =A =1

donc 1 est valeur propre de A.
1

Il existe P € O3(R) tel que P | 0 | = v. Mais alors :
0

Av=v
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0 0

1 1
P'AP|l o |l =1 0

0 0

Posons B := P71 AP. La matrice B est orthogonale car P et A le sont et
comme

B est de la forme :

)
o
S

b
Donc:tBBlgéaﬁOet(a )GSOQ(R) (car dét B = 1).
c d

Or, on a déja vu que :

cost —sint
SOQ(R) = teR .
sint cost

Si dét A = —1, on est ramené au cas précédent avec —A a la place de A.

q.e.d.

Définition 64 Soit I3 # A € SO5(R). On appelle axe de la rotation A la
droite : ker(A — I3) (c’est bien une droite (exo) ).
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Exercice 62 Soient t,t' € R. Sl existe P € O3(R) tel que :

1 0 0 1 0 0
0 cost —sint |=P| 0 cost' —sint' | P
0 sint cost 0 sint’ cost

alors t = +t' mod 27 (indication : calculer la trace ).
« Réciproquement » :

1 0 0 1 0 0
0 cost —sint | =P | 0 cos(—t) —sin(—t) [P
0 sint cost 0 sin(—t) cos(—t)

1 0 0
awec P=10 1 0

0 0 -1

9.4.3 Cas général

Théoréme 9.4.3 Soit A € O,(R). Alors il existe une matrice orthogonale
P telle que :
A=PRP!

ot R est de la forme :

P06, 7

Po,

. cosf; —sinb;
ol py, = .
sinf; cos;
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Remarque : Si le nombre de —1 dans la matrice réduite est impair,
dét A= —1, dét A = 1 sinon.

1 0
Cas oum =2,3:8in=2 A=pgou A=P P~ pour une
0 —1
certaine matrice orthogonale P.
Sin =3, alors :

€ 0 0
A=P| 0 cos® —sing |P*

0 sinf cosé
pour une certaine matrice orthogonale P et ¢ = +1.
Démonstration : On raisonne par récurrence sur n. Notons ey, ...,e, la
base canonique de R™. Soit A € O,(R). Soit A € C une valeur propre de A.

Si A € R, alors A\ = £1. Soit v un vecteur propre de norme 1 associé. Soit
P € O,(R) tel que Pe; = v. Alors :

P_IAPel = €1

donc P~1AP est orthogonale de la forme :

1 0 .. 0
0 b171
0 bn—l,n—l

ou la matrice (b;j)1<ij<n—1 € On—1(R). Il suffit d’appliquer 'hypothése de
récurrence a cette matrice.

Supposons maintenant que A n’a pas de valeur propre réelle. Soit A :=
a + ib € C une valeur propre complexe (non réelle). Soit Z € C" un vecteur
propre de A associé. Il existe X,Y € R" tels que Z = X + Y. Alors :

AX =aX —bY et AY =bX +aY
Comme A est orthogonale, on a aussi :
(AX,AX) = (X, X) = (a* = D)||X|]* + V*||Y|]* — 2ab{X,Y) =0

(AY,AY) = (YY) = (o = D|[Y|]* + b*[| X[]* + 2ab(X,Y) = 0
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(AX,AY) = (X,Y) = (a®* = b* = 1)(X,Y) + ab|| X]|]* — ab|[Y]|]* =0 .
On en déduit : a® +b*> =1 et :

b a
XY - Y 2 2 - _ 2 2
(XYY = (I = 1) = S I 11X
Do :si|[Y]]? # || X|]?: 20 = —2a? et a = b = 0 absurde donc ||Y]|> = || X||?
et (X,Y) =0.
On peut supposer que || X|| = ||Y|| = 1. Soit Ry € O,(R) tel que R X =

e1. On pose :
]n si R1Y = €2
R2 =

R eg—R1Y si R1Y 7é €o .

llea=R1 Yl

Comme (RY,e1) = (RY,R1X) = (Y,X) =0, 0on a RoR1 X = e;. On a
aussi, oY = eo.
Donc (RQRl)_lARQRl est une matrice orthogonale de la forme :

U v
0 Z
oul e %2(1&), Z e //n_Q(R), Ve ,//2771_2(1&).
Comme (RyR;) ARy Ry est orthogonale, on a :

UeOyR),Z €O, »R),VU=0=V=0.

Il reste a appliquer I’hypothése de récurrence a Z.
g.e.d.

9.5 Les quaternions

Rappelons que :

(22 Jemf e (3]
C~ e MHrR)p a+ib—
b a b a

Sur le méme modéle, on peut construire I’algebre des quaternions a partir
de C.
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9.5.1 Définitions
Définition 65 Soit

a b
H:= B S ./ZQ(C)
-b a
EXEMPLE : Par exemple :
1 0 0 1 0 1
1:=105L,1:= , J = , K = cH.
0 — -1 0 0

Proposition 9.5.1 H est une sous-R—algébre de #5(C) i.e. : [ € H et H
est stable par addition, par multiplication par un scalaire réel et par multipli-
cation.

Démonstration : Pour la stabilité par multiplication, on vérifie que :

a b a b aa’ — b0 al +a'b

-b a T —all +d’b aa’ — bl

Exercice 63 Vérifier que
H=R1®&RI&RJSRK .
Table de mulitplications :
P=J]F=K=-1
IJ=—JI=K,JK=-KJ=I1,KI=—-IK=J

IJK = —1
(exo)
U1
Remarque : Sise€ R, 0= | u, | € R?, alors on pose :
U3

[s,0] == s+ v ] +voJ +vsK € H .
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On a alors pour s,t € R, ¥, W € R? :

—] — — — — — —»]

[s, ¥][t, W] = [st — VAU, t0 + s + T AW

Définition 66 On appelle quaternions purs les quaternions de la forme :
xl+yJ+ 2K, r,y,2 € R
et on note H' les sous-espace des quaternions purs.
On identifiera R avec RI; C H.
Exercice 64 Pour tout q € H :
¢ceRe P eRy
geH ¢ eR_

a

Remarque : Pour tout g = € H, détq = |a|* + |b]*. Donc,

-b a
q # 0 = ¢ inversible dans .#5(C).
Proposition 9.5.2 L’algébre H est une algébre a division i.e. tout ¢ € H
non nul est inversible dans H. De plus, le centre de H, c-a-d [’ensemble des
x € H tels que xq = qx pour tout ¢ € H, est R.

a b
Démonstration : Soit 0 # q = B € H. Alors,
b

B 1 a —b
laP+ 102\ 5 @

q—l

Soit x = a+ bl + ¢J + dK € H, alors si x est dans le centre de H, on a
en particulier :

el =Izeta] =Jx
=b=c=d=0.

La réciproque est clair : si z € R, alors V¢ € H, 2q = qx. qg.e.d.

Remarque : Dans I, I’équation X2+1 a une infinité de solutions, parmi
lesquelles : I, J, K.

Exercice 65 Veérifier que Qg := {+1;,+I,+J, =K} est un sous-groupe de
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9.5.2 Norme

Pour tout ¢ € H, on pose :

)
I
T

Propriétés :

g2 € H, (@2)" = 634
‘g€ H, q¢" = q"q = dét (q) > € Ry o
Ya,b,c,d € R, (a4 bl +cJ +dK)* =a—bl —cJ — dK .
Définition 67 On pose pour tout ¢ € H, ||q|| := /qq*.

Proposition 9.5.3 L’application :

1. .
HxH— Ry (¢,¢) — (¢,¢) = §(qq’ +4d'q")

est un produit scalaire.

Démonstration :Sig=a+bl +cJ+dK, ¢ =d +VI1+J+ dK avec
a,a’ bt e, d,d, alors : (q,q') = aa’ + bb' + ¢’ + dd'; c’est la formule du
produit scalaire standard sur R*. g.e.d.

On remarque :
Yq,q" € I, llad|| = [lallll¢'ll
donc :

G:=85:=5U,:={qcH: ||q| =1}

est un sous-groupe de H \ {0}.
Ce groupe joue vis-a-vis des rotations de SO3(R) le méme role que le
groupe S' vis-a-vis de SO»(R).

9.5.3 Lien avec les rotations
Pour tout 0 # ¢ € H, on pose :
Sq - H — 'y~ sq(y) = quil

(vérifier que si y € H', s,(y) € H').

Pour tout 0 # ¢ € H, on notera S, la matrice de s, dans la base I, J, K
de H'.

Remarque : La base I, .J, K de H’ est orthonormale.



156 CHAPITRE 9. GROUPE ORTHOGONAL
Lemme 9.5.4 Sis =511+ syJ + s3K € H', avec 51,585,835 € R et 87 + 82+
s3 =1, alors il existe g € S® tel que :
s¢(I) =5 .
Démonstration : 11 existe a, 8 € R tels que :
S1 = cosq, Sy =sinacos 3, s3 =sinasinf .
On pose alors :
g = cosél +siné cosnJ + sin € sinnkK

ot § := —5,n= L. Onabien : 5,(I) = s. g.e.d.

Théoréme 9.5.5 Pour tout q € S, S, € SO3(R). De plus lapplication :
S? — SO3(R) g+ S,

est un morphisme surjectif de groupes de noyau : +1 ie. :
Yq,qd € S® Syy = S,Sy

Sq:quﬁq'::I:q
et toute rotation R € SO3(R) est de la forme R = S, pour un certain q € S>.

Démonstration : On a bien un morphisme de groupes :
Soient ¢, q € S3. Alors :

1

Yy € T, 5480 (y) = qq'yd " a7 = (q0)y(ad) ™" = 540 (y) -

Donc 545, = 84 d'01 1 S;Sy = Syy-
On arrive bien dans O3(R) ...
De plus :

Yy e W, [Isq()l| = llaya™ 11 = llallllylllla~"1] = Iyl

donc S, € O3(R) pour tout g € S>.
... plus précisément dans SO3(R) :
Nous allons voir que les S, sont en fait des rotations.
On commence par un cas particulier :
Siqg=a+bl €53 avecb> 0, alors on peut trouver § € R tel que :
0

0 t b = si
a=cos—etbhb=sin— .
2 2
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On vérifie alors que :

1 0 0
Sg=1 0 cosf —sinf | € SO3(R) .
0 sinf cosé
Si q est quelconque ...

Alors : g =a+poupe H.On aalors: 1 =a®+ ||p||%. Sip =0, alors

Sq = I3 € SO3. Sinon, ﬁ € I’ et d’aprés le lemme, il existe g € S tel que :

|Ipl]
On a alors :
sg(a+|lpll1) = ¢
(exo) .
Soit r :=a+ ||p||I. On a donc : grg—! = q d’ou :
Sy = 5,5,5;"

or S, € SOs(R) d’apres la premiére partie de la démonstration donc S, €
SO3(R) (car de déterminant 1).
Il reste a montrer la surjectivité :

Soit R € SO3(R). 1l existe un vecteur propre v := | ¢, | € R? de poids

U3
1 de R.D’apreés le lemme, il existe g € S® tel que : s,(1) = v1] + voJ + v3K.
Mais alors :

1 1
SfR%( 0 )z 0
0 0

Donc, comme S; ' RS, € SO5(R), on a :

1 0 0
Sg_lRng 0 cosf —sind

0 sinf cosf
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pour un certain # € R. Donc si on pose :

roi= cos§+sm§I
on a:
Sg_lRSg :ST@)R:SQSTS;I
S R=S

grg~!
d’ou la surjectivité.
Pour finir le noyau est {£1} :
Si S, = I3 alors :
yeH, s(y) =y
syelH, qui ' =yequ=yq
"y eH, qu=yq
SqelR.

Siqe S3 alors ||q]| = ¢l = 1= q = =+1.
g.e.d.

Exercice 66 Soit ¢ € S*. Si ¢ = +1, alors S; = I3. Sinon, ¢ = a + p avec
a€R,0#£peH eta®+|p||> =1. Mais alors il existe 0 € R tel que :

7 .0
a = cos g et [|p|| = sin = .

2
p1
Posons aussi p := | py | sip = pil +pyJ + psK. Avec ces notations, S,
p3

est la rotation d’axe Rp et d’angle 6.



Chapitre 10

Invariants de similitude

10.1 Matrices a coefficients polynomiaux

Lemme 10.1.1 Soit A € #,(K[X]). La matrice A est inversible dans #,,(IK[X])
st et seulement si dét A est une constante non nulle. Autrement dit :

GL,(K[X]) ={A € #,(K[X]) : dét A e K"} .
Démonstration : Si AB = I,, pour une matrice B € .4, (K[X]), alors :
dét Adét B =1

donc dét A est un polyndme inversible. Donc dét A € K \ {0}. Reéciproque-
ment, si dét A € K \ {0}, alors :

A= LAy e KX .

Cdét A

q.e.d.

Définition 68 On notera pour toute matrice non nulle A € #,(K[X])
di(A) := le pged unitaire des coefficients de A

c’est le polynome unitaire de degré maximal qui divise tous les coefficients
de A.

Proposition 10.1.2 Si P,Q € #,(K[X]) sont des matrices inversibles
(c-a-d dont le déterminant est une constante non nulle), alors d(PAQ) =
di (A).

159
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Démonstration : Notons ¢; ; les coefficients de PAQ). Alors :

n
Yig, ey =Y PirAriQuy

k=1

donc d;(A) divise ¢; ; pour tous ¢, j. Donc d;(A) divise d;(PAQ). De méme
di(PAQ) divise di(A) = dy (P71 (PAQ)Q ™). Ainsi, di(A) = d;(PAQ). g.e.d.

10.1.1 Matrices élémentaires

Ce sont les matrices de 'une des formes suivantes :
T; ;(A) «la matrice I,, a laquelle on a ajouté un polynéme A\ € K[X] en
position ¢, 7 »

1 .. AX)

1

— Y; «la matrice obtenue & partir de I,, en permutant les colonnes 7 et

14+ 1»:
1Y—lfois

1

1
Yfl fois

1

— D;(«) «la matrice obtenue a partir de I,, en remplagant le iéme coef-
ficient diagonal par a € [K* :

1
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Remarque : Ces matrices sont toutes inversibles dans ., (K[X]).

10.2 Reéduction des matrices a coefficients po-
lynomiaux

Définition 69 Soient A, B € #,(K[X]). On dira que A est équivalente a
B, notation : A ~ B s’il existe P,Q € GL,(K[X]) telles que : A = PBQ.

Exercice 67 (’est une relation d’équivalence i.e. :
VA, B,C € M,(K[X]), A~ A;

A~B=B~A;
A~B~C=A~C .

Lemme 10.2.1 Soit A € #,(K[X]) une matrice non nulle. Alors, A est
équivalente a une matrice de la forme :

di(A) 0 0
0

0
pour une certaine matrice A’ € M, _1(K[X]).
Démonstration : On utilise la multiplication a gauche et a droite par

des matrices élémentaires. Dans le tableau suivant, on rappelle 'effet de la
multiplication d’une matrice A par les matrices élémentaires :

Matrices élémentaires effet de la multiplication a gauche effet de la multiplication a droite
E EA AFE
T;,5(N) « ajoute Ax la ligne 7 a la ligne j » « ajoute AX la colonne 7 a la colonne j »
D;(a) « multiplie la ligne 7 par a » « multiplie la colonne ¢ par a »
¥ « échange les lignes i et ¢ + 1 » « échange les colonnes i et i + 1 »

Soit d le degré minimal d’un coefficient non nul b; ; d’'une matrice B
équivalente & A. Quitte a permuter des lignes ou des colonnes de B, on peut
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supposer que by ; est de degré d. Soit 2 < j < n, la division euclidienne de
by ; par by donne :
bij=qbi1+71;
ot degr; ; < degb; . Donc en retranchant ¢x la colonne 1 a la colonne j de
B on obtient une matrice équivalente & B donc & A dont la premiére ligne
est de la forme :
bl,l---rl,j---

Siry; # 0, on a contredit la minimalité de d. Donc r;; = 0 et by, divise
by ;. En raisonnant comme cela avec tous les colonnes 2 < j < n et de méme
avec toutes les lignes 2 < 7 < n, on s’apercgoit que l'on peut supposer que
les coefficients by ; et b;; sont nuls si 2 <4, j < n. Soit b;; un coefficient de
B avec 1,7 > 2. En ajoutant la ligne ¢ a la ligne 1, on trouve une matrice
équivalente & A dont la premiére ligne comprend les termes :

b1 1~-~bi,j---

)

On a alors vu que by ; divise b, ;.
On a donc montré que A est équivalente a une matrice B de la forme :

bii 0 0
0

0

ol by 1 divise tous les coefficients de la matrice A’ et ot 'on peut supposer que
b1 est unitaire (quitte a multiplier la ligne 1 par un coefficient constant non
nul) . Mais alors d;(B) = by ;. Et comme A est équivalente & B, di(A) = by ;.

g.e.d.

EXEMPLE :

X “1)ooe [ LX) o 1 X
0 X X 0 ~X 0

Lo+ Lo+ X1 ]‘ X Co<+—Co—XCq ]‘ 0
~

2
~

0 X2 0 X2
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Théoréme 10.2.2 Soit A € 4, (K[X]). Alors, il existe r > 0 et une suite
Py, ..., P, de polynomes unitaires dans K[X] tels que :

i) Pi|Py|...|P,

P

0

(«| » signifie divise). De plus, si s > 0 et une suite Q1, ..., Qs de polynomes
unitaires vérifient aussi i)etit), alors : s =1 et Q; = P; pour tout 1 < i <r.

Démonstration : Pour l'existence des Py, ..., P,, il suffit de raisonner par
récurrence sur n, la taille de la matrice A, et d’utiliser le lemme 10.2.1.

Pour I'unicité, on peut aussi raisonner par récurrence sur n.

Siona:

Py @

0 0

et Pi|...|P, Q1]...]Qs alors on peut supposer A # 0 et on a forcément P, =
Q1 = d1(A). Mais alors :

P Py
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entraine

Py Q2

(exo) g.e.d.

Remarque : Sidét A =#£0, alorsr=net dét A = P,...P,.

Définition 70 Les P; différents de 1 sont appelés les diviseurs élémentaires
de A. Si A € #,(K), les diviseurs élémentaires de X1, — A sont appelés les
invariants de similitude de A.

Exercice 68 Si A, B € #,(K) sont semblables, alors A et B ont les mémes
mvariants de similitude. Pour la réciproque, cf. la section suivante.

10.3 Invariants de similitude

Quels sont les invariants de similitude d’une matrice compagnon ?

Lemme 10.3.1 Soient P(X) := X"+ a; X" '+ ...+ a, € K[X] et

0 0 —c,
1\
Cp:=10 € M,(K)
N\
0—0 1 —c

la matrice compagnon associée. Alors la matrice Cp a un seul invariant de
similitude : le polynome P(X).
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Démonstration :

-1 \
Li+Li+XLo+..+X" 1L,
Il

L1<—>Ln
~

q.e.d.

Lemme 10.3.2 Soient A, B € #,,(K). alors :

XI,— A~ XI, — B & A est semblable a B.

Démonstration : Démontrons le sens difficile : = : on suppose qu’il existe

P,Q € GL,(K[X]) telles que :

XI,— A= P(XI, - B)Q .
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Il existe deux matrices Py, Py € M#,,(K) telles que P = (X1, — A)P,+ F.
En effet, comme X1, — A et A commutent, on a pour tout k > 1 :

XL, = (X1, — A) + A)* = (X1, — AR, + A*

pour une certaine matrice R, € #,(K[X])T . Or, P = X™C,, + ... + Cy
pour certaines matrices Cy, ...,C,, € #,(K) (on a simplement décomposé
les coefficients en somme de monoémes et regroupé les monémes par degrés).
Donc :

P=(XI,-—A)(Rn+ ..+ R)+A"Cpr, + ...+ Cp) .

=P =P

De méme, il existe Qg, Q1 € A, (K[X]) telles que Q = Q1(XI,,— A)+ Q.

Mais alors :
XI,— A= (XL, — AP, + Po)(X L, — B)(Qs(X L, — A) + Qo)

= PO(XIn - B)QO + (X[n - A)Pl(X[n - B)Ql(XIn - A)
+PO(XI7'L - B)Q1<XITZ - A) + (Xln - A)PI(XIn - B)QO .
Or :

Ro(XIL, — BYQu(X L, — A) = (P — (X1, — A)P)(XI, — B)Q:(X 1, — A)

= (X1, — 4) ( Q7'Q, — P(XI, — B)@Q, ) (XI, — A)

car P(XI,— B) = (XI,— A)Q .
De méme :

(XL~ PUX1,=B)Qo = (XI,=A) ( PPT'=P(X1,=B)Q1 ) (X1,-A)
On a donc montré que :
X1, — A= PF(XI,—B)Qo+ (XI,—A)S(XI, - A)

ou :
S:=Q'Q,— P(XI,—B)Q,+ PP c #,(KX]) .

Finalement, on a obtenu :

XI, — A= Py(XI, — B)Qo = (XI, — A)S(XI, — A) .

1. il suffit de prendre Ry, = Z;:é (’;) (X1, — A)F=i=1 47,
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Si S # 0, le terme de droite est de degré au moins 2 alors que le terme de

gauche est toujours de degré < 1 : contradiction !
Donc S =0et :
X1, — A= PFy(XI, - B)Qo

avec Py, Qo € #,(K). Enfin, on conclut :
X]n—A:PQ(X]N—B)Q(){:?XIn—A:XP()QQ—PQBQQ

@PoQOZInGtA:P(]BQO
= P, inversible et A = POBPO_1 .

q.e.d.
Voici le théoréme principal du chapitre (et méme du cours) :

Théoréme 10.3.3 Soit A € #,,(K). [l existel <r <mnetPy,..., P. € K[X]
des polynomes unitaires tels que :

1

i) XI,— A~

P,

De plus, A est semblable a la matrice diagonale par blocs :

Cp,

Cp,

T

ot les Cp, sont les matrices compagnons associées aux polynomes P;. En
particulier :

Xa(X) = P...P, et P, est le polynome minimal de A.

Corollaire 10.3.3.1 Si A, B € #,(K) ont les mémes invariants de simili-
tude alors A et B sont semblables.
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Démonstration : A et B sont semblables a la méme matrice diagonale
par blocs « compagnons » d’aprés le théoréme. q.e.d.

Démonstration du théoréme principal : Soient P, ..., P, les invariants de
similitude de A. Alors i) et i7) sont vérifiées.En particulier :

XI,—-A=P Q
Py

B,

pour certaines matrices P, Q) € GL,(IK[X]). En prenant le déterminant, on
trouve :
xa(X) =dét P(Py...P,)dét Q
= xA(X) =cP,...P,

ou ¢ := dét Pdét ) € K*. Comme x4(X) et P;...P. sont unitaires, ¢ = 1.
En particulier, degxa(X) = n = deg P, + ... + deg P.. Donc dans la

1

matrice , le nombre de « 1 » sur la diagonal est :

P,
n—r=(degP —1)+..+(degP, — 1) .
On en déduit que :

Cp,

€ M,(K)

T
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et que :
1 \
1
C1P1 Pl
CPT. 1 \\
1
P,
1
1
~ ~XI,—A .
P
P,
Cp,
On applique alors le lemme 10.3.2 aux matrices A et
Chp,
Il reste & montrer que P, est le polynéme minimal de A. Il suffit de
Cp,
vérifier que P, est le polynome minimal de € := . Or, un
Chp,
polynéme p(X) annule € si et seulement si p(Cp,) = ... = p(Cp,) = 0 i.e.

P;|p(X) pour tout i (car Cp, a pour polyndéme minimal F;). Donc :
p(€) =0 Blp(X) .

Ainsi, €, et donc A, ont pour polynéme minimal P,. q.e.d.
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10.4 Endomorphismes cycliques

Soit E un IK—espace vectoriel de dimension finie.

Soit u un endomorphisme de E.

Les facteurs invariants P, ..., P, de la matrice de u dans une base de F
ne dépendent pas de la base choisie; on les appellera les facteurs invariants
de u.

Pour tout x de E, on note :

E, = (z,u(z),..,u"(x),..) .

Remarque : E, = {P(u)(z) : P(X) e K[X]}.

Le sous-espace E, est stable par u. De plus si P(X) € K[X] est un
polynéme annulateur de u (par exemple le polynéme minimal de ), alors E,
est engendré par les vecteurs z, ..., u? () ot d est le degré de P(X) (ezo) .

Définition 71 On dit que u est un endomorphisme cyclique s’il existe v € E
tel que £, = E.

Proposition 10.4.1 Soit u un endomorphisme de E de polynéme minimal
mu(X).

L’endomorphisme u est cyclique si et seulement si degm, = dim E (i.e.
mu(X) = xu(X) le polynome caractéristique de w.

Démonstration : Soit d := degm,(X). Soit n := dim E. Si E, = FE, alors
il existe k < d tel que x, ..., u* () forment une base de E,. On a donc :

k=dmkE,=dmFE =n<d

Donc deg x,(X) < degm,(X). Or, m,(X) divise x,(X) et les deux sont
unitaires donc : x, = Mmy,.

Pour la réciproque on utilise les facteurs invariants P, ..., P, de u. On
a P|..|P, P..P. = xu(X) et P, = myu(X). Si my(X) = xu(X), alors
r =1 et il existe une base ey, ..., e, de E ou la matrice de u est une matrice
compagnon : Cp,.

On a alors :

u(e;) = eip1

sil<i<mn.Donc:
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et u est cyclique.
g.e.d.

Remarque : si u est cyclique et si F = E,, alors pour tout P € K[X], on

P(u)(x) =0 < P(u) =0 < m,(X)|P(X) .
En effet, si P(u)(x) = 0, alors P(u)(u*(x)) = v*(P(u)(x)) = 0 pour tout k,
donc P(u) est nul sur E, = E.
En particulier, si F, = E, alors : z,u(z),...,u" '(x) est une base de E.
Voici une version du théoréme 10.3.3 pour les endomorphismes :

Théoréme 10.4.2 Siu est un endomorphisme de E, alors il existe une suite
de sous-espaces stables de E : E, ..., E, tels que :

i) E=F&..0F,;

i) pour tout 1 < i < r, la restriction u; ‘= u|g, est un endomorphisme
cyclique ;

iii) si pour tout i, P; est le polynome minimal de u;, alors Pi|...|P,.

De plus la suite Py, ..., P. ne dépend pas de la décomposition choisie. Ce
soont les facteurs invariants de .

Remarque : il existe une base ey, ..., e, de F ou la matrice de u est de la
forme :

Cp,

Ch

T

c’est la réduction de Frobenius.

Théoréme 10.4.3 (Frobenius) Soit u un endomorphisme de E. Notons
Py, ..., P, ses facteurs invariants. On note :

C(u) ={ve L) : w=vu}
l’espace des endomorphismes qui commutent a u. Alors :
dim €' (u) = (2r — 1)dy + (2r — 3)dy + ... + d,
ot d; := deg P; pour tout 1.

Démonstration : Soit E = F; & ... & E,. une décomposition comme dans
le théoreme 10.4.2. On n ote w; := u|g,. Pour tout © € E on pose f;(x la
composante de f(z) dans Ej :

flz) = fi(z) + ...+ fr(2)
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avec fij(x) € E; pour tout j. Alors f; : E — E;, v — f;(z) est linéaire.
Pour tous 1 < 4,5 < r, on pose :

fi7j = f]|E1 Ez — Ej .

L’application :
ZL(E) = ®<ij<rZ(E;, E))

est un isomorphisme (ezo) .
Pour tous 1 <4,5 < r, on pose

On a:
feCu) & fu=uf & 1<i<r "z cE;, fulx)uf(r)

N<i<rYze B, fu()+ ..+ fru(z) = ufi(z) + .. +ufo(z)
e1<i<r,"zeB;,"1<j<r, fiu(z) =uf;(z)

1<, j <7, fiui = ujf

E;
1<, j <, figui=uifi; -
Donc € (u) >~ @1<i i<, €t :
dm%€(u) = > dimE; .

1<i,j<r

Calculons dim € ; : soit x € E; tel que :

(en particulier, z, ..., u%~!(z) est une base de Ej).
Soit ¢ : 6;; — E;, F— F(z).
Alors ® est injective :
en effet, si F' € €;; et si ®(F) = 0, alors F'(z) = 0 et pour tout k > 0,
ona:
Fuf(z) =ufF(z) =0

donc F' est nul sur F; i.e. F'=0.
On a Im ® = ker P;(u;) C Ej;.
En effet, si F' € €, alors :

Bi(u;)(F(z)) = (Bi(wy) F) ()
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= (FPi(us))(x)
=0.

Donc F(z) € ker P;(u;) pour tout F' € %; ;. ainsi : Im & C ker P;(u;).
Pour l'inclusion réciproque, soit y € ker P;(u;). On pose alors :

F(Q(ui)(w)) = Q(u;)(y)

pour tout polynome (). L’application F': E; — E; est bien définie en effet :
si Q1, Q9 € K[X] sont des polynémes tels que Q1 (u;)(x) = Qa(u;)(x), alors

(Q1 — Q2)(ui)(2) = 0= P;|Q1 —
(car P, est le polynéme minimal de ;)
= (Q1— Q2)(uy)(y) =0
(car y € ker(Fi(uy)))
= Q1(uy)(y) = Q2(uy)(y) -
L’application est linéaire et on a : Fu;(x) = u;(y) et F(z) =y donc :
Fus(z) = w F()

:>FU,L:’LL]F

sur Fj;.
Ainsi, F € 6, j et O(F) = F(x
On a donc dim %; ; = dim ker

Nous allons montrer que :

)
P (uy).

' disii<j
dimker P;(u;) =
d;sii> j

Sii > j, alors P;|P; donc P;(u;) = 0 et ker Pj(u;) = ker0 = E;. Donc
dimker P;(u;) = dim E; = d;.
Sii < j, alors Pj|P;. Soit @ € K[X] tel que P,Q = P;.
Soit S € K[X]. On a: S(u;)(x) € E; et :
S(uy) @) € ker Pi(u;) > Pi(uy)S(u;)(x) = 0
& Pj|P,S
& PQIPS
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< QS .
Donc :
ker Bi(u;) = {S(u;)(x) = Q|S}
= {(@51)(u;)(x) - Sy € KX}
= (QUuy)(uj(x)) + k>0)
= (Qu)(uf(x)) : 0<k <di—1)
(exo) .

Or les vecteurs Q(u;)(uf(z)) : 0 < k < d; — 1 sont indépendants donc
dim ker P;(u;) = d;.
En conclusion, on a :

dm%(u) = > dim%;

1<ij<r

= 2 dit D di+ ) d;

1<i<j<r 1<j<i<r 1<i<r

1<i<j<r 1<i<r

1<i<r 1<i<r

= > (2r—2i+1)d; .

1<i<r

qg.e.d.

Remarques :
— si u = AMldg, alors r = n et les facteurs invariants de v sont P, = ... =
P. = (X — \) et on retrouve que :

dim € (u) = Y (2n—2i—1)

1<i<r
=2n—-1+2n-3+..+1
=n?=dim.Z(E) .
D’ou €' (u) = Z(F).

— si u est cyclique, alors : r =1 et P, = x,(X) donc :

dim € (u) =n .
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On en déduit dans ce cas que :
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