Planche n° 1. Algébre linéaire I

* tros facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile  ***** trés difficile
I : Incontournable

Exercice n°1 (** I)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que : [(FU G sous-espace de E) & (FC G ou G C F)].

Exercice n° 2 (****)

Généralisation. Soient n un entier supérieur ou égal a 2 puis Fy, ... , F, n sous-espaces de E ou E est un espace vectoriel

sur un sous-corps K de C. Montrer que |(F; U...UF, sous-espace de E) & (il existe i € [1,n]/ U F; CFi)j.
jAL
Exercice n° 3 (** I)
E =K™ ou K est un sous-corps de C.
Soient F = {(x1,...,xn) € E/ x1 + ... + x5 = 0} et G = Vect ((1,...,1)). Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. Préciser le projeté d’un vecteur x de E sur F parallélement a G et sur G
parallélement & F.

Techniques de démonstration d’indépendance (du n°4 au n° 12).

Exercice n° 4 (**)

Les familles suivantes de R* sont-elles libres ou liées ? Fournir des relations de dépendance linéaire quand ces relations
existent.
1) 61)62)63) ou e = (3)0)]) 2), e = (])5)0)_]) et €3 = (7)5)2 ])

2) (e1,ez,e3,eq) oue; = (1,1,1,1), e (1,1,1,=1), e3 =(1,1,—=1,1) et e = (1,—1,1,1).
3) (er,ez2,e3,eq) ou &7 = (0,0,1,0), e2 = (0,0,0, ), e3 = (1,0,0,0) et e = (0,1,0,0).
4) (e1,e2,e3,eq4) ol €1 = (2,— ])3)]) =(1,1,1,1), e3 = (4,1,5,3) et e4 = (1,-2,2,0).

Exercice n° 5 (*¥**)
Montrer que (1,v/2,v/3) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
Exercice n° 6 (**)

Soit f(x) = In(1 + x) pour x réel positif. Soient f; = f, f; = fof et f3 = f o f o f. Etudier la liberté de (f1,f2,f3) dans
[0, 4-00[[%FooL,

Exercice n° 7 (**)

Soit fq(x) =[x — a] pour a et x réels. Etudier la liberté de la famille (fg)qcr.

Exercice n° 8 (**I)

On pose fq(x) = e™™ pour a et x réels. Etudier la liberté de la famille de fonctions (fq)qcr-
Exercice n° 9 (**)

Montrer que toute famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts est libre.
Montrer que toute famille de polynémes non nuls de valuations deux a deux distinctes est libre.

Exercice n° 10 (**I)
E =R, [X]. Pour 0 < k < n, on pose Py = X¥(1 —X)"*. Montrer que la famille (Px)o<k<n est une base de E.
Exercice n° 11 (**I) (Polyndémes d’interpolation de LAGRANGE)

Soient ayp,..., an N+ 1 nombres complexes deux & deux distincts et bg,..., by n 4+ 1 nombres complexes.

Montrer qu’il existe une unique famille de n + 1 polynoémes a coefficients complexes de degré n exactement vérifiant
V(i,j) € [0,n]?, Li(a;) = 1sii=j et O sinon.

Montrer que la farmlle (Li)ogign est une base de Cn[X].

Montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0,n], P(ai) = bi. Expliciter P
puis déterminer tous les polynémes vérifiant les égalités précédentes.
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Exercice n° 12 (*¥*)

1) Calculer pour p et q entiers naturels donnés les intégrales suivantes :

27 27 27
J(p,q):L cos(px) cos(qx) dx, K(p,q):L cos(px) sin(qx) dx et up,q):L sin(px) sin(qx) dx.

2) Montrer que la famille de fonctions (cos(px))pen U (sin(qx))qen+ est libre.
Exercice n° 13 (*¥**I)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie sur K.
Démontrer que dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G).

Exercice n° 14 (**)

Soient F, G et H trois sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie sur K.
Montrer que : dim(F+ G + H) < dimF 4+ dimG + dimH — dim(FN G) — dim(G N H) — dim(H N F) + dim(FN G N H).
Trouver un exemple ot 'inégalité est stricte.

Exercice n° 15 (***)

Soient Fq, Fa,..., Fy 1 sous-espaces vectoriels d’un espace E de dimension finie sur K (n > 2).
Montrer que dim(Fq + ... + F,,) < dimF; + ... + dimF,, avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Exercice n° 16 (**I)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 3. Montrer que l'intersection de n — 1 hyperplans de E est non nulle.

Exercice n° 17 (**)

Soient (X1, ..,Xy) une famille de n vecteurs de rang T et (X1, ..., X;n) une sous famille de rang s (m < n et s < r). Montrer
que s > v+ m—n. Cas d’égalité ?

Exercice n° 18 (**)

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soient f et g deux applications linéaires de E dans F. Montrer
que |rgf —rgg| < rg(f + g) < rgf +rgg.

Exercice n° 19 (*¥*)

Soient E, F et G, trois K-espaces vectoriels puis f € Z(E,F) et g € Z(F, G).
Montrer que rgf + rgg — dimF < rg(g o f) < Min{rgf, rgg}.

Exercice n° 20 (*¥**)

Soient E un espace de dimension finie et F et G deux sous-espaces de E. Condition nécessaire et suffisante sur F et G pour
qu’il existe un endomorphisme f de E tel que F = Kerf et G = Imf.

Exercice n° 21 (*¥**)

Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Montrer que : 1) (f non injective) & (f =0 ou f diviseur de zéro a gauche).
2) (f non surjective) & (f = 0 ou f diviseur de zéro a droite).

Exercice n° 22 (*** I)
Soient E un espace de dimension finie n non nulle et f un endomorphisme nilpotent de E. Montrer que f™ = 0.

Exercice n° 23 (*¥**I)

8§ 2 =2
Soient A € A3,2(R) et B € 4> 3(R) telles que AB = 2 5 4 . Justifier 'existence de A et B puis calculer BA.
-2 4 5

Exercice n° 24 (**I) (Noyaux itérés)

Soient E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour k € N, on pose Ny = Ker(f*) et I = Im(f*) puis
N = U NyetI= ﬂ Ix. (N est le nilespace de f et I le coeur de f)
keN keN
1) a) Mountrer que les suites (Ny)xen et (Ix)ken sont respectivement croissante et décroissante pour U'inclusion.
b) Montrer que N et I sont stables par f.
¢) Montrer que Vk € N, (N = Ny;1) = (Nyp1 = Nyy2).

2) On suppose de plus que dimE = n entier naturel non nul.
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a) Soit A ={k € N/ Ny =Ny 1} et B={k € N/ Ix = I}1}. Montrer qu’il existe un entier p < n

tel que A =B ={k € N/ k > p}.

b) Montrer que E =N, @ I,,.

c) Montrer que f,y est nilpotent et que f,; € GL(I).
3) Trouver des exemples ou a) A est vide et B est non vide b) A est non vide et B est vide ¢) (****) A et B sont vides.
4) Pour k € N, on pose dx = dim(Iy). Montrer que la suite (dx — di+1)xen est décroissante.
Exercice n° 25 (*¥**I)

Soit E un espace vectoriel non nul. Soit f un endomorphisme de E tel que pour tout vecteur x de E la famille (x, f(x)) soit
lice. Montrer que f est une homothétie.

Exercice n° 26 (***I)

Soit E un espace de dimension finie. Trouver les endomorphismes (resp. automorphismes) de E qui commutent avec tous
les endomorphismes (resp. automorphismes) de E.

Exercice n° 27 (**I)

Soient p et q deux projecteurs d'un C-espace vectoriel E.
Montrer que (p + q projecteur) & (poq=qop =0) & (Im(p) C Ker(q) et Im(q) C Ker(p)).
Dans le cas oul p + q est un projecteur, déterminer Ker(p + q) et Im(p + q).

Exercice n° 28 (**I)

Soit E un espace de dimension finie. Montrer que la trace d’un projecteur est son rang.

Exercice n° 29 (****)

Soient p1,..., pn N projecteurs d’un C-espace de dimension finie. Montrer que (p1+...+pn projecteur) & Vi #j, piop; = 0.
Exercice n° 30 (*¥**)

Soit E un C-espace de dimension finie n. Soient p1,..., pn N projecteurs non nuls de E tels que Vi # j, pi opj = 0.

1) Montrer que tous les p; sont de rang 1.
2) Soient (1,..., qn T projecteurs vérifiant les mémes égalités. Montrer qu’il existe un automorphisme f de E tel que
Vie [1,n], gt =fopiof .

Exercice n° 31 (*¥**)

Soit E un espace vectoriel. Soit G un sous-groupe fini de 4.2 (E) de cardinal n. Soit F un sous-espace de E stable par tous

1

1
les éléments de G et p un projecteur d’image F. Montrer que o Z gopog ' est un projecteur d’image F.

geag
Exercice n° 32 (***)

Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R) tel que Z Tr(M) = 0. Montrer que Z M =0.
MeG MeG

Exercice n° 33 (***) :
Soit G un sous-groupe de GL(E) avec dimE =n et cardG = p. Soit F ={x € E/ Vg € G, g(x) = x}.

1
Montrer que dim(F) = — Z Trg.
p geG

Exercice n° 34 (*¥**I)

Soient A1,..., A, p matrices distinctes et inversibles de M, (R) telles que G = {A1, ..., A} soit stable pour la multiplication.
Soit A = Ay + ... + A,. Montrer que TrA est un entier divisible par p.

Exercice n° 35 (****)

Montrer que tout hyperplan de My (R) contient des matrices inversibles.
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