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Questions de cours (5 pt)
1- Soit E un K -espace vectoriel, T €S(E),

. Rappeler la définition du Ker f .
. Rappeler la définition du cbéne isotrope 1(f).
. Monter que Ker f 1 (),

2-soit (E,<,>) un espace euclidien, fun endomorphisme symétrique de E, A, A, deux
valeurs propres distincts de f . Montrer que les sous espaces propres Egi’ Egz sont orthogonausx.

3-Soit P € L(E)/ PoP =P, quelles sont les valeurs propres possibles de P .
Exercice 1(4 pt)

soit E = Rg [X ], on consideére les cinq formes linéaires ¢1,¢2,¢3, ¢4 et Y définies par :

4(P) = P(0).,(P) = P'(0),4,(P) = P(1), ,(P) = P'@).w(P) = | P(t)ct.
1/ Prouver que (@, %,.45.4,) estune base de E .
2/ Déterminer la base préduale (H;,H,,H;,H,) de E.
3/ Déterminer (a,b,¢,d)de R” tel que : ¥ = ag, +bg, +cg, +dg,.
Exercice 2(6.5pt)
Soit Q- R® >R I"application définie par :

q(X) =5X%X, +6XX; + 2X, X,

1/ Montrer que g est une forme quadratique et déterminer sa forme polaire.
2/ Déterminer la matrice associé a q dans la base canonique.

3/Déterminer les vecteurs isotropes 1(q) de q.
4/Déterminer la réduction en sommes des carrées de q .

5/Déterminer une base de R? orthogonale pour q.
6/Déterminer la signature et le rang de q, q est elle dégénérée ?

7/Déterminer la matrice associé & q dans la base B = (€,+€, +€,,—€ +€, +6,,6 +€, —6,).
Exercice 3(4.5pt)
on munit R® dela forme bilinéaire f définie dans la base canonique par:

f (X, Y) =Xyt 2X2y2 +5X3Y3 + XY, + XY — 2X2Y3 - 2X3Y2

1/ Montrer que f définit un produit scalaire sur R®,

2/ Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R?.

3/ Déterminer le noyau et le rang de f.
3
4/ Soit F le sous espace de R® défini par F = {(Xy Xy, X5) € RT/ X +2X, — X, = O}

Déterminer F ™ : L’orthogonal de F relativement a f. Bon Courage




Corrigé type d’examen finale d’ algébre 4

Question de cours
1- Soit E un K -espace vectoriel, T € S(E)
.Définition du ker f ........ (0.5pt)

ker f ={xeE/f(x,y)=0,VyeE}=E"
.Définition du céne isotrope |1(f).....(0.5)
1(f)={xeE/f(x,x)=0}

.Montrons que ker f cI(f)........ (1pt)
soit Xekerf =VvyeE, f(x,y)=0

En particulier :

y=x= f(x,x)=0

Alors ker f — |(f)

2- Soit (E, < >) un espace euclidien, et soit U un endomorphisme symétrique de E, alors
toutes les valeurs propres de U sont réelles.

Soient Ay, A, deux valeurs propres de U, (A4, #A4,) et soient X € Eg,l, ye Ej_z alors

u(x) =A4X et u(y) =4,y

Comme U est symétrique
=< U(X), y >=< x,u(y) >

=<AX Y >=<X, 4,y >

=4 <XYy>=4 <X Yy>

= A4 -A4)<xy>=0
=><X,y>=0,VXeE, ,VyeE, card # 4,

Donc Ejii Ej_Q sont orthogonaux ......... (1pt).

3-soit P L(E)/ PoP =P
Soit A une valeur propre de P,

AV #0./PV)=aV

= P(P\V))=P(1V)
—P(P(V))=AP(Y)  car PoP=P
=V =2V = (A1*-A)V =0,
=>A*-1=0 car V #0;

= A=0vA=1
Les valeurs propres possibles de P sont1eto................. (2pt).




Exercice 1(4 pt)
1- Puisque AIME"~ = dim E = 4 j/ suffit de montrer (¢, &, &5, @,) forme une famille libre ,

4 4

soient A, Ays Az, Ay tels que Zﬂ’nﬁ = O, c'est-a-dire Zﬂﬂﬁu (P)=0 pour tout
i=1 i=1

PeR, [X ]

On a donc

> Ag®=0

: (2 +75=0
;M(X):O _ |t Aet Ay =0
: o | A+22,=0
izﬂ:ﬂ"mx )=0 2, +32,=0
2 A (X)) =0

Il
[l

Cl

Ce qui implique que 21 = iz = ﬂg = /14 = 0, Ainsi (¢1, ¢2 ) ¢3, ¢4) Forme une base de E*...(lpt)
2-Base prédualte.............. (2pt)

Pour déterminer la base préduale de (¢_L, ¢2 . ¢3, ¢4) on doit résoudre
1=1 0on pose leaX3+bX2+CX +d ou a,b,C,d ER, ona
(¢ (H,) =1 (d =1 (a=2

6,(H)=0 |c=0 b=-3

] = =

¢ (H,)=0 a+b+c+d=0 c=0
4,(H)=0 |3a+2b+c=0 [d=1

Alors H, =2X°—-3X?+1

1=2 0On pose H2 =aX’+bX*+CX +d ou &,b,c,d ER, ona
(¢ (H,)=0 (d=0 (a=1

$(H)=1 |c=1 b=-2

9 = 9 = 9
¢.(H,)=0 a+b+c+d=0 c=1
#(H,)=0 [3a+2b+c=0 |d=0
Alors H2:X3—2X2+X

1=3 0n pose H3:aX3+bX2+CX +d oy a,b,c,d ER, ona




(4(H;)=0 [d=0 (a=-2
¢2(H3):O c=0 b=3
3 g o
¢3(H3)=1 a+b+c+d=1 c=0
¢, (H;)=0 [3a+2b+c=0 d=0

Alors H3 :—2X3+3X2

1=4 on pose H4:aX3+bX2+CX +d ou &,b,c,d ER,ona
r¢1(H4) =0 (d=0 (a=1

$,(H)=0 |c=0 b=-1

< i —
¢$(H,)=0 a+b+c+d=0 c=0
4(H,)=1 [3a+2b+c=1 d=0
Alors H4=X3—X2

3-Déterminons (a,b,c,d) e R*/ ¥ = ag +bg, +co, +dg, ... (1pt)
4

or ¥'= ZT(H|)¢E alors
i—1

Y (H,) =a¢ (H,)+bg,(H,) +ca(H,) +dg, (H,) ,alors

Y(H)=a=>a= j' H, (t)dt

1
:>a=j2t3—3t2+1dt:>a=%

lP(Hz) = a¢1(H2) +b¢2(H2) +C¢3(H2) +d¢4(H2),0/0"5
W(H,)=b=b =j.H2(t)dt

1
:>b=jt3—2t2+tdt:>b=i
12

VY(H;) =ad (H,) +bg,(Hs) +cay(H,) +dé, (Hy) alors
Y(H,)=c=>c= Jl' H,(t)dt

1
:c:j—2t3+3t2dt:c:%
0

lP(H4) - a¢1(H4) +b¢2(H4) +C¢3(H4) +d¢4(H4) alors




P(H,)=d=d :_1[H4(t)dt

1
—d =jt3—t2dt:>d __t
12
Exercice 2(6.5 pt)
Soit Q- R® >R I"application définie par :
q(X) =5%X, +6XX; +2X,X,

1-*(Q est un polynéme homogene de degré 2 alors Q est une forme quadratique........

* détermination de la forme polaire............... (0.75)

S(X,y)= %[Q(H y)—a(X) —a(y)] arors

5 5
S(X’ Y) = E X1y2 +§X2y1 +3X1y3 +3X3y1 + X2y3 + X3y2

2-La matrice associéea ( .......... (0.5pt)
0 > 3
2
M (S)canomque - § O 1
2
3 1 0
Les vecteurs isotropes ............ (1pt)

1(g) ={X eR*/q(X) =0

q(X) =0 < 5% X, +6X X, +2X,X;, =0
X, = — 2 %X g,

— 6X, +2X,
~15x° =0=>x, =0,X, = 0,si,X, = —3X,

X, #—3X,

X, 0
1(q) =< X eR*/ X =| x, Xy # —=3X, U
—5X X, 1
6X, +2X,
La réduction de Guass............... (1pt)

q(X) =5%X, +6X X, + 2X,X,

(0.25pt).




q
a:5x2+6x3 =@,
q
8_)(2:5X1+2X3 :(02
Alors

1
q(x) =P +TcC

1
:>TC=q(X)—§¢1¢2

—=Tc= L2 X;
5
1 12
Donc q(x) = g (5X2 + 6X3)(5X1 + 2X3) _E X32
2

1 1 12
q(x) = 2—0(5x2 +8X, +5x,)* —2—0(5x2 —5X%, +4x,)° —E %

Base orthogonale pourq.......... (1pt)
Ona

1 1 12
q(x) = 2—0(5x2 +8X, +5x,)* B (5X, —5X, +4X,)? 5 X,

(xi' =5X, +8X, +5X,

= {X, =5X,—5X, +4X,

X3 =X
x) (5 5 8)x 5 5
X, |=|-5 5 4| x,|[,P'=|-5 5
X, 0 0 1)\x 0 01

Alors




x ) (1/10 -1/10 -2/5)( X, 1/10 -1/10 -2/5

x, |[=|1/10 1/10 -6/5| x,|,P=|1/10 1/10 -6/5
X, 0 0 1) x 0 0 1
1/10 -1/10 -2/5
v,={1/10|,v, =|1/10 |,v,=|—-6/5
0 0 1

— {Vl, Vs, Vg} est une base orthogonale de R3.

Signature et le rang de g................ (1pt)

Ona

2

1 1 12
q(x) = %(5x2 +8X, +5x,)° —5(5X2 —5X%, +4X%,)? —€x3

alors $S9(Q) = (L, 2) et rg(gq) =3=dim R’ = ker(Q) = {0} — Q est non dégénérée
La matrice associé a g dans la base B = (€,+€, +€;,—€ +€, +€;,6 +€,—6,) .....(1pt)
M (S)baseB - tPM (S)basecanonique P

0 2 3
1 1 1 2 1 -1 1
M(S)s=|-1 1 1 20111 1
11 -1); 4 ol 1 -1
1 11 -1
11 1y 2 2 2
141 1| f =8 3
C 4]l 22
a4 2 4
13 2 5
-2 -9 6

5 6 -3




Exercice 3(4.5pt)

on munit R® de la forme bilinéaire f définie dans la base canonique par:

fFOXY) =XV +2X,Y, 5%V, + XY, + X, ¥, —2X, Y, —2X, Y,

3
f(x,y)= Z %Y et a; =4 A# ] donc T estbilinéaire symétrique.
i=j=1

On va utiliser la méthode de la réduction de Gauss pour savoir si f est définie positive
f(X,X) = X7 +2%2 +5%2 +2X,X, — 4X,X,
f(X,X) = (X + X,)° = X,7 +2%X2 +5X. — 4X,X,
f(X,X) = (X, +X,)° + X2 + 5% —4X,X,

f(X,X) = (X +X%,)° + (X, —2%X,)* + X2 >0
Et

X, +X,=0
f(X,X)=0=X,=2%,=0=X =X, =%X,=0
X; =0

cl f estun produit scalaire sur R®.

2-La matrice associée @ § .o, (0.5pt)
1 1 O

M(Daoniqe =| L 2 2 |=A
0 -2 5

3-Noyau et le rang de L (1pt)

ker f =kerM ( f )basecanonique
X ekerM(f) < AX =0,

X =
Soit Y€ alors




1 1 0
1 2 -2
0 -2 5

X 0 X+y=0
y|l=|0|<x+2y-22=0< y=0
4 0 —2y+52=0

= ker f = {O} = f estnon dégénérée = rg(f) =3

x=0

z=0

L’orthogonale de F={()(1,x2,x3)eR3/X1+2X2—X3:O} ................... (2pt)
-Déterminons une base de F
X
soit VEFIV=(Y ]
4
Ve F = X +2X, =X, =0= X =-2X, + X,
—2X, + X, —2 1
— V= & =X|1 [+X%X]0
1
1 -2 1
A/ors | O avec Vi = V=] 0
1 1
X
soit V=Y
Z
w_lv f(w,v,)=0 'wWAv, =0
weF o wl{v,y,}o o (W) =N .
w LV, f(w,v,)=0 tWAV2 =0
1 1 0)(-2
w1l 2 -2|1 |=0
0 -2 5 )\0 —x—2z=0 X=-2z
=3 o
1 1 01 X—y+52=0 y =3z
'wl1 2 =2]l0|=0
0O -2 5 /1
—217 -2 -2
—=w=|3z |=2|3 |[=F'=




