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Examen : Systémes Linéaires Multivariables

Exercice | (08pts):

Soit fa réalisation d'état suivante :
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|. Caleulez les valeurs propres de cette réalisation ? 7, 5

"2’ 2. Montrez que cette réalisation est sous la forme décomposée selon ln commandabilité? Est-elle
stabilisable?
3. Caleulez In matrice de transfert de la réalisation 7
ol o
4. Est-il possible en utilisant la commande par retour d'état de placer les poles aux positions
{—%—%—4 -4 -3)7 Si oui, calculez ce pain de retour d'%m K en considémnt que ln partie
cammandable de la réalisation est sous o forme ._';_1_|:||.|:|1'i.'_|_u-; commuandable 7

Exercice 2 [Tpts):
Omn considére un systéme régi par |'équation d’état :

.m} =[) Hx+[]uw

yieh=[0 1Jx(e)
On souhnite commander ce systéme par retour d'élat de-sorte qu'il soil caractérisé par une réponse
indicielle, en boucle fermée, présentant un dépassement de 20% et un temps de montée de 0.5s.
Etablir le schéma fonctionnel complet du systéme suquel on assoclera un observateur asympiotique

possédunt un temps de montée de 0,15 el un facteur d'amortissement égal & 1.

Caleuler le gain du retour d'éiut et le gain de I'observateur,

Exercice 3 (Spis) :
Soit un processus i deux entrées décrit par les équations d'étot :

-1 0 0 1
=0 -2 0fx+D —1ju.
6 0 3 -1
On disire par un retour d'éiat stabilisé le systéme en imposant les plles en boucle fermde dgaux 4 -2, -
2 et -5. Peut-on réaliser ceci avee uniquement la premiére entrée seule ou la seconde entrée seule ?

Justifiez. (Ne faites pas de calculs)




Soluticn de I'exercice I . .
Pour calculer les valeurs propres de {a réalisation, on commence par constater quic la matrice A de

réalisation est bloc diagonale ©

Alnsi ses valeurs propres sont données par lunion des valeurs propres de ses blocs dingonaux. Son
deuxiéme bloc diagonal A; est lui méme dingonal alors ses valeurs propres sonl les éléments de =
diagonale A, = (=4, =3]. Les valeurs propres du premicr bloe A, sont les mcines de son polynome
caractéristique :
A =1 0
det(Al — A;) = det [2. a-3 21 = A[AA —~3) +2) = AMA~-1)(A~2)
i 0 A

Alors, lensemble des valeurs propres de A; est Ay = [0,1.2}. Ainsi l'ensemble des valeurs propres de
A (de ta réalisation) est A = A UA; = [0,1,2,—=4.—3).

2. Forme décomposée selon la contrilabilité et stahilisabilté :

La forme décomposée selon la contrdlabilité est comme suit (en prenant en considéralion gque ln
matrice D de la réalisation donnée est nulle) :

Tcl Ar :'l-_:] Xel . Hr
‘i'.;l" 0 A [T.-‘_ +iu]"
" - A #
y= ||!'.,- 'Lf:}i:;’
X S o=y ~ .". a9 1{ L_‘_
Dians cette forme Ia paire (Ac, Bc) doit étre somridable, = A v R
En comparant cette expression, avec In réalisation donnée on peut constater que

0 1 o | 0 0
3 | 1] 0
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s B (LY R
Il reste & démonirer que la paire (Ag B) est comedlable. Pour ceci. on caleul sa matrige de
commandabilité Te (A, Be) et on doit montrer qu'elle est i rang plein pourles-lignes +

o001 2 3 4
TelAc.B) =B AcB; AfBcl=|1 2 3 4 7 8
01 9% 00 0

umm farmée des trois premidres colonnes de TeldeBe)nun ﬂm‘“’“q“'ﬂ%ip




00 1
det(‘l 2 3|=1=0
010

Ainst, Je rang de I'elde Be) est rank(Tc(Ac.Be)) =3 = nombre de ses lignes et la paire
(Ap Be) et canttdlable. Par consequent, la réalisation donndée st sous la forme décomposée selon la
A | 4. Les valeurs proprcs eom sont ceux do Ap = Ay est les valeurs propres non
W = . wi fl
(eiemnyp odc=t  Comvaoas s
Viies que les valeurs propres non contrifalajes (coux ded gy = Az) sont (=3
négatives, alors la réalisation est stabilisable™s 5 . r-nv_'lt-‘-.-"!-‘u

—4] et sont & parties reclles

1yl b

1, Caleul de la matrice de transfert de la realisation : Lo mand
W'

Viie que la réalisation est sous unc forme décomposée selon la comtratabilitd,, alors sa matrice de
transfert gF cst déterminée seulement par sa pantie contralable : oo e i O L.

dh i EB g, o'[o O
E[F}=C¢-(Ff—ﬂ;]-lﬁr+ur=!._z 1 _zllz 5=3 2 1 2
0 0 5 01

i -3
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o s =
a 5=1 =-1l=1) s(a=1}{z=2}
=21 (a=1}zx=2) = | ; L -2

1fg—1}3=2) = |- G-0G-1) (=12

] 0

1 =
5—2 G-1-2) sGt-1(z-2)

« G(s) = Clsl — Ac) ' Be
1

il-—l 1 =1 i .'-'- =2 0 g
2 1 2AGE-nG6-2) -DE-2) (5- 1)(s —2) L 1
1

0 =
5
=s+3 ( 2 o ~(s=1(-2)
5-1)-2) s(s—-1)(s=2) s(s-1NG6=2) TG -6 ._zi)
- 2 ( L] . =25 3 -2(5 = 1)z —2)
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4.1, Commande par retour d'état

En [I:cmiﬂ' liew, vue que le systéme est stabilisable, on peut le commander en wiilisant le retour d'éla,

Ensuite, vue que l'ensemble des valeurs propres désirdes en boucle fermées contient les valeors
' m  non sonteitables {—4,—3) qui ne peuvent pas éire affecides par le retour d'état, alors crn pqt
4 en utilisant |a commande par retour d'état obtenir Vensemble des valeurs propres désirées. =

Commeny-balate
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4.2, Calcul du gain de retour d'état K nécessaire pour obteair los valears propres désirées :
L'expression de |a commande par fetour d'élal est comme suit (En partagent K de fagon compatible

T bl

avee le veeteur d'étal lel -
Xel _ Xc
H=F-‘K[1L,I-r—'[xf H,_-]I”!

Gj on remplace ceft cxpressiof dans Péquation d'état, nous obtenons I'équation d'état 0 houcle fermée
suivanie ©
] _ [Ae A% By = ey |.l|,: — B Ke A "B.gﬁ'fl X + Be -
[ifl - lﬂ a'lf“r[t] M [ ] Hr [Xe x'-'l[xf]) - 0 1 AE [r.:-! u1
10 e P el By L
et équation est pugsi dans la forme décomposée selon In coprammilite. Les valeurs propres non

8 Eantrhlables restent inchangées of Ky wa ausun elfet sur les valeurs propres en boucle fenmée, aloss on

le prend comme étant nul. Par contre les valeurs propres contrilables pouvent étre librement placées

par le choix de K¢ Puisque la paire (A, Be) est sous 1a forme canonique contrdlable, ceci permetina
. A LiL

d'obtenir le gain de retour detat K en constuiant que : La3 Prbastt i B

0 n /)_)
—2 1 {

. Bp=

g/ 1 |
3 |
g o0 | 0 0 1

Los deiix hlods diagonaux-de Ax sont soos la forme compagraon € les lignes de Be ont un 1 comme
premicr parametre non nul de ses lignes nan nulles. Le polynbme camctéristique désiné en boucle
fermie correspondant au valeurs propres ;..urntr‘utrhk; doit étre partngé de [ngon compatible avee Ap =

-I'i|r'[!|:l =(s+4)=(s+ x4+ 4) = (5% 4 Bs + 16)(s +4)

spi coefficients seront utilisées pour former la matrice Aq; en boucle fermice qui et aussi sous la
farme compagnon :

Ke

1 0o
3 | [l B
0 0o 1

e s ur- passe & la forme réduite (Puisque la premiére ligne de B est nulle, la premicre ligne du
deuxiéme terme de cette équation ne dépend pas des composantes de Ki) nous oblenons Aggy =
Acy — Bralp wvec:

Aran =[-';-ﬁ -us :EI:A:HH -ﬂz 3 _uz]:ﬂfl-llé E]




Ainsi =
= - = -8 - 1 =214 11 0
K:=3F|3U:n'ﬂ:dn]:[; ﬂl{::z:- ﬂzi_{éﬁ Dﬂ —:]=Iﬂ 1”“ 0 4
=!1¢ 11 -31
0 0 4

4 11 =8

K= |Ke ﬁ'.:]=10 0

Solution de "evercice 2 ¢ ‘/q’:‘

rl:!:l k

s
i

=
—] _\_|!.._

——
O ——
Dans le cas d'ine commande par refour d°&at avee un vectedr de pain (k). la fonction de trans{ert en

boucle fermée o pols EXpICRSION

¥(s) A
His)==——=Clsi = (A + BK)| '8
rli'_':}

Ciloulans le dénominateur de cette fonction de transfen
D(s) = det(si = (A + BK)) =5 + (4 + ka + ko) + 2y + 2+ ka
Compte fenu des performances que I'on souhaite oblenir, nous devons identifier o dénominatewr

Bv¥es ©

fq =055 =2 W, = Ti =gradfs et dep=20%= { =045

Alors :
D —’2+2u+1—52+um+1~1(:-’+541+3ﬁ
i b T =36 ' )

44k +ky =54

2k, + 24k =36




ky =326
ky =-31.2

Calculons a présent e gain L de ["observateur :

Dis)=det(si = (A= LCY) =5 + (4 + L)Y+ 2 +1}

Le polynbome caractéristique désiré et donné par

MNous avons |
b, =01s= w, = ri = 30rad/s ot =1

Done ;

st s 5% 1
=— 4 — 4 1=—+4 00675+ 1=—1[(s% 4 605 900)
D)=t 1 =550 4 ” 500 "
Par identification ;
4+ 1, =60
12 # 1y = 900
Alors
I, = 898
I [ =756

Solution de Exercice 3 :

Oui on peut le fhire avec In premigre entrée seule et on peut le faire pussi avec [n deuxiéme seule.
Four la premiére on peut le faire puisque la valeur propre -2 non commandsble esi swable

{satnbilisabilité). Pour la deuxieme le systéme et complétement commandable.




