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Chapitre 1

Intégrales simples et multiples

1.1 Rappels sur ’intégrale de Riemann et sur le cal-
cul de primitives

Soit f une fonction définie sur [a, b], tel que pour tout = € [a,b], f (z) > 0.

1.1.1 Intégrale de Riemann

On appelle subdivision A de l'intervalle [a, b] un ensemble fini de n+1 réels {z,, € [a,b] /0 < p < n},
avec o = a, T, = b,Vp,x, < xpiq.

d(A)= max (z,41 —xp) s’appelle le "pas" de A.

0<p<n—1

Définition 1.1.1 On considére une subdivision A\ sur [a,b] et on choisit o; € [z, T;41] ,0n
appelle somme de riemann relative a la subdivision A au choix des o = (04)ge;c, 1 la

somme:.
n—1

R (f7 A? Oé) = Zf (az) (Ii+1 - xl)

=0



Géométriquement

fie o

ﬁ;I?{ I'|||_"-""L

Définition 1.1.2 On dit la fonction f est intégrable au sens de Riemann si 6(lim R(f,Aa)=

A)—0
I est finie Va,

1= [f()de = f

Exemple 1.1.3 {a:l = T%,z' =0,..., n} est une subdivision de l’intervalle [0, 1]

f(x) = x sur Uintervalle [0,1], on a
(I’H-l - xl) = E7VZ - 07 w1

la somme

n n

i=0 TL2 2n2

i (2’+1 2) IS

- )
=0T

est une somme de Riemann da la fonction f (z) = x sur lintervalle [0,1] .



1.1.2 Sommes de Darboux

Définition 1.1.4 On considére une subdivision /\ sur [a,b] et on choisit I;+[z;, x;41[ ,on

choisit

m; = inf |f(z)]
Z‘G[mi,l‘i+1[
M; = sup |[f(2)]
$E[$¢,$i+1[
LGS d@ufE sommes sutvantes
n—1
S (f7 A) = y OMi (xp+1 - xp)
n—1
s(f,A) = ;)mi (Tpr1 — xp)

appelées respectivement sommes de Darbouz inférieure et supérieure.

Théoréme 1.1.5 Si lim S (f,A) = lim s(f,A) alors f est intégrable en sens
§(A)—+oo (f ) 6(D)—~+o0 (f ) f g

de Riemann.

Proposition 1.1.6 Toute fonction continue sur un intervalle I est une fonction inté-

grable en sens de Riemann sur 1.

Exemple 1.1.7 {xl = %,z’ =0,..., n} est une subdivision de l’intervalle [0, 1]

f(x) = x sur Uintervalle [0,1], on a

($i+1 — SL’Z) = E,VZ = 0, ., n

?

m; = inf x)|=—
et Af @)=

i+1

M= s [f@) =

mE[JJi,.TH_l[



on calcule les deux sommes de Darbouz

S(f8) = gMi(xp—H_xp):;‘ =

7 =0 n? 2n?
nl nli nnh-1)
s(f, ) ;)m (Tp 1 — 1) 2 2n?

On remarque que lirf S(f,A)= hIJP s(f,D) =3

donc f est intégrable en sens de Riemann.

1.1.3 Propriétés de l’intégrale de Riemann

Soient f et g deux fonctions, A € R et a,b,c € R(a < ¢ <b) on a:

1) Si la fonction f intégrable sur les intervalles [a, c] et [c, b] elle est intégrable sur

'intervalle [a, b] et on a

}f(x)da::jf(:r)vL}f(x)dx

2) Si la fonction f est intégrable sur l'intervalle [a,b] et f > 0 alors

b

Jf(x)dz >0

a

3) Si les fonctions f est intégrable sur I'intervalle [a, b] et A € R alors la fonction A f

est intégrable sur U'intervalle [a, b]

}Af (x)dx = )\}f () dx

(7 @)+ g@)de = [f (@) + fo(x)de

Soit f une fonction intégrable sur [a, b]

Valeur moyenne



b
On appelle moyen de f dans [a, b] le nombre m = ﬁ [f(z)dz.

Exemple 1.1.8 On calcule le moyen des carrés des réels copmris entre 0 et 1.

1 1
fodm:fmdx::wn:%
0 0

Valeur efficace

b
On appelle valeur efficace de f dans [a, b] le nombre v tel que v* = ;= [ (f ())? da.

Exemple 1.1.9 On calcule la valeur efficace de la fonction f (x) = /x dans [0, 1]
1 1

fxdx:fvzdx:vzi.
0 0

S

1.2 Calcul de primitives ( Intégrale indéfinie)

Définition 1.2.1 Soit f une fonction continue sur I.
On dit que F' : I — R est une primitive de [ sur I ssi la dérivée de F donne f

(F1 = f). On prend alors ’habitude de noter toute primitive de f sous forme

F(m):/f(m)dx

et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f.
Remarque 1.2.2 La primitive d’une fonction s’il existe n’a pas unique.

Exemple 1.2.3 1. Soit f : R — R définie par f(x) = x. Alors F': R — R définie par

F(z) = %2 est une primitive de f,

aussi la fonction définie par F(z) = %2 + 2 est une primitive de f .



1.2.1 Primitives des fonctions usuelles

La fonction f La primitive de f définie par: (k € R) Pintervalle I
fla)=c Fla)=co+k R
f(z)=z*aeR/"{-1} F<x>_a+1 2ot 4 g R/{0} sias —1

Rsiaz -1
fla)=1 F(z)=In|z|+k ]—00, 0[ o]0, +-00]
fla)=e F(z)=e¢" 4k R

f(z) =sinz F(r)=—cosz+k R
f(x) =cosz F(x)=sinz+k R

Proposition 1.2.4 Soient f et g deux fonctions continues et A € R on a:

/f r)+g(x dx—/f / dx/)\f Ydr = A /f

1.2.2 Intégration par parties — Changement de variable
Intégration par parties

Théoréme 1.2.5 Soient u et v deux fonctions dérivables. On a

(@)v(@) +u(2)v' (2)

Preuve. On a (u(x

~—
<
—~
8
~—
~_
I
—~ =g

alors /(u(x)v(:v))l dr = /ul x)v(:c)d:er/u(x)v/(x)d:C
donc

u(z)v(r) = /u,(:p)v(x)der/u(x)v,(x)da:
c’est a dire



Exemple 1.2.6 calculons / r?e%dx

On a
/xZemdx = z%e” — /2$€xd$ = /xZemdx = z%e" — 2 /azemd:v
/xemda: = ge® — /exdm = ze® — e*dx

alors /xQeIdx = g%e® — 2 /xexdx =22 — 2 xe® + 2 +c,c€R

Changement de variable

Théoréme 1.2.7 Soient u une fonction dérivable et f une fonction continue avec
F(z) = /f(a:)d:c

On a /u’f(u)dx:/f(u)du:F(u)

Exemple 1.2.8 Calculons la primitive

K (z) = /tanxdm— / BT e

COsS T

on choisit u(r) =cosx, f(x) =—u (z) = —sinz, F () = In |z| +c,c € R.

i d:v:—/u'f(u)dx:/f(u)du:F(u):—1n|cosx|+c,c€R.

sinx

COsS T

COS ™

K (z) = / ey —Injcosz|+c,c € R.



1.3 Intégrale doubles

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [[, f =

JIn I

x,y)dxdy.

1.3.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.3.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ou D = [a,b] X [,
ffD xydxdy—f{f xydy}dx—f

a C

2)Cas ou D = {(z,y) €

continues, alors:
b
z,y)dedy = [

a

JIn I

IS b f(z,y)dedy = {}g (x)dx

a

Exemple 1.3.3 On calcule I = ffD (xy) dzdy, ou D =

12.

1= [fea] o] = 12

€ R%a <z < bu(z) <y <v(x)}, otu,v:

d,a<betc<d, ona:
d b

ff(:v,y)dx} dy.
la,b] — R sont

_v(ac)

[ flz, y)dy] dx

Lu(z)
Proposition 1.3.2 Si f(z,y) = g(z)h(y) avec D =

[a,b] X [c,d], a <betc<d, ona:

<[]

[1,2] x [3, 5]

Exemple 1.3.4 On calcule I = [[ dzdy, ou D = {(z,y) e R0 <2 <1,0<y <

1—x}

ffDdf’fdy:Jl" rfxdy} d = Z(l—x)dx:

1.3.2 Changement de variable

SoientU et V deux ouverts de R? et

p:U—->V
(u,v) —

10

N[ =

(z,9)



une application de classe Cl, et ACUet DCV

0x 0w
La matrice jacobien de ¢ est j (o) = [ 2 2
oy Oy
ou  Ov
o ox
. _ ou v
det(G(@)) =\ 5 4
Oou  Ov
Si ¢ (A) = D, on obtient:
[ b f@,y)dzdy = [[ , f (¢ (u,v))det (j (¢)) dudv
1.3.3 Coordonnées polaires
0 :(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinb)
() cosf) —rsinf

La matrice jacobien de ¢ est g(fje) = .
sinf rcosf

D(r,0)
Si ¢ (A) = D, on obtient:

et )D(x’y)‘ =7

[ [z, y)dady = [[  f(rcos@,rsinb)|r|drdd

1
Exemple 1.3.5 On calcule I = [[ [
et A={(r,0)/0<r<1 et()<(9<27r}

1
I:ffDm ‘f‘[A]_ drd@-ﬁan

drdy ot D = {(z,y) /2* +y* < 1}

1.4 Intégrales triples

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R3

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [[[ pf=
[I] f(@,y, z)dedydz.

11



1.4.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.4.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ot D = [a,b] X [c,d] X [s,t],a <b,c<dets<t, ona:
b b

JI o fzy, 2 d:cdydz—fﬁfwydyld:v—f{f{ffxy, dz]dy}dx

a

2)Cas ou D = {(z,y,2) € R (z,y) € N, u(z, y)c< z <wv(x,y)}, odu,v: D — R

sont continues, D est un ensemble fermé borné de R?, alors:

v(z,)

(11 (o2 dl‘dde—ffA[ ¥ oy dz] dady,

u(z,y)

3)Cas o D = {(z,y,2) € R¥%a < z < b,(z,y) € A(2)}, ot u,v : D — R sont

continues, D (z) est un ensemble fermé borné de R* Vz € [a,b], alors:

[ f(@,y, z)dedydz = f [ffA(z) f(m,y,z)dmdy] dz.

Proposition 1.4.2 Si f(z,y) = g(x)h(y)k (z) avec D = [a,b] X [c,d] X [s,t], a < b,

c<dets<tona:
[If [y, z)dedydz = [Zg (7) dw} X [jh(y)dy} X U;ﬂ(z)dz} ,

Exemple 1.4.3 On calcule [[[, (zyz)dzdydz, D = |0, 1°

1, oy = [ ] = ][] = 2.

0

Exemple 1.4.4 On calcule [[[, dvdydz, A = {(z,y) € R (z,y) € D = [0,1]°,0 <

z <z}

12



[f[ pdedydz = [[, [ﬁiz] dxdy

1.4.2 Changement de variable
SoientU et V deux ouverts de R? et

p: U=V

(u, v,w) = (2,9, 2)

une application de classe C', et ACUet DCV

ox  0a ou
ou ov ow

. . . . _ @ @ @
La matrice jacobien de ¢ est j (¢) I
ou OJv  Ow

oxr OJxz Oz

du v dw
det () = | 2 & &

ou ov ow
ou v ow

Si ¢ (A) = D, on obtient:

S o f@y,wydedy = [[f 5 f (@ (u,0,w)) det (j () dudvdw

1.4.3 Coordonnées cylindriques

0 :R3—=R3 (r,0,2) — (z,y,2) = (rcosf,rsinb, 2)

13



cosf -rsinf 0

La matrice jacoblien de ¢ est j (¢) = | sinf rcosf 0

0 0 1
det( () =7

¢ (A) = D la formule du changement de variables s’écrit alors:

fffD (z,y, z)dedydz = [[[ , f(rcosf,rsinb, z))det (j (¢)) drdfdz

Exemple 1.4.5 [[[ dzdydz, D ={(z,y,2) e R®/2>+ > < 1,0 < 2 < 2}
A={(r0,2)/J0<r<let0<60<2m,0<z<2}

[[[dxdydz = [[[ , rdrdodz = Hrdr] x ﬁd@} x [Zdz} — loro — o

1.4.4 Coordonnées sphériques

0 :R*—=R3 (r,0,8) — (x,y,2) = (rcosfcos 3, rsinf cos 3, rsin 3)
cosfcosf3 -rsinfcosf3 -rcosfsinf
La matrice jacoblien de ¢ est j (¢) = | sinfcosf rcosfcosf3 -rsinfsinf

sin 3 0 rcos 3
det(j (12)) = 12 cos

La formule du changement de variables s’écrit alors:

[Jf f(x,y, z)dedydz = [[[ , f (rcos®cos3,rsinbcos 3, rsin () r*|cos | drdfdf

Exemple 1.4.6 On calcule [[[ , dxdydz, D = {(z,y,z) € R*/2* + y* + 2> < 1}
A={(r6,B)/0<r<let0<f<2r,=<B<I}

[ffp f(x,y, 2)dzdyd> = [[[ . 7*|cos 3| drdddp
= [fa] s« [Fa] [7 COSW]
0 0 -7

4
= -7

3

14



1.5 Application au calcul d’aires, de volumes

1.5.1 Calcul Paire

Soit D un sous ensemble de R2.

L’intégrale [[ , dzdy nous donne l'aire du domaine D.

Exemple 1.5.1 On calcule aire délimitée par
y+a’=4ety=0

C’est a dire

D:{(x,y)€R2/0§y§4—a:2 et —2§x§2}

JSpdedy =

1.5.2 Calcul de volume

Soit D un sous enseble de R3.

L’intégrale [[[ p dxdydz nous donne le volume du domaine D.

Exemple 1.5.2 Calculons le volume du cylindrque de rayon a et l’hauteur h
[[f pdaedydz, D = {(z,y,2) € R®/2*> +y* < a?,0 < z < h}
A={(r0,2)/0<r<ae0<0<27r,0<2<2}

[[fpdaedydz = [[[ , rdrdfdz = [Zrdr} X ﬁd@} X [Zdz} = “—2227rh = a’rh.

15



Chapitre 2

Intégrale impropres

2.1 Intégrales impropres de fonctions définies sur un
intervalle non borné

Soit f : [a, +00[— R une fonction intégrable (au sens de Riemann) sur [a, z],pour tout x

dans [a, +00[, On pose

Définition 2.1.1 On dit que f admet une intégrale impropre convergente sur [a,400] si

F(x) admet une limite lorsque x tend vers +oco et on note

i JF (6 dt= | f(2)de

Dans ce cas, on dit que f est semi-intégrable sur [a,+00].

Exemple 2.1.2 Soit f : [1, +00[— R une fonction définie par f (z) = on a
x
Inz 1

jl"f(t)dt=7+1——

X

16



c’est a dire liI_P Jf@)dt=1
T—100 1

done lintégrale impropre de f est convergente sur [1,400].

Remarque 2.1.3 Si la fonction f :]—o0,b] — R est intégrable(au sens de Riemann) sur

[z, b],pour tout x dans |—o0, b|, on dit qu’elle admet une intégrale impropre convergente
b

(ou qu’elle est semi-intégrable) sur] — oo, b] si la fonction F (x) = [f (t)dt admet une

limite quand x tend vers —oo et on note

r——00

lim j"f (t) dt = j" F)dt

Remarque 2.1.4 Pour une fonction définie sur un intervalle ouvert | — oo, +00| et in-
tégrable sur tout intervalle [x,y], —o00 < & < y < 400, on dit que son intégrale impropre
sur | — 00, +00| converge si, pour —oo < ¢ < +00, ses intégrales impropres sur | — oo, c|

et [c, +oo[ existent.

2.1.1 Intégrale impropre de fonctions positives

Proposition 2.1.5 Soient f et g : [a,+oo[— R deux fonctions a valeurs positives et
intégrables sur tout intervalle borné de la forme |a,B],¥5 € |a,+o0[. On suppose que
f <g, alors

1) Si Uintégrale impropre de g est convergente sur [a,+oo[, implique que l'intégrale

impropre de f est convergente et on a

+foof (t)dt < +foog (t) dt

2) Si Uintégrale impropre de f est divergente sur |a,+oo[, implique que [’intégrale

impropre de g est divergente.

17



Corollaire 2.1.6 Soient [ et g : [a, +oo[— R deux fonctions a valeurs positives et inté-
grables sur tout intervalle borné de la forme |a, B],¥0 € [a,+oo[. On suppose qu’il existe

deux constantes c; et co strictement positives telles que

af <g<ecf

Alors, l'intégrale impropre de f est convergente si et seulement si l’intégrale impropre de

g est convergente.

Corollaire 2.1.7 Soient f et g : [a, +oo[— R deux fonctions a valeurs positives et inté-
grables sur tout intervalle borné de la forme |a, B],¥5 € [a,+oo[. On suppose qu’il existe
c > 0 telle que

f(z)

lim —=~ =c¢
z—-+oo g()

Alors, lintégrale impropre de f sur [a,+o0[ est convergente si et seulement si celle de g

est convergente.

Exemple 2.1.8 f(z) = t\/11+7,g(33) = % deux fonctiond définies sur [1,+oo et
lim M =1
r—-+00 g(g})

comme l'intégrale impropre de g sur [1, +00[ est convergente alors l'intégrale impropre

de f sur[1,+o0[ est convergente.

2.2 Intégrales impropres de fonctions définies sur un
intervalle borné

Soit f : [a,b[— R une fonction intégrable (au sens de Riemann) sur [a, z],pour tout x

dans [a, b], On pose

18



Définition 2.2.1 On dit que f admet une intégrale impropre convergente sur |a,b| si

F(z) admet une limite lorsque x tend vers b et on note

b

hmj“ f@)dt= [f(t)dt

—
a:ba a

Dans ce cas, on dit que f est semi-intégrable sur [a,b].

Exemple 2.2.2 f(x) = -2 une fonction définie sur [—1,0[, et on remarque que cette

]

fonction est intégrable en sens Riemann sur [—1,a],VYa € [=1,0[, et [f(t)dt =
Z1

—2v/—x + 2 alors lin(l)ff (t)dt =2
z—07

donc [ admet une intégrale impropre convergente sur [—1,0].

Remarque 2.2.3 Si la fonction f : ]a,b] — R est intégrable(au sens de Riemann) sur

[z, b],pour tout x dans |a,b|, on dit qu’elle admet une intégrale impropre convergente (ou
b

qu’elle est semi-intégrable) sur la,b] si la fonction F (x) = [f(t)dt admet une limite

quand x tend vers a et on note

b

lim}f (t)ydt = [f(t)dt

r—a
a

Remarque 2.2.4 Pour une fonction définie sur un intervalle ouvert |a,b| et intégrable
sur tout intervalle [z,y],a < x < y < b, on dit que son intégrale impropre sur |a,b]

converge si, pour a < ¢ < b, ses intégrales impropres sur |a, ] et [c,b[ existent.

+1 1 0 1
Exemple 2.2.5 L’intégrale impropre [ 1—tzdt est divergente car [ 1—t2dt est diver-
Sl Sl

gente.

19



2.2.1 Intégrale absolument convergente

Définition 2.2.6 Soit f : [a,b[— R wune fonction intégrable sur tout intervalle de la
forme [a,a],Ya < b. On dit que l'intégrale impropre de f est absolument convergente sur
la, b] si Uintégrale impropre de |f| est convergente sur [a, b.

COsS T

NG

est absolu-

Exemple 2.2.7 L’intégrale impropre sur]0,1]| de la fonction f : v —
ment convergente.

car
|cos x|

VT

0< dx < dx

O
O— =

1
NG

etf—dt—z 2\/x ethmf—dt—z
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Chapitre 3

Equations différentielles

3.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

3.1.1 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1

Soit f : R%2— R une fonction continue. On appelle équation différentielle ordinaire du

premier ordre une équation de la forme

y/ = f (tvy)

on dit que la fonction dérivable, yo : I C R — R est une solution de I’equation

différentielle d’ordrel

y = f(ty)

sur [ si

Yo (1) = f (t,yo (t)),Vt € .

Exemple 3.1.1 La fonction z : R — R, z(t) = €' est une solution de l'equation dif-

férentielle d’ordrel suivante:



sur R jcar 2’ (t) = e =z (t),Vt € R.

3.1.2 Equations différenti¢lles de variables séparées

Une équation différentielle de 1" ordre est dite a variables séparées si elle peut

s’écrire sous la forme

donc

Fy)=G(z)+kkeR

( F est une primitive de f et G est une primitive de g)

donc

y=F"G(x)+c)

Exemple 3.1.2 Résoudre sur I = [2,4o00| [’équation différentielle

zy'Inz = 3Inz + 1)y

On peut séparer les variables (x et y) en divisant par yzlnz,

/

y _ (Blz+1)
y  zlnz
donc
1 1
Iy — [ BReel)

dx +c,c e R.
zlnx

c’est a dire

(Blnz+1)
Y= ef shmr T ¢ e R.
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3.2 Equation différentielle ordinaires linéaire

Définition 3.2.1 Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

ao(z)y + ar(z)y + ... + an(x)y(”) = f(x) (3.1)

I’équation homogéne associée est

ao(z)y + ay(z)y + ... + an(z)y™ =0 (3.2)

Proposition 3.2.2 Si y; et yo deuz solutions de (3.2). Alors y1 + yo et ay; sout aussi
deuz solutions de (3.2).

Exemple 3.2.3 yi(z) = x et y2(z) = 5 deux solutions de l’équation y" +y" = 0, alors

ys(z) =2+ 5 et ya(x) = 10z sont aussi des solutions.

Proposition 3.2.4 Si Sy est l’ensemble des solutions de (3.2) et y, une solution par-

ticuiére de (3.1), alors l’ensemble des solutions de (3.1) est donné par S = {y +y,/y € So} .

3.2.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre 1

Définition 3.2.5 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation

différentielle du premier ordre avec

2 = f(t). +g(t)

avec f, g des fonctions continues sur R. L’équation différentielle homogéne associée est

Exemple 3.2.6 L’équation différentielle

y =ty +t
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est une equation différentielle linéaire d’ordrel. L’équation différentielle homogéne asso-

ciée est

Résolution d’une équation différentiélle linéaire homogeéne

c’est a dire % = f(t) donc
In|z|= [ f(t)dt+c,ceR

alors

z = kel T4 1 e R

Résolution d’une équation différentiélle linéaire non homogéne
v’ = f(t).x +g(t)

Si z,, est une solution particuliere de cette équation
alors

() = ke FO% L0 (1) ke R

Exemple 3.2.7 On considére ’equation

2
x
zy + 2y =
Y YT
L’équation homogéne associée est
2y +2y =0
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la solution générale de I’équation homogéne est
k

Solution particuliére de ’équation non homogéne

k(z)
Yp (l’) = 1‘2
K (z)2* — 2k (z)x
donc y, (r) = pr
et on a ausst
/ :L'2
.Typ —+ zyp = 5 n 1
on trouve
k’(x)x2—2k:(x)x+2k($) _ x? . K (x) _ x?
3 z2 2+ 1 x 2+ 1
/ x3
k —
— (x) o
4o —x
54 =
— (z) x?+1
1 2z
K(z)=2— =
— F(=) 222 + 1
2 1 ,
— k(z)="—-In(2"+1)
2 2
k (x) 1
donc y, (v) = 2= i- 2—332111(:152 +1)

finalement la solution générale I’équation non homogéne est

k11 )
y(x)z;—i—i—ﬁln(x +1),keR.
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3.2.2 Equation de Bernoulli

Définition 3.2.8 On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme
' = p(t)r + q(t)x®

avec « € R/ {1} et p , q sont des fonctions continues.

On se place sur les intervalles ol  ne s’annule pas. On peut alors diviser par x®,

11—«

et poser z = , on obtient alors

2= (1-a)(p(t)z +q(t))

est une équation linéaire en z.

3.2.3 Equations différentiélles linéaires d’ordre 2 (EDL d’ordre2)

Définition 3.2.9 Une EDL du 2™ ordre & coefficients constants est une équation dif-

férentielle de la forme

ay”" +by' +cy = f(x) (E)

oua,b,c € R(a#0) et f e CI) (T ouvert de R). L’équation homogéne (ou sans second
membre) associée est

ay" +by +cy=0 (EH)

Proposition 3.2.10 Si y;, est une solution générale de (EH) et y, est une solution par-

ticuliére de (E). Alors y, + yn est une solution générale de (E)

Résolution de I’équation homogéne associée (E.H.)

ay’" +by +cy=0 (EH)
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On cherche la solution sous la forme y (z) = €"*, r € R. On a donc ¢/ (z) = ry (z) et

y" (z) = r*y (z), donc (EH) devient

y(ar®* +br+c) =0
Définition 3.2.11 L’équation
ar’* +br+c=0 (EC)
se nomme équation caractéristique de (E.H.).
Proposition 3.2.12 Suivant le signe de /N = b2 — 4ac, on a les résultats suivants :

1)A > 0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes 1 # 2, et

y('r) - CleTlm + 026T2$7 C1,C2 € R

est une solution générale de (EH)

2)A =0 : (EC) admet une racine double r € R

y<l’) = (Cll’ + 02)€T$7 C1,Co S R

3) A < 0: (EC) admet deux racines complexes conjuguées 1 = o + i3 et 1o = oo — if3

(0,8 € R, B #0) et

y(x) = (crcosPr + casinfz)e™, e, ¢ € R

Exemple 3.2.13 y — 4y + 3y = 0 ’équation caractéristique est r?> — 4r + 3 = 0 admet
2 racines réelles distinctes ri = 1,19 = 3, l’ensemble des solutions de (E ) sont : y(z) =

cre” 4+ e ¢y, 00 € R

Exemple 3.2.14 y + 2y +y = 0; l’équation caractéristique est r> +2r +1=0; r = —1

racine double, ’ensemble des solutions de (E) sont :

y(x) = (aqrx+c)e % e, €R
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Exemple 3.2.15 3" +21y/+4y = 0; ’équation caractéristique est r>+2r+4 = 0, A = —12
done i = —1+/3i, 1o = —1 — \/3i, d’ou Uensemble des solutions de (E ) sont :

y(z) = (01008\/§$ + Czsin\/gm)e_x, c1,c0 €R

Résolution de I’équation non homogéne
ay” +by +cy = f(z) (E)

Solution particuliere a (E)

1) Si f(z) = P(x) tel que o € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la formey = 2*Q(z) tel que Q est un polynéme et deg@ =
degP

k =0, si 0 n’est pas racine de (EC)

k=1, si 0 est 'une des deux racines de (EC)

k =2, si 0 est racine double de (EC)

2) Si f(z) = e** P(z) tel que a € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la formey = z%¢**Q(x) tel que Q est un polynoéme et
deg() = degP

k =0, si o n’est pas racine de (EC)

k =1, si a est 'une des deux racines de (EC)

k =2, si « est racine double de (EC)

Exemple 3.2.16
yl/ _4y/+4y — (:C2 + 1)61

I’équation homogéne est

y' =4y +4y =0

I’équation caractéristique : > —4r +4 =0 ;on a A = 0; v = 2 racine double donc la
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solution générale de l’équation homogéne est donne par
yn = (c1z + c2)e*;c1,c0 €R

2) On cherche une solution particuliére de l’équation non homogéne, comme 1 n’est pas
une solution de l’équation caractéristique, alors y, (x) = q(x)e” tel que degq = 2;

Yp () = (az® + bz + ¢)e* donc

y, (z) = (2az 4 b)e” 4 (ax® + bx + c)e”

Yy (r) = 2ae” + 2(2ax + b)e* + (ax® 4 br + c)e”

En remplacant dans (E), on trouve

2ae"+2(2ax+b)e” + (ax?+br+c)e” —4(2ax+b)e” —4(ax? +br+c)e”+4(ax’ +br+c)e” =
(22 +1)e”

(a—1)22+(b—4a)x+c+b+2a—1)e* =0

a—1=0 a=1
b—4a =0 = b=4
c—2b+2a—-1=0 c=17

donc la solution particuliére y, (x) = (2% + 4o + 7)e”
finalement la solution générale de I’équation non homogéne est

y(z) =yp = (1@ + 2)e* + (22 + 4o + T)e®;c1,c0 € R

3.3 Equation aux dérivées partielles

Soit f : R x R — R une fonction de deux variables réelles définié au voisinage de A (a, b)
Si la fonction © — f (x,b) a une dérivée par rapport z, on la note f. (a,b).

On peut définit la dérivée partielle par rapport a x par

fo i RXR =R, (z,y) — [, (7,y)

on définit la dérivée partielle par rapport a y par meme méthode, on note
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fl_% 1_%
S AR G TR

Dériveés successives

De la meme fagon, on peut définie la dérivée de la fonction f, par rapport a x, on la

0*f
"
note f’, ou Frc
. P : / " an
aussi la dérivée de la fonction f; par rapport a y, on la note f;, ou IS
yox
P : / " an
la dérivée de la fonction f, par rapport a y, on la note fyz ou 90z
Y
P : / " 82f
la dérivée de la fonction f; par rapport a z, on la notef,, ou .
0x0y
Théoréme 3.3.1 de Schwarz
Si les dérivées partielles f;, et f,, sont continues, alors ces dérivées sont égales

=1

O*f O%f O*f O*f

922" Dydx’ O Oxdy pour la fonction f (x,y) = x?+xy*—

Exemple 3.3.2 Déterminer

Yy
of - , OPf 0 B
of 92 f 92 f

3.3.1 Dérivées d’une fonction composées de deux variables

Soit la fonction F' (x,y) = f (u,v), tel que u,v des fonctions de x et y admettant des

dérivées partiellles, si f admet des dérivées partiellles, alors F' dmet des dérivées partiellles

et
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oOF oudf ovadf

9z 0xdu  orow
OF _ oudf  ovoj
dy  Oyodu Oyov

Exemple 3.3.3 Soit f (u,v) = u*+uv+v
u(r,y) =2z -y
v(r,y) =z+y
F(x,y) = f(u(z,y),v(zy)

3.3.2 Différentielles totales

Soit U : R x R — R une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles
continues

La differentielle totales de U s’écrit par

Si U (x,y) = Cte alors dU = 0.

Exemple 3.3.4 U%¥dz + %—Zdy = 2%+ ay

& (vy) =204y, 5 (v,y) =2

dU = (22 + y) dx + zdy

3.3.3 Formes différentielles totales exactes

On considére ’équation différentielle suivante
M (z,y)dz + N (z,y)dy =0
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Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que

ou

= (@) M (,9), L (5,9) = N (2,9)

dy

Alors la solution :

U (z,y) = Cte

Proposition 3.3.5 Soit U : R x R — R une fonction tel que

ou ou

ar @y) = M (@y), 5 (0y) = N(2.y)

Si M, N des fonctions continues alors

OM (xz,y) ON (x,y)

dy ox

Preuve. On a

ouU oU
- - M = =N
e (z,y) (z,v), 9y (z,y) (z,y)
donc
oM 02U ON 92U

a5 ) = 3 a_ ) t —— ) = 3 4 )
o (z,y) g0 (z,y) et - (2,y) 900y (z,y)
et M, N des fonctions continues alors d’aprés théoréme de Schwarz on trouve

OM (z,y)  ON (z,y)
Jy Oz

Remarque 3.3.6 On a

ou

o (@) =M (2,9), 5= (#,9) = N (2,y)
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danc U(m,y)Z/M(xay)dﬁ"'k‘(y)

aussi %—g (r,y) = (% (/M (x,y) dm) + k' (y) = N (x,y) c’est a dire

V) =N - o ([ @)

3.3.4 Application a l’intégration d’équation diff de premier or-

dre

On considére ’équation différentielle suivante

M (z,y) + N (z,y)y' =0

On peut écrire cette équation sous la forme

M (z,y)dz + N (2,y) dy =0

Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que

oU oU
— =M —_— =N
e (z,y) (z,y), o (z,y) (z,)
Alors la solution :
U(x,y) = Cte

Exemple 3.3.7 Résoudre I’équation

/

1+ 293
Y="9323

332y2

donc

(1+a2y®) + (32%y%) v =0
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c’est o dire

(1+ 2y®) do + (32%y*) dy = 0

on pose

M (z,y) = 1+ 2xy>, N (z,y) = 3z%y? on obtient

OM (z,y)  ON (x,y)
oy B ox

2

= 6xy

Alors il existe une fonction U tel que

oU oU

) -1 9 3 77 — 2. 2
5y (& Y) =1+ 2zy”, o (z,y) = 3z7y
Ulz,y) =z +2°y’ +k(y)

Gy (1) = 32%% + K (y) = 327y

donc k' (y) = 0 = k (y) = Cte.

finalement

r+ 22y =Cte = y=7¢ —

x2

=1 / 1 —4
c=0:y()=—27%,y (v) =307
;p_ 142z 1-2p2~! 1
y — 312y2 -

—3 py
3x2x73 3z3

Exemple 3.3.8 Résoudre I’équation

donc

1+22y+2% =0

c’est a dire

(14 2zy)dr + 2°dy =0

on pose
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M (z,y) =1+ 2zy, N (z,y) = 2% on obtient

OM (x,y) _ ON (z,y)

=2
dy ox .
Alors il existe une fonction U tel que
ou ou
. (l’,y) =14+ 22y, — (‘ray) =2

ox dy

Ulr,y) =z + 2%y +k(y)
& (vy) =2+ ¥ (y) = 2°
donc k' (y) = 0 = k (y) = Cte.

finalement
c—=z

v+ a2y =Cte = y=—
T

3.3.5 Facteur intégrant

Soit une differentielle de la forme

dV =M (z,y)dzr + N (z,y) dy

tel que
OM (z,y)

dy

ON (7,y)
ox

=+

cette différentielle n’est pas totales.

On cherche alors une fonction F' (z,y) tel que

dU = F (z,y) M (z,y)dx + F (z,y) N (z,y) dy

est une diff totales

cette fonction est appelée facteur intégrant de la diff dV.
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3.3.6 Détermination de facteur intégrant

Il suffit de trouver la fonction F' qui vérifie la relation

d(FM) (FN)

Jy ox

c’est a dire

oM oF ON oF
FEo e = pZ N
oy + dy ox + ox

Facteur intégrant de la forme F ()

Donc dans ce cas on a

ce qui inplique

alors

()

donc F (z) = e/

Facteur intégrant de la forme F (y)

Donc dans ce cas on a

ce qui inplique
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alors
1 0F 1 (8N oM )

Foy M\dx 9y

1(8N BM)d

M\ oz oy

donc F (y) = e/

Exemple 3.3.9 Résoudre
y—ay =0

on peut écrire cette équation sous la forme
dV =ydx —xdy =0

cette différentielle n’est pas totales.

On cherche alors une fonction F (x) tel que
dU = F (z)dV = F (z) ydr — F (x) zdy

est une diff totales

donc

/‘_lm(l—l—l)d:v
F(z)=e

cest a dire F (z) = %5 +c¢,c€R

2

et on a

1
aU = ) (ydx — zdy)

Donc onag—g(x,y): e et%—g(xay):%

alors U (x,y) = —2 + k()

ce qui implique %—g (z,y) =L +k(y) ==
c’est a dire k' (y) = 0 = k (y) = Cte.
Ul(z,y) = %y + Cte.

donc la solution est - = Cte. => y = cw,c € R
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finalement la solution de (E)esty = cx,c € R
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Chapitre 4

Séries numériques

4.1 Généralités

Définition 4.1.1 Soit (u,), .y une suite des nombres complexes ou réels, on appelle série

=N
de terme général u,, et on note Y u, la suite des sommes partielles S, = > ;.
i=0

Remarque 4.1.2 1)On remarque que S, — Sy—1 = Uy, ¥n > 1

2) Si la suite (uy) définie a partir de rang ng, la série de terme général u,, est

1=n

n>ng
donnée par la suite des sommes partielles S, = > u;.

i=ng

4.1.1 Séries convergentes

Définition 4.1.3 Une série Y u, a valeurs complexes ou réels est dite convergente si et

seulement si la suite (S,), de ses sommes partielles est convergente.

Remarque 4.1.4 1) la série > u, est diverge sinon.

2) Si la série ) u, est converge vers S c’est a dire la suite (S,), de ses sommes
o0

partielles est convergente vers S, qui est appeleé somme de la série et on note S = > u,.
n=0

o0 =N
S = X;U” &S = nl_l)glmz(;ui
n= 1=
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Exemple 4.1.5 Série géométrique
Le terme général de la série géométrique est u,, = ar™ (r le raison, a le premier terme)

iui = ia’r” =a(l+r+r*+..+r")
i=0 =0

Sir=1 onaSn:iui:a(n—l—l)
=0

Dans ce cas la sém’e est diverge.
(1—7"”""1)

Sir%lonaS—Zuz— -

lim S, :1;1”820<7"<1

T

n—-+oo
lirf S, = —o00 sir > 1.
1 _ 1 1
car (TL+1)A(n+2) ~ ntl a2
R 1\ _ 1
etsn—;)(m—m)—l—m

Exemple 4.1.7 Z 1) " 2

n=1
1

Sachant que % = /tkldt, k € N*
0

donc Z l)kﬂ ;L;l /tk Ldt /Z )t a :/ 1+f)"dt
B 0
1 1 1

=" — n _ 1
1_+tdt 1n2€t/1+tdt _S/tdt_n_—l-l

0 0 0

Cas particulier

Une série Y u, & termes complexes est convergente si et seulement si la série de

parties réelles et la série des parties imaginaires sont convergentes et

n=0

4.1.2 Reste d’une série convergente

Soient Y u, une série convergente et p € N
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on appelle reste d’ordre p la somme de la série R, = > u,

n=p+1
Proposition 4.1.8 Si R, = > wy le reste d’ordre n pour la série Y u,,.
k=n+1
alors
limR, =0

Opérations sur les séries

Soient Y u, et Y v, deux séries a valeurs dans R (ou C) et A € R.

o Si Z u, converge. alors »  Au, converge et on a :

lim Z)\un = A lim Zun

n—>oon =0 n—>oo

e Si)d u, et v, convergents, alors » ~u,, + v, converge, et on a :
) 9y

iunjLivn:i un—HJn
n=0 n=0
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Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Maths 8 -2017/2018
2 année LMD-Sciences et Techniques

Fiche TD 1

Exercice 1: Soit f : [a,b] — R une fonction définie par

f(z) =2z +1sur [a,b

Montrer que la fonction f est intégrable en sens de Riemann.
Exercice 2

Soit la fonction f définie pour tout z € [0, 1] par:

lsix
(@) = - ¢

0 sinon

Vérifier que la fonction f est non intégrable en sens de Riemann.

Exercice 3: Calculer les intégrales suivantes

L(z) = /ﬁm I (z) :/%de,

cos T
I = —d
3(7) /sinm+1 v

Exercice 4:

1) Calculer I'intégrale suivante

I (z) = / x arctg () da,

sachant que arctg’ = )
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2) Montrer que, pour tous les entiers strictement positifs, on a ’égalité suivante:

1 1

" In2 1
T de =20 (e 4 1) de
0 0

Exercice 5: Calculer les intégrales suivantes

1 1

x?—1 2@+ 5
1)/5524—1(&’ 2)/x3—$dx'
0 0

Correction Fiche TD 1

Exercice 1:
1)Ona f:la,b —Ret f(r)=224+1 sur [a,b]
On choisit A = {x I Gl

,1=0,..., n} une subdivision de l'intervalle [a, b]
et [z = [fl?i, xiJr]_I: y ,i = O, o, n.
Calculons maintenant les deux sommes de Darboux

S(A,f) :iMi (Ii—i—l —J}i) tel que M; :supf(x) =9 (Q+W) +1

zel; n

S(A7f):§1mi(xi+1_xi) tel que m; = inff(x):2<a+i(b—a)) L

E?Ef) =j_i: Kz (a—|— W) N 1) @]
:@; 2 [2@%1 + 2@75 (i+1)+ Tfl]
_(b-a) [2;:”@— a)n(’;:+ ) +n} =
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alors

alors

lim s(A,f) = 2a(b—a)+ (b—a)’>+ (b—a)

n—-+o0o

= ¥ -ad’++(b—a)

finalement 1151_1 S(Af) = lilll s(A,f)

c’est a dire intégrable en sens de Riemann.

Exercice 2

Soit la fonction f définie pour tout = € [0, 1] par :

F ) = 1sizeQ

0 sinon

Vérifions que la f non intégrable en sens de Riemann

On choisit A = {xz = i,z’ =0,..., n} une subdivision de l'intervalle [0, 1]
n

et Iz = [in,ZL'H_l[,,i = 0,

S

Y
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Calculons maintenant les deux sommes de Darboux

n—1
SN, f) = > M (zip1 — x;) tel que M; =supf (z) = 1
i=0 I

xELl;
n—1
s(Af) = > mi (241 — x;) tel que m; = 1n1ff(x) =0
i=0 z€l;
donc
n—1
SN f)=Y+=1
=0
-1
s(O, f)=>0=0
i=0

C’est a dire f est non intégrable en sens de Riemann

Exercice 3: Calculer les intégrales suivantes

].) Calculons Il (I) = /ﬁd.ﬁ
T

H&
[\

+
=

ub —10

1
dx:%/—du: Lub4cceR

finalement [; (z) = =5 (z*+1) " +¢,ceR
2
2) On calcule I, (x) = ’ :
3+ 1

I () / z? gy 1 322
)= | —dr =% | ——
’ VBb+1 o ) Vit
on choisit u (z) = z* + 1 alors v’ (z) = 322
u () 1

donc I (x :l/—d:c:l/—du:gu

DU RYIE Y T
L(x)=23Va3+1+cceR
nous utilisons meme methode pour trouver:

13(:1:):/ﬂd:czlmsmxﬂuc,ceR
sinz + 1

Exercice 4:

dx

NI

+c,ceR

1) On calcule

I(z)= /x arctg () dx,

1
sachant que arctg’ () = — 1
T

on utilise 'intégrale par partie
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u(x) = arctg (z) ,v' (z) =2 = o/ (x) = ,v(az:):%2
donc

I(z)= %arctg () — %/x%il dx

et/mg“"—il d:cz/l—i—x%ﬂdx:x—l—arctg(x)

2) Montrons que, pour tous les entiers strictement positifs, on a I’égalité suivante:

1 1

x" In2 1
T gr="2_ [ In(a"+1)dz.
/(x”—l—l)x n n/n(w—{—)x
0 0

on utilise I'intégrale par partie
1 1

" nx™
" dr= i/ 4
[(ml) ' [n%ul) '
n—1
u(z) = tx,v' (z) = (::;‘L:——l—l) =/ (z) =L, v(z) =In(z" +1)

Exercice 5: On calcule les intégrales suivantes

2 —1 2 +1-2
dr = [Z 1272y
/:1:2+1$ / 241 .

-2
= 1 d
/ +x2+1 v

= x —2arctg (z) +c¢,c€R

/2x+5d1‘ _/ 2r+5 dx
3 —x S+l

/—5 3,5 1,5
= — + + dx

T r—1 x+1

= —Sln|z|+3,5In|z— 1]+ 1,5In|z + 1.
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Centre Universitaire Ahmed ZABANA Relizane
Maths 8 -2017/2018

2 année LMD-Sciences et Techniques

Fiche TD 2
Exercice 1: Calculer les intégrales suivantes
I=[f, Zdedy,on D =[1,3] x [1,5]
Yy

I= [[, (z+2y)dedy,on D= {(z,y) € R}0 <z <1,0<y<uz}
L= [f, (2* +y?) dedy,on D = {(x,y) € R*a” +* < 25}

Exercice 2:Calculer les intégrales suivantes

I =[], (yxz)dzdydz,otuD = 1, 3)°
I'= [[,(x+y+22)dedydz,on D = {(z,y) € R* (z,y) € [5,7]2 oy <z<ux}
I = ffD Sdrdydz,ou D = {(z,y,2) € R% 22 + y? + 22 < 4}

Exercice 3: Calculer 'aire délimitée par
2?4+ y* <252 >0,y > 0.
Exercice 4: Calculer le volume du

D = {(z,y,2) € R*2? + 92 + 22 < 4}.
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Correction Fiche TD 2

Exercice 1:

3 5
I = {fxda:} X {fidy} =41Inb5.

1

1 [x 1
2)1 = f{f (z+2y)dy| do = [227dx = 2

0 Lo 0
3) I = [[,@*+y?) dedy,ou D = {(z,y) € R?
@ :(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsind)

;o 4+ y? < 25}

cosf) —rsinf
La matrice jacobien de ¢ est J () =
sinf rcos6

et )%‘ =r
A={(r0)/0<r<bet0<60<2r}
¢ (A) = D, on obtient:
5 27
I=[[,@*+y*)dedy =1= [[, r*rdrdd = [fr%r] X [fd@] =
0 0

Exercice 2

1) I = [[, (yrz)dadydz,on D = [1,3]°

1= |foo| x| Judy| x| foaz| <o

2) I = ffD (x +y + 22) dedydz,ou D = {(z,y) € R% (z,y) € [5,7]2,y <

x}
I:ffD(x+y+2z)da:dydz:ff[w]z
fo[5’7]22 x? — y?) dzdy

=2 | =y ay

5

[ (z+y+22) dz] dxdy

Y

3) I = [[,5dedydz,0t D = {(z,y,z) € R%a2? + ¢y + 2* < 4}

0 :R>—=R3 (r,0,8) — (x,y,2) = (rcosfcosB,7sinf cos 3, rsin 3)
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cosfcosf -rsinflcosfS -rcosfsinf3
La matrice jacoblien de ¢ est j(¢) = | sinfcosS rcosfcosB -rsinfsin/

sin 3 0 r cos 3
det(j () = r?cos 8
A={(rz2)/0<r<2e0<f<2r,F<B<

}.

MIE

fffD f(x7ya Z)dxdydz = fffA 7‘2 ‘COSB| d?‘d@dﬁ

Jus

= [jrzdr} X [?d@} X jcosﬁdﬁ

4
= 723

3

Exercice 3: Calculons l'aire délimitée par

2?4+ y2 <252 >0,y >0
[ff ,dxdydz, D = {(z,y,2) € R¥/a? +y> < 25,2 > 0,y > 0}
A={(r0,2)/0<r<5et0<f<T}

[[[, dxdydz = [[[ , rdrd6dz = [irdr} X [

Exercice 4: Calculons le volume du

o ~— I

4

d@] =B

D ={(z,y,2) e R a? + 9 + 2> < 4}

A={(r0,8)/0<r<2et0<60<2r E<f<

(MIE

}
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[[[, f(x,y, 2)dedyd> = [[[ . 7*|cos 8| drdddp
- el i) [m]

4
= —723

3
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Fiche TD 3

Exercice 1: Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes

1

1
1 1
I, = —dx, I, = d
1 /\/E$72 /ex_lxu
0
1

0
3

2_12 .
I = /Mdm,hz/smfdx
0 (x_l) 0

Exercice 2:

1)Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes

+o0 ~+o0 +oo +oo
1 V1 |
I = /—2dx, j. /x—;“dx; I = /—3dx,I4 _ /fdx
€ X X er
2 0 0

1

+o00
) . sinx + 2cosw
2) Montrer que 'intégrale suivante I; = / —— —dx
x
1
est absolument convergente.

Exercice 3: Résoudre les équations différentielles suivantes
vy =y+1yy =2 oy =y =y +a’y’
Exercice 4: Résoudre les équations différentielles suivantes

y//_’_2y/+y:x261b
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Correction

Exercice 1: Déterminons la nature des intégrales impropres suivantes

1 1
L = /—xdl‘ la fonction f (z) = NG n’est pas définie en 0

1
1 _1417d
/—dx—/:c2dx: [;‘f] = [2v7), =2v1 -2Vt
t
t

limF (t) =

t—0

donc l'intégrale I est convergente.
1

1
2)]2:/6$_1d.73

0

1
la fonction f (z) = ] n’est pas définie en 0
6.’1? —

F(t):/ ! dx

er —1

t
y:e$:>dy:€$dl’:yd$

c’est a dire dx = %

1 1
[omite= [ yg=gtr= [ G+t o=~y = -+
In(e® —1)

1
1

donc F(t):/ 1d:c: [~Ine* +1In(e* — 1)), = —1+In(e—1)+t—In(e — 1)
6.’1)_

¢
limF (t) = +o0
t—0

donc l'intégrale I5 divergente.

_ [ 1)
]3—O/($_1)2dx
F(t) = ](:CZ le)_(ilv;— 1)dx — 1/(:1:+ 12 da = [(x+31) E _ % B (t+31)3
limF(t)tzg_%zg !

t—0
donc l'intégrale I3 est convergente.
3

0, = / Smga: de

T3
0
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3
sinx 1
on a/ —\|dr < | —dx
x3 x3
0
3
1 2 —2+1 3 1 1
et F(t)= [ —wde= [x73dx = [%] =3 x 33 —3t3
T3 EAREY

t 0
limF (t) = 3 33

donc l'intégrale I, est convergente.
Exercice 2:

1)Déterminons la nature des intégrales impropres suivantes
+00

1
1
t
1 it _ _
PO = [Sar=[2] =2 - (F) =2 +1
1
tllinooF (t) =1
donc l'intégrale I; est convergente.
“+o0o

on pose f (z) = —“’;2;1 et g(x) = 3%2
ona lim £& =1

“+o00 —+00
T 1
alors / %dm et I} = / —de de la meme nature.
T
2 1

donc l'intégrale I est convergente.
1
0

3
onalgz/—3dx
x
0
t
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C c

1 _ 11t _ _
Fa(t)= [ o= [odo =[5} = 5 - (3) =~ - 5
t t

t——+00

donc l'intégrale I3 est divergente.
+o00
x
- 0
fe—mdx = [ze "dx
par la méthode de I'intégrale par parties on trouve

u(r) ==z u () =1

T —x

v(x) =—e

£d:c = /xe’”dx = —ge ¥ — /—e"’”daz
eﬂf

= —xe¥—e"+cceR

V' (z) =€

t
donc F' (t) = Ly = [—ze™® —e ]} = —tet —e 7t 41
eI
0
lim F(t) =+1
t——4o00

donc l'intégrale I, est convergente.

2) On montre que l'intégrale imprope

+oo

sinz + 2cosw
o [,
x
1
est absolument convergente.
+o0o +o0o
sinx + 2cosx 3
/ ——|dz < | Sdx
x x
1 1
+oo +oo
3 1
et [ —dx =3[ —dx est convergente
x x
1 1

donc I5 est convergente.

Exercice 3: Résoudre les équations différentielles suivantes
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Day =y+1—= 25 =

8 |~

donc

/
1
/ / dl’z/—d:c
y+1 T
Infy+1f=Inlz[+cceR
alors e+l = elnlzl+e ¢ R
y(x)=kzr—1,keR

donc ¥/ (z) =k et

ak = kr—1+1

2)yy = —2
alors [yy'dr = [ —2dz
c’est a dire fydy = f —9dr

doncy;:_gx_,_qceR

3/2:—41’4—07061@

3) ,fL‘yl — ey

On peut écrire cette équation sous la forme
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1
/e_ydy = /—dx
x

—e Y =In|z|+cceR

e?V=—(n|z|+c¢),ceR

dans le cas
—(In|z|+¢) >0
on a:

y(z) = —=In (= (Infz] +¢))

< 2
— =z+
-3

cest a dire 2/ = =3z — 32% < 2/ + 32 = —32?

on cherche une solution particuliere z, = az? + bz + ¢
2z, =2ax +b

2+ 3z = —3x?

2ax + b+ 3 (ax? + bx + ¢) = —32?

3ax® + (2a + 3b) v + 3¢ + b = —32?

3a = —3 a=—1
20 +3b=0 = b=2
3c+b=0 c= 2

9
donc la solution particuliére est
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2 -2
zp (1) = =2+ o+ —

3 9
Résoudre ’équation homogene:
2 4+32=0
c’est a dire
Z/
2 __3
z

donc

!
/idx: /—Sda:
z

Inz =—-3x +c¢,ceR alors
2 (v) = ke ™ Kk eR

la solution générale de 1’équation non homogeéne est

2 -2
z(x):ke_3‘”—x2+§x+?,k:€R

Exercice 4: Résoudre les équations différentielles suivantes

y//+2y/+y:x2€x

I’équation homogéne est

y//+2yl+y:O

I'équation caractéristique : 72 +2r +1 =0 ;on a A = 0; r = —1 racine double donc la
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solution générale de I’équation homogéne est donne par
yn = (v +c2)e e, €R

2) On cherche une solution particuliére de 1’équation non homogene, comme 1 n’est pas
une solution de I’équation caractéristique, alors y, (z) = q(x)e” tel que degq = 2;

Yp () = (az® + bz + ¢)e* donc

y, (z) = (2az 4 b)e” 4 (ax® + bx + c)e”

Yy (r) = 2ae” + 2(2ax + b)e* + (ax® 4 br + c)e”

En remplagant dans (F), on trouve

2ae"+2(2ax+b)e” + (ax?+br+c)e” —4(2ax+b)e” —4(ax? +br+c)e”+4(ax’ +br+c)e” =

2 2

xTr-e

((a—1) 2?4+ (b—4a)x+c+b+2a)e” =0

a—1=0 a=1
b—4a=0 = b=4
c—2b+2a=0 c=206

donc la solution particuliére y, (z) = (z* + 4z + 6)e”
finalement la solution générale de I’équation non homogene est

y(@)=yn = (ax +co)e ™ + (22 + 4z +6)e";¢c1,c0 €R
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