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CORRIGE DE L’EPREUVE DE RATTRAPAGE

Exercice 1(5 points)
1. Résoudre dans son domaine de définition 1’équation suivante : In(z+2)+In(z+3) = In(zx +5).

L’équation est bien définie si

r+2>0 = z€]—2 400,
r+3>0 = x€| -3+,

r+5>0 = z€] -5, +o0] (1pt)

D’ou D =] — 2, +00[N] — 3, +o0[N] — 5, +oo[=] — 2, +00].

In(z +2) + In(x + 3) = In(x + 5) = In[(x + 2)(x + 3)] = In(z + 5)
= (x+2)(x+3)=(x+5)
=22 4+4r+1=0. (0.5pt)
On a A =12, donc 21 = -2 — V3 ¢] — 2,+0c0] et z2=—-2++/3 €] —2,+].
D’oit 'ensemble des solutions est S = {—2+ v/3}. (1pt)
2. Calculer la limite suivante : lim [E <x = ;) + 2} .

r—+oco |

On a pour tout t € R, t—1< E(t) <t,dou pour x € R* on a

1 1

r———1<Ex——-)<z——

x x x

1 1 1 1 1

1- — < -Bla—--)<1-—

2 x oz (@ x)_ x2

1 1 1 1 1
3— < Br--)+2<3— — 1pt
i<ty L apy

1 1 1

Comme lim (3—— ——) = lim (3— — | =3, alors on obtient par passage a la limite dans la double
T—r+00 :L‘2 x T—>+00 :E2

inégalité :

lim [1E <a: _ i) + 2] —3. (0.5pt)

z—+oo | T

3. Donner la contraposée de la proposition suivante : —1 <z <1=|z| < 1.

On a la contraposée de P = Q est @ = P, alors la contraposée de —1 < z < 1 = |z] < 1 est
|lz] >1=2z< -1 ou x> 1. (1pt)

Exercice 2(4 points)

1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que : Vz €|1,+cc[, on a

-1 1
h < arctan(x) — arctan(1l) < i(x —1).



On applique le théoreme des accroissement finis a la fonction x — f(z) = arctan x sur 'intervalle [1, z].
La fonction f est continue sur R, en particulier sur [1,z] et elle est dérivable sur R, en particulier sur |1, z[.
(1pt)

Alors d’apres le théoreme des accroissements finis il existe un ¢ €]1, z[ tel que

_ , arctanz —arctanl 1
f@) = F1) = (@ = DS LS (05pY)
D’autre part
l<e<z = 1< <a?

N 1 < 1 < 1
1422 142 2

N 1 < arctan x — arctan 1 4 1 (1pt)
1+ 22 z—1 o P

multiplions par z — 1 > 0, on obtient

1
Vz €]1, 400, [T 22 < arctan(z) —arctan(l) < 5(3; —1). (0,5pt)
2. Dédui T+ < arctan(2) < T 42
: ir :  — + - <arctan -+,
éduire que g T <arcta 1775

D’apres la premiere question si on pose z = 2, on obtient

1 1 1 1
=< arctan(2) — arctan(1) < - = Tii< arctan(2) < 2 + 50 car arctan 1 =

ipt
5 At (1pt)

AN

Exercice 3(5 points)

Toew st <0

Soit la fonction f définie sur R par : f(z) =< 0 st x=20

22(1+1Inx) si x>0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en z¢ = 0.

La continuité en zo =0

f est continue en z¢ = 0 si seulement si lim f(z) = lim f(z) = f(0).
z—0~ z—07t

lim f(x) = lim 22er =0 = f(0)  (0,5pt)

z—0~ z—0~

et
lim f(x) = lim 2>(1+1Inxz) = lim 22 + 2’Inxz =0 = f(0) (0,5pt)

z—0t z—0+ z—0t

Donc f est continue en xzg = 0.

— La dérivabilité en zo =0

— f(0
f est dérivable en 0 si et seulement si lim M

z—0— X z—0t x



1

lim M = lim ’”2% = lim wer =0 (0,5pt)

r—0~ z—0~ z—0~

et

lim @O _ gy 220402) gy z(l+Inz)= lim (r+xlnz) =0 (0,5pt)

z—0t x z—0t z z—0t r—0t

Donc f est dérivable en zg = 0 et f/(0) = 0.

2. f est-elle de classe C!' en 29 =07

f est de classe C' en 29 = 0 si est seulement f est continue et dérivable en 2y = 0 est sa dérivée f’ est
continue en xg = 0.

D’apres la premiere question f est continue et dérivable en zyp = 0.  (0,5pt)

(2z — l)e% six<0
Sa fonction dérivée est donnée par f'(x) =< 0 si =0 (1pt) On a
z(3+2Inx) si x>0

lim f'(z) = lim (22 — 1)ex = 0= f'(0) (0,5pt)

z—0~ z—0~

et

lim f'(z) = lim (34 2lnz) = lim (3z+2zlnz) =0= f(0) (0,5pt)
z—0+ xz—0+ z—0+

Donc f’ est continue en 2o = 0. D’ou f est de classe C!' en 2o = 0. (0,5pt)

Exercice 4(6 points)
e\/1+x2 +eVi-®

1 + sin(z)
puis en déduire I’équation de la tangente au point (0, f(0)) a la courbe (Cy).

1. Déterminer le développement limité de f(x) = a ’ordre 2 au voisinage de 0,

Ona Vi—z=1-4z— 122 +0(2?), 1+sine=1+2z+o0(z?), VI+22=1+ 2%+ 0(2?).

1422 _ 61—&—%932—0—0(3:2) — La240(2?)

Onace e-e2

1
On pose u = 322 + o(z?) avec u — 0 quand = — 0, alors : e =1+ u + §u2 + o(u?). d’ot,
1
S L G (1 + §$2 + 0($2)> . (0,5pt)

: V1= 1, 1.2 2 _1,..1.2 2
Maintenant, on calcule le DL de eV1~% = ¢l=32—§2 +0(#%) — ¢ . g=g@— 52 +o(@")

On pose t = —%a: — %xQ + o(x?) avec t — 0 quand = — 0, on obtient
11 1/ 1 1 2
e~da-deirol?) _ qy <_2x aia +o<x2>) +5 <_2x - o<x2>> T o(a?).

On développe I'expression ci-dessus en ne gardant que les monomes de degré inférieur ou égal a 2, on obtient

evizt —¢. <1 — %ar + 0(362)) . (0,5pt)

6(2—%90—1-%1‘24-0(:62))

Alors, f(z)= I+ z+o(a2)




1 1
2 — sz + 32% + o(z?)
142+ o(x?)
Méthode 1 : On effectue la division suivant les puissances croissantes.

Pour calculer le DL du quotient , on peut appliquer 'une des méthodes suivantes :

2 —%1’ —i—%xQ 1+
-2 -2 2 — 3z 4 322
—gx —i—%xQ

d’oty,

2 — x4+ 12?2 + o(2?) 5

2 2 2 2

=2—-= 3 . 1pt
12+ o(a?) 2:c+ x* + o(z?) (1pt)

Au final, on obtient

f(;g) = 2¢ — %x + 3ex? + 0(:62). (075Pt)

Méthode 2 :
On peut aussi mettre la fonction f sous la forme
e(2— iz + 122+ o(2? 1 1 1
( 2 2 ( )) = e(2—-z+ 2>+ o(z?) ) ———.
14z + o(x?) 2 2 14z + o(z?)

Il suffit d’utiliser le DL de et déduire le DL final par le produit.

1+y
L’équation de la tangente a la courbe (Cy) au point (0, f(0)) :

De la question précédente, on déduit que (Cy) admet au point (0,e) une tangente d’équation
oe
y=2e— 5 & (1pt)

In(chz cos
1. En utilisant les développements limités calculer la limite suivante : lin})w.
T—r xr

In(chz cos )

lim 1 est une forme indéterminée
z—0 X

Au voisinage de 0, on a

_ Lo 1 4 4 Lo 1 4 4y _ L 4 4
chx cosx = <1 5% —1—2495 +o(x )> (1+2x —|—24x +o(z%) ) =1 7 +o(z%). (1pt)

1
D’autre part le DL de In(chz cosx) = In(1 — 63:4 + o(z%)).

On pose t = —%x4 + o(z*) avec t — 0 quand = — 0, on obtient

1
In(chz cosz) = —61'4 +o(z?). (1pt)
D’ou

lim 7 = lim 1
x—0 T x—0 X

In(chz cos x) ” (—éx‘l + 0(354))



