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CORRIGE DE L'EPREUVE FINALE

Exercice 1. (6 points)

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N* :

P(n) : Z 3k +k =n(n+1)>
k=1

Pourn=1,ona:3-12+1=4et 1-2% =4, donc P(1) est vraie.
Supposons que, pour tout n € N*, P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie. On a par

hypothese :

n+1 n
B4k = ) 3K +k43n+1)°+(n+1)
— k=1

= n(n+1)2+3m+1)>*+ (n+1)

= m+Dnn+1)+3n+1)+1)
= (n+1)(n*+4n +4)
= (n+1)(n+2)3

donc P(n + 1) est vraie. D’olt, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

2. Montrer que I'application f: N — N, définie par f(n) = E(%5) n’est pas injective.
L’application f n’est pas injective car il existe deux entiers naturels n, et ny différents tels que

f(n1) = f(na) et ny # ny. On peut prendre par exemple ny =0 et no =1 f(0) = f(1) = 0.
3. Montrer que larelation R est symétrique. Vz,y € R, 2Ry < ch(x)sh(—y) = —sh(z)ch(y).

On a
Ve,y e R, 2Ry = ch(x)sh(—y) = —sh(z)ch(y)
= —sh(x)ch(y) = ch(z)sh(—y),
comme sh est une fonction impaire (Vz € R, sh(—xz) = —sh(x)), alors

Ve,y e R, 2Ry = sh(—z)ch(y) = —ch(x)sh(y)
= yRx.

D’ott R est symétrique.

4. Soit A ={3— ﬁ | n € N}, déterminer, s’ils existent, sup A, inf A, min A et max A.



Premieére méthode.

Pour tout n € N, on a

n>0 = 2n+12>1

= 0<

<1
2n+1 —

= 2<3-— < 3.

2n+1

Donc 2 est un minorant de A et 2 € A (pour n = 0) par conséquent min A = inf A = 2

D’autre part, 3 est un majorant de A et 3 ¢ A. Comme lz'T, (3 — ﬁ) = 3, alors sup A = 3.
T—r+00

Le max A n’existe pas (car 3 ¢ A).

Deuxiéme méthode.

On considere la suite (U,),, définie pour tout n € N, par

1

U,=3-— .
2n+1

Pour tout n € N, on a :

1 1 2
Uni1 = Un = <3_2n—|—3> \ (3_2n+1> T (2n+1)(2n+3) >0,

donc, la suite (U,),, est strictement croissante, donc Uy < Uy < Uy - -+ < U, Vn € N*.
On en déduit que min A = inf A = Uy = 2.

_1

Etant donné que la suite (U,), est croissante et majorée par 3 (car 3 — 53—

< 3, pour tout

n € N, alors (U,),, converge vers [ = sup A.

l= lim U, = lim (3— ! ):3

n—+o0 n——+o0 2n +1

On remarque que 3 ¢ A, donc max A n’existe pas.

Exercice 2. (8 points)
Soit f : [—1,400[— R la fonction définie par

—1+z, -1 <x<0
flz) = ou a et b sont deux parametres réels
—cos(mx) +ax +b, x> 0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur | — 1,0[U]0, +o0].
e La continuité de f sur | — 1,0[U]0, o0 :

— Pour z €] —1, 0], la fonction f est la composée de la fonction polynéme = — 1+, continue

sur R par la fonction racine carrée x — +/x continue sur R™ donc f est continue | — 1,0[.

— Pour z €]0, +o0[, f est la somme de deux fonctions continues sur R (I'une est la fonction

x +— cosz, Pautre est une fonction polynéme x +— ax +b), donc f est continue sur |0, +oo|.

2



e La dérivabilité de f sur | — 1,0[U]0, o] :
Pour les mémes raisons que précédemment f est dérivable sur | — 1,0[U]0, +o0.
e La dérivée de f sur | — 1,0[U]0, +o0] est donnée par

—1

fla)=9q 2VI+a

msin(rx) +a, x> 0.

—1l<z<0

. Déterminer la valeur de b pour que f soit continue en 0.

La fonction f est continue en 0 si est seulement si lim f(z) = lim+f(x) = f(0).
z—0~ z—0

xli?gz_f(as) = lim (—V1+z)=-1=f(0)

el = —1+b=-1=b=0.
lim f(z) = lim (—cos(mx) +ax+b)=—-1+b

z—0t z—0t

. Déterminer la valeur de a pour que f soit dérivable en 0.

f est dérivabale en 0 si et seulement si li?gl_ w = li?gl+ M =1 (C).
(i) lim f@) = 10) = lim —————— Lrotl
z—0~ T z—0~ T

indéterminée, on applique la regle de I’Hopital.

est une forme indéterminée 8. Pour lever cette forme

Soient
—1

gx)=—/1+z+1=4(z) = m,

h(zx) =2 = h'(z) =1
Remarque : Les conditions d’application de la régle de I’Hopital sont satisfaites. En effet, g et

. , . > v . .. ’
h sont deuz fonctions définies, continues, et dérivables au voisinage de O et h ne s’annule pas.

g (z) -1 -1 o =/1I+rz+1  —1

i = lm—=—=lim— = 1
— f(0 — 1
(ii) lim M = lim cos(rz) + ax + est une forme indéterminée. En appliquant la

z—0t xT z—0t xT

regle de I'Hopital, on obtient :

: : . —cos(mx) +ax + 1
lim sin(mx) +a =a = lim =
z—07t z—0t x

a (2).

En utilisant la condition (C) de la dérivabilité de f en 0 et par la limite & gauche (1) et la limite

a droite (2) du taux d’accroissement lim fz) — £(0)

, on obtient :
z—0t x



-1
4. OnﬁxeaZTetbzo.

—v 1+, -1 <z<0

—cos(mx) — g, x> 0.

fz) =

(a) Enoncer le Théoréme des valeurs intermédiaires : Voir le cours.

(b) Montrer que f'(z) = 0 admet au moins une solution sur J3,1[.
De la question (1) on a : f/(z) = wsin(rz) — 3, Va €]3,1[. Comme f’ est continue sur
Pintervalle |1, 1[ et f'(1/2)f'(1) = —(¥) < 0.
D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction f/, il existe au moins
¢ €]3,1] tel que f'(c) = 0.

(c) Etudier la monotonie de f’ sur 15, 1[.
Pour tout z €]1,1[ on a : f”(z) = ncos(wz) alors f"(x) = mcos(mz) < 0 (car —1 <
cos(mz) < 0 pour tout z €]3,1[), donc f’ est strictement décroissante sur |3, 1.

L’équation f'(x) = 0 admet une unique solution sur ]3, 1.

Exercice 3 . (6 points)

Soit

e ch(x)

fr) =

1. Le DL de la fonction f au voisinage de 0. On a

1+ arcsin(z)’

chx) = 14 5o’ +o(s?),

1
1 +arcsin(z) = 1+z+ 6363 + o(z?).

Pour calculer le DL de +/ch(z) = \/1 + 222 + o(x?), on pose t = 222 + o(z?) avec t — 0 quand

x — 0 et on utilise le DL :

1,1 1
VI+Ft= 1+§t—§t2—|—ﬁt3+o(t3),

on obtient :

=14 30 o) = 145 (B wot) —§ (e +oten)

(L o)+ o)
16 2x o(x o(x?),

on développe 'expression en ne gardant que les monomes de degré inférieurs ou égals a 3, on
obtient

1
ch(z) =1+ sz + o(z?).



Maintenant, on calcule le DL de eV®) = ¢. e1# o) On pose u = 12?2 + o(x?) avec u — 0

quand z — 0, ce qui donne :

1 1
U 2 3 3
e =1+u+ju + g + o(u”).

d’ou,

1 1 /1 21 /1 ’
st o) — 1 4 <1x2 + o(mg)) + 5 (Zﬁ - o(w3)) + 5 (Zﬁ - o(w3)) +o(z?).
on développe 'expression ci-dessus en ne gardant que les monomes de degré inférieurs ou égals

a 3, on obtient

eieitol@®) — 1 4 ixQ + o(z?).

Alors,

Fa) = e (1+ 1a2? + o(x?%))
1+ + s34 o(a?)
1+ 22 + o(z?)

, on peut appliquer I'une des méthodes
14z + a3 + o(x?) P PPN

Pour calculer le DL du quotient

suivantes :

Méthode 1 : On effectue la division suivant les puissances croissantes.

1 +2a? 1+ + ga?
-1 —x —%x3 1—x+§m2—}—;x3
—z +32¢ —2®
T +a?
542 Ly
it i
d’ou,
1+ 122 + o(z?) , 17 . 5
14z + ga® + o(a?) BT + o)
Au final, on obtient
) 17
f(x)=e—ex+ Zer 1—26:1;3 + o(z?)
Méthode 2 :
On a
e(1+ 12% + o(z? 1 1
L+ - (@) = (e(l+=2®+o(z?)) T
1+ 2+ 23 + o(a3) 4 1+ 2+ ;2% 4 o(z?)



avec h = x + %x?’ + o(x?) tel que h — 0 quand z — 0. Le DL de ﬁ a 'ordre 3 est donné par

—1_ 2 13 3y
T h h+h* — b’ + o(h®)
Ainsi,

1 1 3 3 1 3 3 ?
= 1—(a+-2+o(x°) | + | x4+ —2° + o(z”)

1+ + 323 + o(a?) 6 6

_ (m n é:ﬁ 4 0(x3)) L o(z?),

ce qui donne, apres développement et en ne gardant que les monomes de degré inférieurs ou

égals a 3, le DL suivant :

1 7
=1-—z+2* -2 +o(z%).
1+ + g2’ + o(a?) T 7% o)
on a, alors
e (1+12? + o(z%)) 1, 7
= 1 — 3 1_ 2__ 3 3
T4+ 120 + ofa?) ell+ + o(x?) T+ £e + o(x?)
5 17
= e—er+ Zex2 - 1—26x3 + o(z?).

L’équation de la tangente a la courbe de f au point (0, f(0)) : De la question précédente,
on déduit que la courbe représentative de f admet au point (0,e) une tangente d’équation
Yy =e—ex.

. La position de la tangente par rapport & la courbe de f : On a f(z) —y ~ %xg,
alors f(x) — y est positive au voisinage de 0. On déduit que, la courbe de f est au-dessus de sa
tangent en (0, e).

. Calculer la limite suivante :

limf(x) —° est une forme indéterminée.
z—0 €T
Au voisinage de O on a : f(x) — e = —ex + o(x), donc
lz.mf(ﬂi) —C_ i TEE T o(x) _ .,
z—0 €T z—0 €



