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CORRIGE DE L'EPREUVE FINALE

Exercice 1(6 points)

1. Montrer que, pour tout n € N, n(n + 1) est pair.

Premiére méthode : Raisonnement directe (1,5pt)
— Si n est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k, d’ou
n(n+1) = 2k(2k + 1) = 2(2k? + k) = 2l avec | = (2k% + k) € N donc n(n + 1) est pair.
— Si n impair, alors il exist £ € N tel que n = 2k + 1, ce qui donne
n(n+1) = (2k + 1)(2k + 2) = 4k? + 6k + 2 = 2(2k? + 3k + 1) qui est pair car c’est un multiple de 2.
Deuxiéme méthode : Raisonnement par récurrence
On pose P(n) : n(n + 1) est pair. On montre que : Vn € N, P(n) est vraie.
— Pour n=0,0na:0-1=0 pair, donc P(0) est vraie.
— Supposons que, pour n € N, P(n) est vraie et montrons que P(n-+1) est vraie ¢’est-a-dire (n+1)(n+2)
est pair.
Ona(n+1)(n+2)=n(n+1)+2(n+1), comme n(n-+ 1) est pair par hypothese et 2(n+ 1) est pair
(multiple de 2) alors (n + 1)(n + 2) est pair, donc P(n + 1) est vraie.

D’ou, pour tout n € N, P(n) est vraie.

2. Soit la fonction f: R — R définie par f(z) = \/z — E(x). Déterminer f([0,1[) et f([1,2[), f est

elle injective ?

— f([0,1]) = {f(z) € R/x € [0,1[}. Sur [0,1], E(x) = 0, donc f(z) = /= qui est continue et strictement
croissante sur [0,1[ d’ou  f([0,1]) = [f(0), f(1)[= [0, 1]. (0,75 pt)
— f([1,2]) = {f(z) € R/z € [1,2[}. Sur [1,2[, E(z) = 1, donc f(z) = v/x — 1 qui est continue et
strictement croissante sur [1,2[ d’ou f([1,2[) = [f(1), f(2)[= [0, 1[. (0,75 pt)
— On a f([0,1]) = f([1,2[) = [0, 1], donc on peut trouver x; et =3 tels que f(x1) = f(x2) et z1 # x2
(par exemple z; = 0, z2 = 1 avec f(0) = f(1) =0).
On déduit alors que f n’est pas injective. (0,5 pt)
3. Soit A = {\/14'7 <z oul —2z% > 2 |z €0, +oo[}. Déterminer s’ils existent : sup A, max A,
min A et inf A.

— Pour z € [0,400[, on a

Vi+r2<z = 1+2%<2?

= 1< 0 impossible

= S =0 (0,5pt)



— Pour 1 — 22% > 2? avec x € [0, +00[, on a

1-222>22 = 1-322>0

-1 1
= xe],[ et € [0, 4o00[
3 v3
1
1
D’ou 'ensemble A = {x e S u 5’2} = 10, ﬁ . (0,5pt)
0 est un minorant de A et 0 € A donc min A = inf A = 0. (0,5pt)

1 1 1
D’autre part — est un majorant de A et — ¢ A, alors sup A = — et max A n’existe pas. (0,5pt)
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Exercice 2(8 points)

Soit la fonction f définie par :

o) = v (1)

1. Donner le domaine de définition de f.
La fonction f est la composée de z +— arctanz qui est définie sur R et z +—

R — {1}, d’ou f est définie sur R — {1}. (1pt)

——— qui est définie sur
|z — 1]

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en xy = 1, puis donner son prolongement.

f est prolongeable par continuité en zg = 1 si et seulement si lim f(z) = [, avec [ fini.

rz—1
Premiere méthode :
On a lim arctan = lim arctan(y) = E, avec y = . Donc f est prolongeable par continuité
z—1 |z — 1| y—+oo 2 |z — 1
en xg = 1. (1,5pt)
Deuxiéme méthode :
On pose
1
arctan , x>1
z—1
f(l’) = 1
arctan , v<l1
1—=2x
et
, < 1 > T
lim arctan = —
r—1 r—1 2
z>1
lim arct ! W
im arctan ==
r—1 1—=x 2

<l

D’ou limf(z) = limf(x) = T Done f est prolongeable par continuité en zg = 1.
rz—1 rz—1 2

>1 <1
f(z) siox#£1
Le prolongement f est donné par f(z) = - (0.5pt)
5 st x=1



f(z) six#1
3. Soit g la fonction définie par : g(z) =

ol 3
(V)
~.
8
I
—

T
a) Montrer qu’il existe ¢ €]1,2[ tel que ¢(2) — 3= d(c).
Il s’agit ici d’appliquer le théoréme des accroissements finis a g sur [1,2] (voir le cours).

— La fonction g est continue en 1 puisque c’est la prolongée par continuité de f, de plus g est continue

1
sur |1, 2] car c’est la composée de x — arctanz et x — ] qui sont continues sur |1, 2].
x

Donc g est continue sur [1,2]. (1pt)

— g est dérivable sur |1, 2[ car c’est la composée de x — arctanx qui est dérivable sur R et x — 1
x —_—
qui est dérivable sur R — {1} donc elle est dérivable sur |1,2[.  (0,5pt)

D’apres le théoreme des accroissements finis il existe alors un ¢ €]1, 2] tel que

9(2) —g(1) =g(2) — 5 =4'(c).  (0,5pt)

b) Montrer que g est bijective de ]0,1] dans un intervalle J & déterminer, puis trouver

P’application réciproque.

Pour montrer que g réalise une bijection de ]0, 1[ dans J & déterminer, on utilise le théoreme de la bijection
monotone, qui dit que si une fonction g définie sur I est continue et strictement monotone sur I alors g est
une bijection de I dans J = g(I).

1
— Continuité de g : On a sur |0, 1], g(z) = arctan (1—> qui est continue car c’est la composée de

la fonction z +— arctanx qui est continue sur sur R et la fonction x — 1—2 qui est continue sur
-
R — {1}, donc g est continue sur R — {1} et en particulier sur |0,1[. (0,5pt)
— Monotonie de g : Pour les méme raisons que précédemment g est dérivable sur |0, 1] est sa dérivée

est donnée par

1
()= ——5—— >0, Vzel0,1 0,5pt
donc g est strictement monotone sur |0, 1[, d’ou d’apres le théoreme de la bijection g est bijective de
]0, 1 dans J = g(]0, 1]). (0,5pt)

Comme g est continue strictement croissante sur |0, 1] alors

J= ]gm), limg(z) [ =155 ©spt)
<l

Application réciproque
T T
La fonction g étant bijective de 0, 1[— ] 13 [, donc elle admet une fonction réciproque g~ : } 13 [ —

10,1].



1
On a pour tout z €]0, 1], y = g(z) = arctan (1 > et on a aussi par définition

— X

1 1
tan (arctan ) = , Vx€]0,1]
1—2z

1—2
d’ou
1
tany = = 1l—z=
11—z tany
1
= x=1-—
tany
1 T T
-1
N —1- v e}a—ﬂ 1pt
9 () g VEITS (1pt)
Finalement la fonction réciproque ¢! est donnée par
] 7 [
== — 10,1
A 1o 1]
1

v gil(m) B~ tanx

Exercice 3(6 points)

Soit
el‘-COS X

V1i—In(1+z)

1. Le DL de la fonction f a 'ordre 2 au voisinage de 0.

fz) =

Onaz—cosz=—1+z+ 322 +0(2?), In(l+z)=2z—1z%+o0(2?).

Ce qui donne e*1¢05% = ¢~1. emtaa’+o(a?), (0,5pt)

On pose u = x + %x2+0(1‘2) avec v — 0 quand z — 0, alors :
u 1 2 2
e :1—|—u+§u + o(u®).

d’oty,

1 1 1 2
or et _ 1 (az + 52+ 0(x2)> +3 <‘"” T3T Tt 0<x2)> +o(z%).  (0,5pt)

On développe I'expression ci-dessus en ne gardant que les monomes de degré inférieur ou égal a 2, on obtient

eo+30°40@) =1 4 ¢ 4 22 4 o(2?).

et
e ST = e (1 + 2+ 2% + o(2?)) . (0,5pt)
Maintenant, on calcule le DL de /1 —In(1 + ) = \/1 —z+ 322 + o(z?).
On pose t = —x + %:UQ + o(2?) avec t — 0 quand = — 0, on obtient



I—-In(1+z) = Vitt

1 1
= 1 + §t - §t2 + O(LUZ)
1 1 1 1 2
= 1+ 3 (—:c + 5:52 + 0(562)) ~3 (—:L’ + 51:2 + 0(332)) + o(z?) (0,5pt)

On développe l'expression en ne gardant que les monomes de degré inférieur ou égal a 2, on obtient

1 1
V1-In(14+z)=1--z+ -2+ o(z?). (0,5pt)

2 8

Alors,
et (1+z+ 2 + o(z?))
1— 3z + 122 + o(x?)

fz) =

1+ 2+ 2%+ o(2?)
1— 1z + §22 + o(x?)
Méthode 1 : On effectue la division suivant les puissances croissantes.

Pour calculer le DL du quotient

, on peut appliquer I'une des méthodes suivantes :

1 +x +a22 1-— %:p + %I2
-1 —|—%ZL‘ —%xQ 1—|—%x+%x2
%az —I—%:cQ
—3x 4352 %x3
13,.2 3.3
s 167
d’on, ) )
14+ 242+ o(x) 9 9
=1+-x+ —2°+o(x”). 1,5pt
1— iz + 302 + o(a?) 2 8 (%) (1,5pt)

Au final, on obtient

3 13 1 3 13
flz)=e? (1 + 5% + §x2) +o(x?) = - + 5" + 8—6332 +o(z®).  (0,5pt)
Méthode 2 :
On a
et (1+ 2+ a® + o(z?)) 1 1
= (e'[14+2z+2%+o(a?
1—fz+ 322 + o(?) (7 (#)]) 1— 1z + $22 + o(?)
1
-1 2 2
= (' [14+z+2"+0(z?))) s
avec h = —%x + %x2 + o(2?) tel que h — 0 quand = — 0. Le DL de lj%h a l'ordre 2 est donné par
1
—— =1-h+h*+o(h?).
7 + h* 4+ o(h?)
Ainsi,
1 11 11 2
= 1—(—zz+ 2%+ o(z? ) + (—x—l—:cQ—i—o z? ) + o(z?).
1— 1z + fa2 + o(x?) ( 27 8 (@) 27 8 (%) (=)



Ce qui donne, apres développement et en ne gardant que les monoémes de degré inférieur ou égal a 2, le DL

suivant :
1 1 1
=1+ -z + -2%+ o(z?).
1— 1z + 122+ o(a?) 27 8 (z%)
On a, alors
(1242”4 o(2?)) 11
e x4+ x°+ o(x 1 9 9 9 9
e (1+x+z2°+o(z 14+ -+ -z +o(z
1— Iz + ta2 + o(x?) ( ( ))( 2 8 ( )>
1 3 13 5 3
= e TR + o).
Méthode 3 :

On peut aussi mettre la fonction f sous la forme

1

et (14+z+2? + o(z?)) )
\/1 —z+ 322 + o(a?)

\/1—x+%x2+0(:c2)

= (e7! [1+z+ z? + 0(:52)]

I1 suffit d’utiliser le DL de

et déduire le DL final par le produit.

2. L’équation de la tangente g la courbe (C¢) au point (0, f(0)) :

De la question précédente, on déduit que (Cf) admet au point (0, e) une tangente d’équation y = % + %x
(1pt)

3. La position de la tangente par rapport a la courbe (Cy) : Ona f(z)—y ~ gxz, alors f(x)—y est

positive au voisinage de 0. On déduit que, la courbe (Cf) est au-dessus de sa tangent en (0, e). (0,5pt)



