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+ Rappel : Si f est une fonction bornée et intégrable sur [a, b] , alors∫ b

a

f (t) dt = lim
n−→+∞

b− a

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
= lim

n−→+∞

b− a

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a

n

)
.

b− a

n

n∑
k=1

f
(
a+ k b−a

n

)
: Somme de Riemann associée à une subdivision régulière δ = (ak) , où(

ak = a+ k.
b− a

n
, k = 0, ..., n

)
,

de l’intervalle [a, b] pour la fonction f.

Solution 1.
1) Sn =

n∑
k=1

1

n+ k
=

1

n

n∑
k=1

1(
1 + k

n

) , on remarque que cette somme est sous forme

b− a

n

n∑
k=1

f (ak) .

Posons [a, b] = [0, 1] , donc

ak = a+ k.
b− a

n
=

k

n
.

Posons ak = t. On a
f (ak) =

1

(1 + ak)
=⇒ f (t) =

1

(1 + t)
.

Comme f est continue sur [0, 1] , donc f est intégrable sur [0, 1] . D’où

lim
n−→+∞

Sn =

∫ 1

0

dt

t+ 1
=[ln |t+ 1|]10 = ln 2.

2) Un =
n∏

k=1

(
1 + k2

n2

) 1
n . Posons

Wn = ln (Un) = ln

 n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

) 1
n

 =
n∑

k=1

ln

(
1 +

k2

n2

) 1
n

=
1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k2

n2

)
.

Posons [a, b] = [0, 1] , donc

ak = a+ k.
b− a

n
=

k

n
.

Posons ak = t. On a
f (ak) = ln

(
1 + a2k

)
=⇒ f (t) = ln

(
1 + t2

)
.

Comme f est continue sur [0, 1] , donc elle est intégrable sur [0, 1] . D’où

lim
n−→+∞

Wn =

∫ 1

0

ln
(
1 + t2

)
dt.
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2 ANALYSE II

Pour calculer cette intégrale (on intègre par parties). Posons

h′ (t) = 1 et g (t) = ln
(
1 + t2

)
, donc h (t) = t et g′ (t) =

2t

1 + t2
.

lim
n−→+∞

Wn =

∫ 1

0

ln
(
1 + t2

)
dt =

[
t. ln

(
1 + t2

)]1
0
−

∫ 1

0

2t2

1 + t2
dt

= ln 2−
∫ 1

0

(
2t2 + 2

1 + t2
− 2

1 + t2

)
dt = ln 2− [2t− 2. arctan t]10 = ln 2− 2 +

π

2

On a

Wn = ln (Un) =⇒ lim
n−→+∞

Wn = ln

(
lim

n−→+∞
Un

)
=⇒ lim

n−→+∞
Un = e

lim
n−→+∞

Wn
= 2e−2+π

2 . .

Solution 2.
1) Calcul de l’intégrale I1, où I1 =

∫
(lnx)2 dx. On intègre par parties deux fois.

La première intégration par parties. Posons

f ′ (x) = 1 et g (x) = (ln x)2 , donc f (x) = x et g′ (x) = 2
lnx

x
,

donc
I1 = x. (lnx)2 − 2

∫
lnx dx.

Pour calculer
∫

lnx dx, on intègre par parties une deuxième fois. Posons

f ′ (x) = 1 et g (x) = lnx, donc f (x) = x et g′ (x) =
1

x
,

donc ∫
lnx dx = x. lnx−

∫
dx = x. lnx− x+ C, où C ∈ R.

D’où
I1 = x. (lnx)2 − 2x. lnx+ 2x+ C, où C ∈ R.

2) Calcul de l’intégrale I2, où I2 =

∫
arcsinx dx. On intègre par parties. Posons

f ′ (x) = 1 et g (x) = arcsin x, donc f (x) = x et g′ (x) =
1√

1− x2
.

D’où
I2 = x. arcsin x−

∫
x√

1− x2
dx

= x. arcsin x+

∫
−2x

2
√
1− x2

dx

= x. arcsin x+
√
1− x2 + C, où C ∈ R.

Solution 3.

Calcul de l’intégrale J3, où J3 =

∫
dx

(x2 + 1)2
. Pour calculer cette intégrale, en utilisant la relation

de récurrence suivante

∀k ∈ N∗, 2kIk+1 =
x

(1 + x2)k
+ (2k − 1) Ik, où Ik =

∫
dx

(1 + x2)k
. (1)

On remplace dans la relation (1), k par 1, on obtient

2I2 =
x

1 + x2
+ I1 =⇒ 2

∫
dx

(x2 + 1)2
=

x

1 + x2
+

∫
dx

1 + x2
=

x

1 + x2
+ arctanx+ C où C ∈ R.
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D’où
J3 =

x

2 (1 + x2)
+

1

2
arctanx+ C, où C ∈ R.

Calcul de l’intégrale J1, où J1 =

∫ √
x−1
x+1

x2
dx. Posons t =

√
x−1
x+1

.

t =

√
x− 1

x+ 1
=⇒ t2 =

x− 1

x+ 1
=⇒ xt2 + t2 = x− 1 =⇒ t2 + 1 = x

(
1− t2

)
=⇒ x =

1 + t2

1− t2
,

donc
dx

dt
=

4t

(1− t2)2
=⇒ dx =

4t

(1− t2)2
dt.

J1 =

∫
4t2

(1 + t2)2
dt = 4

∫
(t2 + 1)− 1

(1 + t2)2
dt,

=

∫
4

1 + t2
dt− 4

∫
dt

(1 + t2)2
= 2. arctan t− 2t

(1 + t2)
+ C, où C ∈ R,

= 2. arctan

√
x− 1

x+ 1
−
√

x− 1

x+ 1
.
x+ 1

x
+ C, où C ∈ R (voirJ3).

Calcul de l’intégrale J2, où J2 =

∫
dx√
ex + 1

. Posons t =
√
ex + 1.

t =
√
ex + 1 =⇒ t2 = ex + 1 =⇒ ex = t2 − 1 =⇒ x = ln

(
t2 − 1

)
=⇒ dx =

2t

t2 − 1
dt.

J2 =

∫
2

t2 − 1
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = ln |t− 1| − ln |t+ 1|+ C, où C ∈ R,

= ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C, où C ∈ R,

= ln

∣∣∣∣√ex + 1− 1√
ex + 1 + 1

∣∣∣∣+ C, où C ∈ R.

Calcul de l’intégrale J4, où J4 =

∫
dx

x2 + 2x+ 3
. On a

x2 + 2x+ 3 = (x+ 1)2 + 2,

donc
J4 =

∫
dx

(x+ 1)2 + 2
=

1

2

∫
dx(

x+1√
2

)2

+ 1
.

Pour calculer cette intégrale. On pose z = x+1√
2
.

z =
x+ 1√

2
=⇒ x =

√
2z − 1 =⇒ dx =

√
2dz,

donc
J4 =

1

2

∫
dx(

x+1√
2

)2

+ 1
=

1√
2

∫
dz

z2 + 1
,

=
1√
2
arctan z + C, où C ∈ R,

=
1√
2
arctan

(
x+ 1√

2

)
+ C, où C ∈ R.
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Solution 4.

Calcul de K1, où K1 =

∫
x4 + 1

x2 + 3x− 4
dx.

La fraction
x4 + 1

x2 + 3x− 4
est irrégulière (degP ≥ degQ). En utilisant d’abord la division eucli-

dienne on obtient
x4 + 1

x2 + 3x− 4
= x2 − 3x+ 13 +

−51x+ 53

x2 + 3x− 4
,

donc
K1 =

∫ (
x2 − 3x+ 13

)
dx+

∫
−51x+ 53

x2 + 3x− 4
dx.

On a ∫ (
x2 − 3x+ 13

)
dx =

x3

3
− 3

x2

2
+ 13x+ C1, où C1 ∈ R.

Reste à calculer
∫

−51x+ 53

x2 + 3x− 4
dx. On remarque que la fraction

−51x+ 53

x2 + 3x− 4
est régulière

(degP < degQ), donc en utilisant la décomposition en éléments simples.
a) Factoriser x2 + 3x− 4 par un produit des polynômes irréductibles.

x2 + 3x− 4 = (x− 1) . (x+ 4) .

b) La forme de la décomposition
−51x+ 53

x2 + 3x− 4
=

−51x+ 53

(x− 1) . (x+ 4)
=

a

x− 1
+

b

x+ 4
.

Calcul de a . En multipliant les deux côtés par (x− 1) , puis on remplace x par 1, on trouve que

a = 2
5
.

Calcul de b. En multipliant les deux côtés par (x+ 4) , puis on remplace x par −4, on trouve
que

b = −257

5
,

donc
−51x+ 53

(x− 1) . (x+ 4)
=

2

5 (x− 1)
− 257

5 (x+ 4)
.∫

−51x+ 53

(x− 1) . (x+ 4)
dx =

∫
2

5 (x− 1)
dx−

∫
257

5 (x+ 4)
dx =

2

5
ln |x− 1|−257

5
ln |x+ 4|+C2, C2 ∈ R.

D’où

K1 =
x3

3
− 3

x2

2
+ 13x+

2

5
ln |x− 1| − 257

5
ln |x+ 4|+ C, C ∈ R.

Calcul de K2. On a
7x2 + 26x− 9

(x2 + 2x+ 3) (x− 1) (x+ 3)
=

ax+ b

x2 + 2x+ 3
+

c

x− 1
+

d

x+ 3
(2)

Calcul de c. En multipliant les deux côtés de (2) par (x− 1) , on obtient

7x2 + 26x− 9

(x2 + 2x+ 3) (x+ 3)
=

ax+ b

x2 + 2x+ 3
(x− 1) + c+

d

x+ 3
(x− 1) ,

puis, on remplace x par 1, donc
c = 1.

Calcul de d. En multipliant les deux côtés de (2) par (x+ 3) , on obtient

7x2 + 26x− 9

(x2 + 2x+ 3) (x− 1)
=

ax+ b

x2 + 2x+ 3
(x+ 3) +

c

x− 1
(x+ 3) + d,
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puis, on remplace x par −3, donc
d = 1.

Calcul de a. En multipliant les deux côtés de (2) par x, on obtient

7x2 + 26x− 9

(x2 + 2x+ 3) (x− 1) (x+ 3)
x =

ax2 + bx

x2 + 2x+ 3
+

cx

x− 1
+

dx

x+ 3
(3)

Puis par passage à la limite quand x tend vers +∞, on obtient, a+ c+ d = 0.

a+ c+ d = 0 ⇐⇒ a+ 2 = 0 ⇐⇒ a = −2 .
Calcul de b. On remplace x par 0 dans (2), on obtient

1 =
b

3
− c+

d

3
⇐⇒ d

3
= 1− b

3
+ c ⇐⇒ b

3
= 1− d

3
+ c ⇐⇒ b = 3− d+ 3c ⇐⇒ b = 5 .

Donc
7x2 + 26x− 9

(x2 + 2x+ 3) (x− 1) (x+ 3)
=

−2x+ 5

x2 + 2x+ 3
+

1

x− 1
+

1

x+ 3
,

donc
K2 =

∫
−2x+ 5

x2 + 2x+ 3
dx+

∫
1

x− 1
dx+

∫
1

x+ 3
dx.

On a∫
−2x+ 5

x2 + 2x+ 3
dx = −

∫
(2x+ 2)− 2− 5

x2 + 2x+ 3
dx,

= −
∫

2x+ 2

x2 + 2x+ 3
dx+ 7

∫
dx

x2 + 2x+ 3
,

= ln |x2 + 2x+ 3|+ 7
1√
2
arctan

(
x+ 1√

2

)
+ C1, où C1 ∈ R (voirJ4).

D’où

K2 = ln
∣∣x2 + 2x+ 3

∣∣+ 7
1√
2
arctan

(
x+ 1√

2

)
+ ln |x− 1|+ ln |x+ 3|+ C, où C ∈ R.

Solution 5.

Calcul de L1, où L1 =

∫
cos2 x dx. On a

L1 =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2
x+

1

4
sin 2x+ C, où C ∈ R.

Calcul de L2, où L2 =

∫
dx

1 + sin x
. Posons t = tan

(
x
2

)
, donc

dx =
2dt

1 + t2
et sin x =

2t

1 + t2
.

L2 = 2

∫
dt

(1 + t)2
= − 2

1 + t
+ C = − 2

1 + tan
(
x
2

) + C, où C ∈ R.

Calcul de L3, où L3 =

∫
sin3 x. cos3 x.dx. On a

L3 =

∫
sin x. sin2 x. cos3 x.dx =

∫
sinx.

(
1− cos2 x

)
. cos3 x.dx,

cette intégrale est sous forme
∫

f (cosx) . sin x.dx, donc posons t = cosx.

t = cos x =⇒ dt = − sin x.dx =⇒ sin x.dx = −dt.
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∫
sinx.

(
1− cos2 x

)
. cos3 x.dx =

∫ (
t2 − 1

)
t3dt =

∫ (
t5 − t3

)
dt =

t6

6
− t4

4
+ C, où C ∈ R.

=
cos6 x

6
− cos4 x

4
+ C, où C ∈ R.

Doù
L3 =

cos6 x

6
− cos4 x

4
+ C, où C ∈ R.

Calcul de l’intégrale L4, où L4 =

∫
sin2019 x. cos x.dx. Cette intégrale est sous forme∫

f (sinx) . cos x.dx, donc posons t = sin x

t = sin x =⇒ dt = cos x.dx,

donc

L4 =

∫
t2019.dt =

t2020

2020
+ C =

sin2020 x

2020
+ C, où C ∈ R.

Solution 6.
La résolution de l’équation différentielle linéaire du premier ordre
a) La résolution de l’équation sans second membre (E0) .

y′ − y

t
= 0 (E0)

y′ − y

t
= 0 =⇒ dy

dt
=

y

t
=⇒ dy

y
=

dt

t
=⇒

∫
dy

y
=

∫
dt

t
=⇒ ln |y| = ln |t|+ C, où C ∈ R,

donc
|y| = eC |t| , où C ∈ R.

Donc
y = λ.t, où λ ∈ R∗.

Comme y = 0 est une solution de (E0) . D’où

y0 = λ.t où λ ∈ R.

b) On cherche, une solution particulière de l’équation complète (E) notée yp

y′ − y

t
= 2t. arcsin t (E)

Pour trouver cette solution particulière yp de l’équation (E) , on utilise la méthode de la variation
de la constante. Posons

yp = λ (t) .t

yp est une solution de (E) ⇐⇒ λ′ (t) .t+ λ (t)− λ (t) = 2t. arcsin t ⇐⇒ λ′ (t) = 2 arcsin t, donc

λ (t) = 2.

∫
arcsin t.dt = 2t. arcsin t+ 2

√
1− t2 + C, où C ∈ R (voirI2),

donc
yp = 2t2. arcsin t+ 2t

√
1− t2.

D’où
y = y0 + yp = λ.t + 2t2. arcsin t+ 2t

√
1− t2, où λ ∈ R.


