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Rappel : Si f est une fonction bornée et intégrable sur [a, b] , alors
b n n—1
. b—a b—a . b—a b—a
[ PSS (a0 ) < i S (ar k),
e k=1 k=0
b— n
¢ > f (a+k%=%) : Somme de Riemann associée & une subdivision réguliere § = (), ou

noog=1
h—
(ak:a—i—k. a,kzO,...,n),
n

de l'intervalle [a, b] pour la fonction f.

Solution 1.

1) S, =

Tk = T, On remarque que cetle somme est sous forme
=17+ niz(1+ %)

k=1
Posons [a,b] = [0, 1], donc
b—a k
ar = a + k‘ = —.
n n
Posons a, =t. On a )
1
= — :> t - .
far) (14 ax) f ) (1+1)
Comme f est continue sur [0,1], donc f est intégrable sur [0,1]. D’ou
. bodt 1
2) U, =1]] <1 + k—Q)Z Posons
k=1
2\ 7 n N n 2
Wy =In(U,) =In [ ] <1+ﬁ) => In (1+ﬁ> = ﬁZm (1+§>
k=1 k=1 k=1
Posons [a,b] = [0,1] , donc
b—a k
ar =a+ k. = —.
n n

Posons ap, =t. On a
flag)=In(14a;) = f(t)=In(1+*).

Comme f est continue sur [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1]. D’ou
1

n—>-+o0o 0
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Pour calculer cette intégrale (on intégre par parties). Posons

W({t)=1etg(t)=In(1+1t*), donc h(t)=t et g (t) = 1-2;152‘
. 1 ) orql 1 942
dim W, :/0 ln(lth)thi:Q [t.ln§1+t)]0—/0 a4
:1n2—/0 (1+t2 —1+t2)dt:ln2—[2t—2.arctant](1):ln2—2+g

On a

W, =In(U,) = lim W, = ln< lim Un> — lim U, = et " = 27245 ||

n—>-+00 n—>-+400 n—-+00

Solution 2.

1) Calcul de Uintégrale Iy, ou I = /(ln z)? dx. On integre par parties deux fois.

La premaére intégration par parties. Posons

ff(xr)y=1etg(x)= (lnx)Q, donc f(x) =z et ¢ (x) = 2%7

donc
L=z (Inz)* - 2/1113: dx.

Pour calculer /lnx dx, on intégre par parties une deuzrieme fois. Posons

1
ff(x)y=1etg(x)=Inx, donc f(x)=u et g (z)= =
donc
/lnx dx:x.lnx—/dx:x.lnx—x—i-c, ou C € R.
Dot
L =z (Inz)’ = 2z.Inz+ 22+ C, ou C € R.

2) Calcul de Uintégrale I, ou Iy = / arcsinx dx. On intégre par parties. Posons

1
V1—a?

f'(x)=1cet g(x)=arcsinz, donc f () =z et ¢’ (x) =

D’ou
x
I, =ux. arcsinx—/—dx
? V1—a?
inz -+ / 2ty
= x.arcsinx ——dx
2v/1 — 22
=x.arcsinx ++v1 — 22+ C, ou C € R.
Solution 3.
d
Calcul de lintégrale J3, ou J3 = / ﬁ Pour calculer cette intégrale, en utilisant la relation
T+
de récurrence suivante
vk € N*, 2k (k-1 oul / d (1)
, = — — s ou == —_—. 1
k+1 (1+5L‘2)k k k (1+x2)k

On remplace dans la relation (1), k par 1, on obtient

21 =

d d
—|—11:>2/( v i +/ ro__ 7 +arctanz + C ou C € R.

1+ a2 x2+1)2:1+x2 1+22 1422
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D’ou .
ngﬁqtéarctanx—i-a ou C € R.
fz=1
z+1
Calcul de l'intégrale Jy, ou J, = / ; dx. Posonst = %
x
-1 -1 14t
Y N e L QNG Gy § ) S
r+1 x+1 1 —¢2
donc
dx 4t 4t
dt — (1—12) (1-12)
4¢* t2+1)—1
Ji Z/—thzél/%dt,
(1+t2) (14 t2)
4 dt 2t
:/ dt—4/—2:2.arctant——+0, ou C €R,
1+ (14 ¢2) (1+12%)
-1 —1 1
:Q.arctan\/$ _\/x .$+ +C, ou C € R (voirls).
z+1 r+1 =z
dx
Calcul de lintégrale Jy, ot Jo = | ——. Posonst = +/e* + 1.
g 2 2 11
2t
t:\/ef”+1:>t2:e’”+1:>e’”:t2—1:>:L':1n(t2—1):>dx:ﬁdt.
J / 2 gt /—1 L N —mf—1 -t +1]+C, i CeR
— — — = In —_ — 1n ou
? 2 —1 t—1 t+1 ’ ’
t—1
=In|——|+C, ouC €R,
t+1
ver+1-—1
—m[Ye " c wuCeR
ver+1+1
dx
Calcul de lintégrale Jy, ou J, = | ———. O
alcul de lintégrale Jy, ou Jy /x2—|—2:c—|—3 n a

420 4+3=(x+1)°+2,

/ dz 1/ dx
Jy= | ———=5 | ——

+1
V2

donc

Pour calculer cette intégrale. On pose z = x—jﬁl

1
z:x+ — =12z — 1= dz = V2dz,
V2
donc
7 1/ dx 1/ dz
4 =5 77 <z T 7 )
2 z+1 2 \/5 2241
(2) +1

1
= —arctanz + C, ou C € R,

V2

1 x+1
= —arctan | —— )| + C, ou C' € R.
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Solution 4.

1
CCLZCUZ de Kl, ol K1 = /mdl’
) zt+1 o . ) L ‘
La fraction PR — est irrégulicre (deg P > deg Q). En utilisant d’abord la division eucli-
x x —
dienne on obtient A
" +1 9 —51x + 53
—— =2"-3 3+ ————
243z —4 T +x2+3:1:—4’
donc - -
On a
23 x?
/(w2—3a:+13)dx: 3 35 tBr+ 0L o CieR
—5lx + 53 —5lx + 53

dr. On remarque que la fraction est régquliere

Reste a calculer / PO Y P
(deg P < deg @), donc en utilisant la décomposition en éléments simples.

a) Factoriser % + 3x — 4 par un produit des polynémes irréductibles.
?+3r—4=(x—-1).(x+4).

b) La forme de la décomposition
—5lx+53  —5lx+53 a b

= = 4 .
2?2+3r—-4 (z—1).(z+4) z—-1 x+4
Calcul de a . En multipliant les deux cotés par (x — 1), puis on remplace x par 1, on trouve que

Calcul de b. En multipliant les deux cotés par (x +4), puis on remplace x par —4, on trouve

que
2
14
L5 |
donc
—51x + 53 2 257

(x—1).(x+4) 5H(x—-1) 5(x+4)
—5lx + 53 2 257 2 257

z—1). (z+4 z—1) x+4)
D’ou 5 )
Kl:%_3%+13x+§1nyx—1y—¥1n1x+4!+0, CeR
Calcul de K5. On a
T2% + 262 — 9 ar+b c d

(224224 3)(x — 1) (x + 3) T 2242z +3 + r—1 + r+3
Calcul de c. En multipliant les deux cotés de (2) par (x — 1), on obtient

72% + 26x — 9 ar +b ( D+ et
= T — c
(22 4+2x+3)(x+3) 22422+ 3 r+3

puis, on remplace x par 1, donc

(x —1),

[e=1]
Calcul de d. En multipliant les deuz cotés de (2) par (x + 3), on obtient

Tz% + 26x — 9 ar +b (+3)+
= x
(2 4+2x+3)(x—1) 22422+ 3 x—1

(z+3) +d,
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puis, on remplace x par —3, donc

[d=1]
Calcul de a. En multipliant les deuz cotés de (2) par z, on obtient

Ta? + 26x — 9 ax® + bx n cx n dx
xr =
(2422 +3)(x — 1) (x + 3) 2?24+2rx+3 x—1 x+3
Puis par passage a la limite quand x tend vers 400, on obtient, a + ¢+ d = 0.

at+ct+d=0+=a+2=0<=[a=-2]

Calcul de b. On remplace x par 0 dans (2), on obtient

b d d b b d —
1:§—c+§<:>§:1—§+c<:>§:1—§+c<:>b:3—d+3c<:>.
Donc
72?4+ 262 — 9 . —2x45 N 1 N 1
(22422 +3)(x —1)(x+3) 224+22+3 -1 x+3
done 2 ) 1 1
—2x +
Ko= | —d d dz.
2 /x2+2x+3 $+/x—1 x+/x+3 !
On a
—2 2 2) —2—
/ r+5 i :_/(:c—ir) 5d:zc,
2 +2x+3 2+ 2x+3
20+ 2 dx
S . AP -
/a:2+2:1:+3 T /x2+2x+3’
In|z? + 22 + 3|+ 7 ! arcta <x—|—1>+0 ot C; € R (voirJy)
= — arctan | ——= , OU oirJy).
NG NG 1 1 4
D’ou

Ky =In|2? + 22+ 3 +7—arctan(—)~|—1n|:):—1\+ln|:17—|—3|+0, ou C € R.
et

Solution 5.
Calcul de Ly, ou L1 = /cos2x dx. On a

1 2 1 1
le/——l—cos * der = —-x+ -sin2x 4+ C, ou C € R.
2 2 4
. dx
Calcul de Ly, ot Ly = | —————. Posons t = tan (%), donc
1+sinz
2dt i 2t
dr = et sinx = ——.
1+t2 1+ ¢2
dt 2 2
L2:2/ 5 = — +C=———"—++4+C, ou C eR,.
(1+1) 14t 1+ tan (%)

Calcul de Ls, ot L3 = /Sin3 z.cos® z.dr. On a
Ly = /sin z.sin? z. cos® x.dx = /sin x. (1 — cos? :c) .cos® x.dx,

cette intégrale est sous forme /f (cosz).sinz.dx, donc posonst = cosz.

t=cosx = dt = —sinz.dr = sinz.dz = —dkt.
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6 4
/sinaz. (1—(:082:1:).(:0833:.(13: :/(tQ—l)t3dt:/(tf’—tg)dt:%—%—l—a ou C € R.
4

COS6 T COS™ T

= +C, ou C €R.
6 4
Do, 6 .
cos®xr  cos*x
L3 = - + C, ou C' € R.
6 4
Calcul de lintégrale Ly, ou L, = /sin2019 x.cosz.dx. Cette intégrale est sous forme

/f (sinx).cosz.dx, donc posons t = sinz

t =sinx = dt = cos x.dx,

donc

t2020 Sin2020 T
Ly= [ t*Y.qdt = C=—""+40C, ou CeR.
! / 2020 2020 M€

Solution 6.
La résolution de l’équation différentielle linéaire du premier ordre

a) La résolution de l’équation sans second membre (Ey) .

Y

y'—ZZO (EO)
d d dt d dt
J Y= _?/:%:>_"J:_:>/_y: @ llyl =]t +C, 0u CER,
t dt — t y ot y t
donc
ly| = e“|t|, ou C € R.
Donc

y=At, ou A € R".
Comme y = 0 est une solution de (Ey). D’ou
Yo = At ou A € R.

b) On cherche, une solution particuliére de ’équation compléte (E) notée y,

y - % = 2t. arcsint (E)

Pour trouver cette solution particuliére y, de l’équation (E), on utilise la méthode de la variation
de la constante. Posons

Yyp = A (1) .t
Yy, est une solution de (E) <= X (t) .t + A (t) — A (t) = 2t. arcsint <= X (t) = 2arcsint, donc

At) = 2./arcsint.dt = 2t.arcsint +2v1 — 2+ C, ou C € R (voirly),

donc
Yp = 212 arcsint + 2tv/1 — ¢2.
D’ou
y=1yo+y, =\t +2t> arcsint + V1 — 12, o A € R.




