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Série d’exercices N°1

EXO 1 : En partant de la définition de la stabilité au sens de Liapounov,
étudier la stabilité de la solutions du probléme de Cauchy

r = 2tz +1)
z(0) = 0

EXO 2 : Soit V de R™ — R une fonction définie positive de degré

m>2, [VAeR:V(Ax) = A"V (z)]. Montrer que si W : B, — R, définie et
continue sur une boule fermée B! est telle que

(Ve € B)) [W(x)| <r|z||™ ou 0 <r <inf{V(z): ||z =1}

alors U(z) = V() + W(x) est définie positive sur B..

EXO 3 : Parmi les fonctions suivantes, définies pour (z,y) € R? et

t €10, +00o[, quelles sont celles

a) qui sont définies positives;

b) qui sont définies positives et tendent vers 0 uniformément en ¢ quand
|z, y)|| tend vers 0.

Vilt,z,y) = 2®+4y* +sin’t
Va(t,z,y) = (2% +y*) expt
Va(z,y) = a®+2zy+y°
Vilz,y) = 2®+3zy+y°
22 + 22y + 2
V; = TtV Ty
5($7y) 1 +l’2
Vi(t, z,) v’ + 52
y Ly = T 1
6 4 1+ %cost 4
Vi(z,y) = %(332 +y°)° + by’ + e, abe>0
V8('T7y) = max(a:2,y2)
Vo(t,z,y) = x(2* +xy+y?)expt

EXO 4 : Considérons pour z € R", I’équation différentielle

= (D(t) + A(t))x (1)



ot D(t) et A(t) sont des matrices définies sur I = |7, 4+00[, continues, la premiére
diagonale et la seconde antisymetrique. En considérant la fonction auxiliaire
V(z) = (x/x), étudier la stabilité de la solution x = 0 de (1).

EXO 5 : Etudier la stabilité de la solution de :

H3t-—lz==x i 2(2)=0

r=t—x ; z(0) =1.
T

EXO 6 : Soit le systéme { © 2y = 1) (1)
y=y(a®-1)

1
1) Montrer que V(z,y) = 5(352 +19?) est une fonction de Liapounov pour ce
systeme.
2) Montrer que A((0,0),/2) est un disque positivement invariant.
3) Montrer que (0,0) est asymptotiquement stable.

EXO 7 : Soit a : R — R ; ¢ +— a(t) une fonction continue et ¢ € RY, tels
que pour tout t € R, a(t) < —c¢ < 0. Montrer que pour 1’équation

r+a(t)r=0
l’origine est instable.

EXO 8 : Déterminer les propriétés de stabilité des points critiques du sys-

. 1
tome 4 =TT 1+ 3 cost)y

y=x

EXO 9 : Pour le systéme { * =.2$3y2 -
y=-y

1) Montrer que origine est uniformément asymtotiquement stable.

2) En utilisant la fonction auxiliaire V (z,y) = 22 + y?2, trouver, 'l existe, le
plus grand disque pour lequel on puisse affirmer qu’il est positivement invariant
et que toutes les solutions de condition initiale (tg,zo) avec zp appartenant a ce
disque, tendent vers l'origine quand t tend vers +oc.

. _ .3 5
EXO 10 : Soit le systeme v y3 * xs
y=a"+y

En utilisant la fonction auxiliaire V(z,y) = 2* — y*, étudier la stabilité de
la solution nulle de ce systéme.

z = x> + 2zy?

EXO 11 : On considére le systéme )
y=z"y



En utilisant la fonction auxiliaire V(z,y) = 2% — y?, étudier la stabilité de
son origine.

EXO 12 : Considérons ’équation différentielle
z+p?—Dz+a=0

a) Ecrire cette équation sous la forme d’un systéme.
b) En utilisant la fonction auxiliaire V' (x,y) = 22 + %2, montrer que l’origine
est uniformément stable pour p < 0.

EXO 13 : Etudier la stabilité de I'origine des systémes suivants

z =z + 2y — siny?
1) . 2

yz—x—Sy—kx(exp%—l)

2) r=—x+3y+a2?siny
y=—x—4y+ 1 — cosy?
2

%:fmf +z2+y7
dt Y 2 +sint
3) dy 5 £L'2 9
— =2r—-y+ —+
dt y 1+écost Y

2 = —x+ 3y + (22 siny) arctan ¢
y=—x—4y+ (1 — cosy?)sint

EXO 14 : Etudier la stabilité de I'origine du plan des phases (z,z) pour
I’équation différentielle

T4ar+br=0 : a,beER

EXO 15 : Considérons le systéme linéaire suivant
T = —bx+2z+ 23+ 52 + 2t
y =4l + 5y — 192 — 19t3 — 4142 — 10t + 2
2z =5x 42y — 3z — 3t3 — 82 — 4t
1) Vérifier que 2* =t | y* =2t , 2* = —t® est une solution particuliére
de ce systéme.
2) Etudier la stabilité de cette solution.



Corrigé de la Série d’exercices N°1

EXO 1:0na

r = 2t(z+1)
z(0) = 0

dz

dt
Cexpt? —x=Cexpt?—1.

2(0) = 0 nous donne C' = 1. La solution du probléme de Cauchy donné est
donc z = expt? — 1.

Pour tout zp # 0 on a x(0) = xg, nous donne C = xg + 1.

Pour tout 2o # 0 on a [z (t;0,z0) — #(£;0,0] = |(zo + 1) expt? — 1 — (expt? —1)| =
|x0 exp t2| .

Vg £ 0,]z(t;0,20) — 2(¢;0,0] — 400 quand ¢ — +o00. Done la solution du
probléme donné est instable.

d
=2(z+1) — % = 2tdt — Loglz+1 =t*+C - oz +1 =
x

EXO 2 : Une forme algébrique de degré m vérifie (VA € R) ,V(Az) = A"V (z).
Posons z = ay, avec a > 0 et ||y|| = 1. Il vient

U(z) = a™V(y)+ W(ay). Or siay € B., on a |[W(ay)| < r|lay|™ = ra™.
On obtient donc, pour tout = € B, :

Uz) 2 a™V(y) = W(ay)| 2 a™ (V(y) —7) = ™ (I = 1) > 0.
oul=inf{V(x): || =1}.

EXO 3 :

1) Vi(t,z,y) = 2% + y* + sin®t n’est pas définie positive car V;(t,0,0) ne
s’annule pas pour tout t.

2) Va(t,z,y) = (2% + y?)expt est continue, V2(£,0,0) = 0 et V¢t > 0 on a
VQ(t7x7y) 2 (1:2 + yQ) = W(z7y)

W (z,y) est définie positive, donc Va est définie positive.

Pour tout ¢y fixe, Ve > 0, ||(z, y)|| < o (22 +y*) expty < e. Vs(t,z,y)

expt

tend vers 0 quand ||(z,y)| tend vers 0, melx)isopas uniformément pour ¢ > 0.

3) Va(x,y) = 2% + 2xy + y? n’est pas définie positive car V3(z, —r) = 0 pour
tout x.

4) Vi(w,y) = 2% + 32y + y? n’est pas définie positive car

Vi(x, —x) = —2? < 0. (< 0 pour x # 0)

5) Vs(z,y) = % est continue, V5(0,0) =0 et V(z,y) # (0,0),

Vs(z,y) > 0, Vs est donc définie positive.

Vs ne dépend pas de ¢ et tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0, donc Vs
tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0 uniformément pour ¢ > 0.

6) Vs(t,z,y) = + y? est continue, Vg(¢,0,0) = 0 et V¢t > 0 on a

T
1+% cost

2
V6(t7$7y) > (g‘rQ +y2) = W(xay)



W (z,y) est définie positive, donc Vi est définie positive.
Y(t,z,y) € R xR* on a Vg(t, z,y) = #iost +y? <222 + 92 et

222 +y? — 0 quand ||(z,y)| — 0, donc Vg tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend
vers 0 uniformément pour ¢ > 0

7) Va(z,y) = (2 +y*)? + by* + ca®,  a,b,c>0

Vz(x,y) est continue, V7(0,0) = 0 et V(z,y) # (0,0), Vz(z,y) > 0, V7 est
définie positive.

Vz ne dépend pas de ¢ et tend vers 0 quand ||(x,y)|| tend vers 0, donc V7
tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0 uniformément pour ¢ > 0.

8) Vs(z,y) = max(x?,y?). Vg est la composée des fonctions continues

fi(my)— 22 +y%et g: (x,y) — max(|z|,|y|), donc Vg est continue.

V5(0,0) = 0 et Y(z,y) # (0,0), Vs(z,y) > 0, Vs est donc définie positive.

Vs ne dépend pas de ¢ et tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0, donc Vg
tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0 uniformément pour ¢ > 0.

9) Vo(t,m,y) = x(2® + 2y + y?)expt. Vo(t,z,7) = 3x3expt < 0 pour tout
x < 0. Donc Vg n’est pas définie positive.

EXO 4 :0n a
r=(D(t)+ A(t))x (1)

V(z) = (x/x) est définie positive.
V(t,x) = (2¢/D(t)x) = 2(x/D(t)x) ce qui peut encore s’écrire si
D = diag(dy, ..., dy)

V(t,x) = 2dy ()23 + ... + 2d,(t)z?

Sipouri=1,..,nett el ;d(t) <0, lorigine est uniformément stable en
vertu du th.1.4.5 et de son corollaire.

S’il existe a < 0 tel que dans les mémes conditions d;(t) < a, lorigine est
uniformément asymptotiquement stable en vertu du th.1.4.9.

EXO5:1)Ona

3t—r =21 ;o xz(2) =0.
x = 0 est une solution. Pour x # 0 et t # 1 on a
dz x dz dt

1
T =% | Loglz| = Log|t — 1|3 + LogC
B a1 @ ag—1)  Feglrl=Leglt—1]" + Log

—at)=Clt—1]5.
xz(2)=0—z(t) =0.
11
Soit€=§ ; VO > 0,3t tqlﬁ>t*:>C'|t—1|é > §.Donclasolutionm50
est instable.
2) On a
r=t—ux ; x(0) = 1.



Cette équation est linéaire, on sait que toutes ses solutions sont de méme
nature du point de vue de la stabilité ; et elles sont de méme nature que les
solutions de I’équation sans second membre, associée

r=—2x. (E)
On examine les solutions de cette derniére. x = 0 est une solution de (F). Pour
z#0ona
d d
d—f AN T Log|z| = —t+ C; — z(t) = Cexp —t.

Toutes les solutions de (F) tendent vers 0 quand ¢ tend vers +o0o. Donc
toutes les solutions de (E) et par suite toutes les solutions de 1’équation don-
née, sont asymptotiquement stables. En particulier la solution du probléme de
Cauchy donné est asymptotiquement stable.

T

EXO 6 : On a le systéme { & x(yQ 1 (1)

y=y(a* -1
1

1) Montrons que V(z,y) = 5(9:2 + 9?) est une fonction de Liapounov pour

ce systeéme.
1

La fonction V est de classe au moins C!. V(z,y) = 5(3:2 + y?) est définie
positive.

Viz,y) = (@, y)/a(y? = 1),y(z* - 1)) =2*(y* - 1) +y*(2* - 1)

= — (2% +y* — 2(z%y?).

V(z,y) < 0 pour tout (x,y) € A((0,0),v/2). Donc V est une fonction de
Liapounov, pour le systéme (1), sur A.

2) Le disque ouvert A((0,0),+/2) est positivement invariant.en vertu du
lemme 1.4.2 et de la remarque 1.4.3 (avec a = 1).

3) L’origine est asymptotiquement stable.(sur le disque A) en vertu du
th.1.4.9.

EXO 7 :0na
r+alt)r=0

Cette équation est équivalente au systéme

z=y
{ y = —a(t)r W)

Posons V(z,y) = zy il vient
V(z,y) = ((z,9)/y, —a(t)z) = —a(t)a® +y* > ca® + ¢,

La fonction V est donc définie positive. Sur le domaine v égale a I'intersection
du premier quadrant (z > 0,y > 0) avec la boule ouverte By = {(z,y) € R? : (z* +3?) <1} ,on

aV(z,y) >0et V(z,y) > 0 et toutes les hypothéses du th.1.5.1 sont vérifiées,
donc Porigine du systéme (1) est instable.



. 1
=—2—(1+ - cost
EXO 8 : Le systeme v v ( + 9 ¢ )y admet un seul point cri-

y=x
tique c’est (z,y) = (0,0).
V(t,z,y) = T cont

de V le long des solutions du systéme (1) est

+ y? est définie positive (Exo03). La dérivée temporelle

: 2z x?sint
V(t,z,y) = | (—F—— +2y)/(—2 — (1 + L cost)y,x | + —————
(t,2,9) ((Hém D/ (L4 feostc) T e
-2z Q1) + 21 + r?sint
= — — 42T €T _—
1+ 5 cost Y Y 2(1+ 3 cost)?

2 .
- t
lx (2 B SlIll ) <0
14 5 cost 2(1 + 5 cost)
V(t, 0,y) = 0,Vy € R, donc V nlest pas définie négative, elle est semi-définie
négative. De plus V tend vers 0 quand ||(x,y)|| tend vers 0 uniformément pour

t > 0 (Exo3). On en déduit que lorigine du systéme (1) est uniformément
stable.

z =223y — x
: (1)
Yy=-y
1) (0,0) est un point singulier. Si on linéarise ce systéme autour de l'origine
on obtient I’équation linéaire

()= %)) @

Cest de la forme X = AX. La matrice A posséde une valeur propre double,
A = —1 < 0. Donc l'origine du systéme (1) est asymptotiquement stable.
2) V(z,y) = 2% + y? est définie positive.

EXO 9 : On a le systéeme

Viz,y) = ((2307 2y)/(22%y* — z, —y))
= 222 + 42%y? — 2y? = —2(2? + y? — 2219?).

Pour étudier le signe de V' posons x = rcosf et y = rsinf. On obtient alors

. . 2 9 sin” 26
V = —2(r? — 2r% cos* fsin? 9) = —2r? <1 - 27“4COSZ'IH> .

Pour 0 < r <27, on a V(cc,y) <0 Vve.

Posons I' = B((0,0),2%), T est positivement invariant en vertu du lemme
1.4.2 et de la remarque 1.4.3. De plus on a V(z,y) tend vers 0 quand ||(z,y)||

tend vers 0 et V est définie négative sur B/ pour o < 2% . Donc d’apres le th.
1.4.8, toutes les solutions de condition initiale (tg,z¢) avec xy appartenant a T',
tendent vers 'origine quand ¢ tend vers +oo.

ab:y3+ac5

EXO 10 : On a le systeme } 3 5
y=z"+y



et la fonction auxiliaire V (z,y) = 2* — y*.
Pour (z,y) : |z| > |y| on a V(x,y) > 0. Soit € > 0 quelconque et posons

v ={(z,y) ER*: |z| > |y| et 2 >0} NB.

1) est un domaine. Si on calcule V on obtient V(x,y) = 4(z% — 3®). Nous
obtenons alors

V(z,y) € ¥, V(z,y) >0

V(z,y) € ¢, V(z,y) >0

V(z,y) € (Fry N Be),V(z,y) =0

L’origine (0,0) € Fry

Les hypotheses du théoréme de Tchétaev (th.1.5.1) sont vérifiées, 'origine
est instable.

= 2% + 2zy?
y =a’y
et la fonction auxiliaire V (z,y) = 2% — 2.
Pour (z,y) : |z| > |y| on a V(z,y) > 0. Soit € > 0 quelconque et posons

EXO 11 : On a le systéme {

¢ ={(z,y) ER*: |z[ > |y| et 2 >0} NB.

¢ est un domaine. Si on calcule V on obtient V(:c,y) = 2% + 22%y?). Nous
obtenons alors

Y(z,y) €, V(z,y) >0

V(z,y) € ¥, V(z,y) >0

V(z,y) € (FryNB.),V(z,y) =0

L’origine (0,0) € Friy

Les hypotheses du théoréme de Tchétaev (th.1.5.1) sont vérifiées, 'origine
est instable.

EXO 12 : On a I’équation différentielle
r+u@®—Dz+z=0 (E)

a) Le systéme associé s’écrit

z=y
{ y=p(l—a2*)y—= )

b) V(z,y) = 2% + y?, est définie positive.

V(z,y) = (22,2y9)/ (y, n(1 — 2*)y — 7)) = 2up*(1 — 2?).
V(x,0) = 0, donc n’est pas définie négative. Pour u < 0, V(z,y) est semi-
définie négative sur la boule ouverte B(0,1), donc l'origine est stable. De plus



V(z,y) tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0, donc l'origine est uniformément
stable.

EXO 13 : Etudier la stabilité de I'origine des systémes suivants
r =2 + 2y — siny?
Dy - a2 (1)
y = —m—3y+x(exp3 -1)
(0,0) est un point singulier. Si on linéarise ce systéme autour de l'origine on
obtient I’équation linéaire

()4 %))

Clest de la forme X = AX.
Les valeurs propres de la matrice A sont, \{ = —1 —v/2 et Ay = —1 + /2.
A2 > 0 donc lorigine du systéme (1) est instable.

2) .i:fx+3y+:rzsiny 2)
y=—x—4y+1—cosy?

(0,0) est un point singulier. Si on linéarise ce systéme autour de 1'origine on
obtient I’équation linéaire

z\ ( -1 3 ) ( T )

Y -1 —4 Y
Cest de la forme X = AX.
—5—iv3 . _ —5+iV3
- 2 T T
ReAy = Rely = _7 < 0 donc Porigine du systéme (2) est asymptotiquement
stable.

Les valeurs propres de la matrice A sont, A\ =

d—x:—m—y+z2+y72
dt 2+ sint
7y:2x7y+1'7+y2
dt 1+%cost

(0,0) est un point singulier. Si on linéarise ce systéme autour de l'origine on
obtient I’équation linéaire

()-(2)()

Cest de la forme X = AX + f(t, X).
2 2

oL I —
On & - Iftz, 9l ( 2 +sint 1+%cost

li = im
I wl—o [[(z,y)| ll(2,y)]|—0 [l (z, )|l

+y?)




2 2 2 2
2 Y z 2 2 Y z
2?4 — + o+ ——— + +
. 2+ sint ‘1+%Cost Y _ 2+sint 1+ Jcost Y
= lim = lim
()| —0 2| + |y Il ()| —0 || + [yl
3$2+2 2 3 2 2 2
< im M_limi—&—limizo.
I@wl—o |z|+]y] — a0z = v=0|y|
t
Donc fl((’x’)y|)” tend vers 0 quand ||(z,y)|| tend vers 0 uniformément pour
€,y

Les valeurs propres de la matrice A sont,
M=-1—iv2et Ay = —1 +i\/§,.. ReX; = Re)\; = —1 < 0 donc lorigine
du systéme (3) est uniformément asymptotiquement stable.

- 5 .
2) T=—u + 3y + (x*siny) arct.ant (@)
y=—x—4y+ (1 — cosy?)sint
(0,0) est un point singulier. Si on linéarise ce systéme autour de l'origine on
obtient I’équation linéaire

()= 2)(0)

Clest de la forme X = AX + ft, X).

On a IfEz )l [|((#%siny) arctant, (1 — cosy?) sint)||
I@yli=o [zl lwyi-o 1z, )
—  lim |(#%siny) arctant| + |(1 — cosy?) sin¢|
Iyl —0 || + ]
< lim |(a:QSiny)| 5+ |(1—cosy2)|
" ll@w)l—o [+ 1yl
<t |(z?siny)| 5 N |(1 = cosy?)| o
T l@wl—o |yl [yl
o) .
onc tend vers 0 quand ||(z,y)]|| tend vers 0 uniformément pour

Iz, )

Les valeurs propres de la matrice A sont,

N iv3 —5+iy/3

1= ——2° _—
2

du systéme (4) est uniformément asymptotiquement stable.

et Ay = . Red1 = ReA = ,g < 0 donc l'origine

EXO 14 : On a

r+ar+br = 0 (E)
a,b € R

En posant y = = , y = x, '’équation (E) est équivalente au systéme linéaire

10



qui s’écrit encore

(2)-(% )0 ®

C’est de la forme X = AX, ou A est une matrice réelle et constante. Les valeurs

—a — Va2 —4b —a+ Va2 —4b
2

propres de A sont A\; = — et Ao = . Etudions les

signes de Re\; et Re\s. Les cas suivants se présentent.
a >0 stabilité asymptotique
a?-4b<0—< a<0 instabilité
a=20 stabilité
a >0 stabilité asymptotique
2)a?—4b=0—1< a<0 instabilité
a=20 instabilité
b>0eta>0 stabilité asymptotique
b>0eta<0 instabilité
3)a?—4b>0—<¢ b=0eta>0 instabilité
b=0eta<0 instabilité
b<0 instabilité Va

EXO 15 : Considérons le systéme linéaire suivant
T = =5z + 2z + 263 + 5% + 2t
y =4l + 5y — 192 — 19t3 — 4142 — 10t + 2 (S)
z=>5x+2y— 3z — 3> — 82 — 4t

1) Il est facile de vérifier que x* =t | y* =2t , z
particuliére de ce systéme.

2) Ce systéme est linéaire, on sait que toutes ses solutions sont de méme
nature du point de vue de la stabilité ; et elles sont de méme nature que les
solutions du systéme linéaire sans second membre, (Sy), associé

*

= —t3 est une solution

r=—5r+2z
y=4lz + 5y — 192 (S0)
2z =bx+ 2y — 3z

. -5 0 2
C’est de la forme X = AX. avec A = 41 5 -19 La matrice A
5 2 =3
posséde une seule valeur propre, A = —1 < 0. Donc le systéme (S) est asympto-

tiquement stable ; en particulier la solution (x*,y*, z*) est asymptotiquement
stable.
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