Chapitre 1

Intégration numérique

1.1 Position du probléme

On veut évaluer I'intégrale d'une fonction f sur un intervalle [a, b]. Si l’on connait sa primitive
F, alors

/abf(a;) dr = F(b) — F(a) ou F' = f.

Mais dans de nombreux cas, F' ne peut pas étre connue.

Exemple 1.1. : f12 Sigz dzx, fol e dz, fg’ V1 —>5sinzdr, fol ——L__dx.

1—sin(z)

La plupart des fonctions qui interviennent dans les problemes physiques sont des fonctions
soit trop compliquées pour étre intégrées, soit seulement données par une table de valeurs. Nous
cherchons donc une valeur approchée a 'aide de sommes finies, qu’on appellera une formule de
quadrature :

1) = [ f@) e = 1,(5) = S uf ),

ou les xz;, i« = 0,...,n sont appelés points d’intégration et les «o;, © = 0,...,n poids de la
formule de quadrature.

Définition 1.1. Une formule de quadrature est dite exacte sur un ensemble V' si

VeV, R(f) = I(f) = I.(f) = 0.

Définition 1.2. Une formule de quadrature est dite de degré de précision n si elle est exacte
pour f(z) =2% k=0,...,n et non exacte pour f(x) = z"

1.2 Méthodes de Newton-Cotes

En analyse numérique, les formules de Newton-Cotes, du nom d’Isaac Newton et de Roger
Cotes, servent au calcul numérique d’une intégrale sur un intervalle réel [a, b], ceci a 'aide d'une
interpolation polynomiale de la fonction en des points répartis uniformément. Les différentes for-
mules de Newton cotes procedent en trois phases distinctes :

1. Décomposition de U'intervalle [a, b] en sous-intervalles de méme longueur.
2. Intégration approchée de la fonction sur chaque sous-intervalle (Formule simple).

3. Sommation des résultats numériques ainsi obtenus (Formule composite ou généralisée).
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1.2.1 Meéthode des trapezes

On veut évaluer numériquement Uintégrale I(f) = [? f(z)dx.

Formule du trapeze simple

f(a) -
foy[ -7~

La méthode du trapéze simple consiste a approcher l'aire I(f) comprise entre [a, ] et le graphe
de f par l'aire du trapeze ab f(b) f(a). On obtient 'approximation

[ fwar = O @ + o),

C’est la formule du trapez simple sur U'intervalle [a, b].

Formule des trapézes composite

On divise I'intervalle borné [a, b] en n parties, [xo, z1], [z1, 2], ..., [Tn_1, Zs], de méme longueur
h = b’T‘l On considere les points d’intégration

rg=a,xr1 =29+ h,...,x; =x0+1ih (i =0,n),z, =0.
La formule des trapézes composite consiste a approcher I'aire I(f) par la somme des aires des n

trapezes induits par les points xg, 1, ..., Z,.
Sur chaque intervalle [z;,z;,,1], 0<i<n—1ona

/:Hl f(z)dx ~ W(f(xl) + flxi)) = Z(f(xl) + f(zi1))-

Donc
’ I(f) =2 f)de = [2, f(x)de+ [22 fa)de + ...+ [7° f(x)da

_ tz:;f;iiﬂ (w)dw

= S (fw) + (o)

= B(f(mo) +2f(21) +2f (2) + oo 4+ 2f (To1) + f(20)).
D’ou

() =5 1@ +2 @)+ 10)|.

=
=
Il
Q\
o
=
=
QU
I3
12

C’est la formule des trapéze composite sur I'intervalle [a, b].
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Exemple 1.2. Soit f(x) = 2% a=0,b=1, on prend n = 3 subdivisions.
Donch="2 =1L ry=a=0,2; =1 x2:§,x3:b:1 avec

vo = F(20) = 0,50 = f(21) = Loy = flag) = & et ys = flu) = 1.

1 h 19
1) = [ a*do = L(F) = 50+ 291 + 202+ y) = = ~ 0,351

L’erreur d’approzimation : on a I(f) = [y 2> dr = 3~ 0,333, d'ot,

: 0,351-0,333
Uerreur relative ~ % =5,4%.

Par contre, si n = 6, 'erreur relative ~ 1, 5%.

Remarque 1.1. On remarque numériquement que l'erreur a été divisée-approrimativement-par
4 lorsque n a doublé (de n =3 an=6), Uerreur dépend donc de h.

Erreur de quadrature

Recherche de I’erreur d’approximation si f € C?([a, b])

Rappel 1 : Si g:[0,a] — R est dérivable sur |0, a[, alors on peut écrire :

g(a) = 9(0) + [ gyt

Rappel 2 : (Théoreme de la moyenne) Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues, si g
a un signe constant sur [a, ], alors 3¢ € [a, b] tel que :

[ sty = @) [ oty

Rappel 3 : (Théoreme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] — R une fonction continue
de max M et minm. Alors, Vy € [m, M|, 3z € [a,b]/f(z) = y.
Posons

RU) =10 = 1) = [ fe)ao = | ften) + 23 1) + £

avec x; = xg + th (h="=%) i=0,1,...,n.
Considérons d’abord R; l'erreur commise sur le 1" intervalle [z, x1]

zo+h

Ro= [ 5@ e =2 r0 + s = [T ) de = B + s+ )

f étant donnée, on remarque que R; dépend seulement de h, donc Ry = Ry(h).
Dérivons R; une fois on obtient

1

Ry(R) = 37w+ h) — Flao)) — 7' (zo + ).

Notons, en passant, que R;(0) = R}(0) = 0.
Dérivons R}, ceci est permis car f € C?([a,b]), on aura

R} (h) = —Zf”(a:o +h).
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Du rappel 1, on a
h hot
R.(h) = R,(0) +/0 RI(t) dt = —/0 5w+ t)dt,

et du rappel 2, pour g(t) =t > 0Vt € [0,h],3&* € [0, h] et donc & € [xg,x0 + h] :

R\(h) = fﬂ /tdt

alors R} (h) = —%f”(ﬁl) avec & € [xg,x1], mais (du rappel 1) :

. "(& h 2 h? 1"
Ry(h) :R1(0)+/0 R (t)dt = —ff)/o tdt = _ﬁf (&),

Ry (h) est lerreur d’approximation sur l'intervalle [xg, 2], auquel appartient &;.
D’ou I'erreur totale :

n 3
R(h) = ZRi(h) __h (f”(&) + (&) + ..+ (&) ou & € [z, wiga),i =0,n — 1.

Réécrivons R(h), en mulipliant et divisant par n :

h3 Z f (fz) nh3

=Y =-"t= My
R(h) ; 12 n 2"

ou m est la moyenne arithmétique des f”(&;) ¢ = 1,...,n. Comme &; € [a,b] Vi =0,n—1 et f”
est continue sur [a, b]; alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 3¢ € [a, b] :

m= f"(€); d'oi :

nh3 nh?
R(h) = =5 J"(&) = |R(h)| < =5 Mo
ou My = tm[mb(] |f"(&)]. Comme h = ; ), on obtient finalement
cla,
(b—a)’
< .
ey < C= L,

Ceci implique que la formule des trapezes est exacte si f est un polynéome de degré inférieur ou
égal a 1. De plus, cette formule est de degré de précision égal a 1. En effet ;

pour f(r) =22, n=1, 1o =a, ¥, = b, on a
](f):/bx2dx: v b:b_“(a2+b2+ab)¢1(f):b_a(a2+b2)
@ 3], 3 ! 2 '

Remarque 1.2. Cette borne d’erreur confirme notre observation sur l’exemple donné précédem-
ment. En effet; si n est doublé, l’erreur est alors divisée par 4 (approximativement!!). Mais le
cumul d’erreurs d’arrondi (dies au calcul numérique) fait que l'on n’atteint pas la valeur exacte
de I(f) lorsque n est de plus en plus grand.

Exercice :

Reprendre ’exercice précédent avec un nombre des points (x;,y;) i = 0,...,n, de plus en plus grand
et observer la convergence de L,(f) vers I(f).
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1.2.2 Méthode de Simpson
Soit & approcher Dintégrale I(f) = [° f(x)dx

Formules de Simpson simple

Dans le cadre de la méthode de Simpson simple, on divise 'intervalle [a, b] en deux parties de
méme longueur h = b_Ta, posons Ty = a, ] = “;b,xg =bety = f(x;), i=0,1,2.
On interpole les trois points (xo, ¥o), (21, y1) et (x2, y2) par un polynéme, noté Py, de degré inférieur

ou égal a 2. Sous la forme de Newton, ce polynéme s’écrit :

- — 2 +
Py(x) = yo + %o (x —x0) + yQ—y;yO(x — o) (x — x1).
h 2h
Donc comme f(x) ~ (a:) € [xg, x2], on a
) h

Ou encore
a + b

/abf(x)dx:/abPz(x)dx—bga(f() +4f( )+ F(b)).

C’est la premiere formule de Simpson ' simple sur l'intervalle [a, b].

Formules de Simpson composite

Dans le cadre de la méthode de Simpson composite, on divise lintervalle [a, b] en n parties de
méme longueur h = b_T“ Comme trois points induisent deux parties, le nombre n de parties doit
étre pris pair (n = 2m). Posons

xo=a,r1 =29+ h,....x; =29+ 1h (i=0,n),z, =0.

On interpole chaque trois points (z;, ¥;), (€i+1, Yi+1), (Tit2, Yir2) par un polynéome de degré inférieur
ou égal a 2 et on utilise la formule (1.1), on obtient la formule d’approximation

R f@)yde = [P, fl@)de+ 2 f(z)de + ...+ [27 f(z)do

12

%(yo + 4y +y2) + %(92 +4ys +ya) + ...+ %(yZm—Q + 4yom—1 + Yom)
= % (Yo + Yom=n + 2(y2 + Ya + .. + Y2m—2) + 4(y1 + y3 + Yom_1)]

= Lty +2 X wit+d X oyl

i pair i impair

Donc,

b—a

n

b h
I(f):Af<x)dI:In(f) 3(y0+yn+2zyz+4 Z yz) ou h =

i pair i impasr

C’est la premiere de Simpson composite sur l'intervalle [a, b].

Application a exemple précédent, avec n =4 :

f(z) =22 a=0,b=1h=1/4, dapres la formule de Simpson
1 h 1 5 1 1
[ @) = 1) = 5 o+ a2+ 4 1)) = 15 (04145 +5) = 2 = 1(7) 7

1. Thomas Simpson, anglais, 1710-1761
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Erreur de quadrature
Recherche de I’erreur d’approximation si f € C%([a, b])

En suivant une démarche quasi-analogue au cas de la méthode des trapezes, on tire que :

nh®

¢ efa,b], R(h) = I(f) - I.(f) = —ﬁf (©). (1.2)

Par consequent,

bh— 5
R0 = 117) ~ T(Hl < OO0, on My = max |790)|.

Ceci implique que la formule de Simpson est exacte si f est un polynéome de degré inférieur ou
égal a 3. De plus, cette formule est de degré de précision égal a 3. En effet ;

pourf(x):m4,n:2, To = a, xlzaTeret I2:b:
b 51 p_ 4
I(f):/ wtdr = li)] — (b4—i—ab3+a2b2+a3b+a)

alors que

b— b\* b—
L(f) = 6a(a4+4<a; > +b4): o0 (564+4ab3+6a2b2+4a3b+5a)

On voit clairement que I(f) # I>(f).

Remarque 1.3. Sin a doublé, lerreur est divisée par 16 (approzimativement), donc la présente
méthode est plus performante que celle des trapézes.

Exercice :

Notons par Ry = Ry(h) Uerreur commise sur la subdivision [xo, xs] ou encore sur [x1 —h,x1+h] :
x1+h h
Ra() = [ f@)de = 5 (Flor = h)+ 4f (1) + +F (21 + b)),
T1—
En utilisant, les rappels 1, 2 et 3, démontrer l'inégalité (1.2).
Proposition 1.1. Le degré de précision des formules de Newton-Cotes® a (n+1) points est

n, st n est impair;
n+1, sin est pair.

L’erreur dans les formules de Newton-Cotes a (n+ 1) points est en

h"t2 sin est impair; 0 b—a
h"t3.  sin est pair, n
Remarque 1.4. 1. On peut démonter que si le degré de précision est p alors ’erreur est en

hP*2 et réciproquement. Comme le degré de précision est facile a évaluer, il est possible
d’avoir une idée de l’erreur.

2. On peut construire des formules de Newton-Cotes qui ne comportent pas les bornes d’inté-
gration comme points de la formule de quadrature.
Par exemple, pour intégrer la fonction S22% entre 0 et 1 on peut utiliser :

La formule du point milieu : [° f(z )dm ~(b—a)f (“T“’> .
La formule variante des trapézes : f f(x)dx ~ bTa) [f (a + b_T“) + f (b — b_T“ } .
) 021 (52) 2 (59

La formule variante de Simpson : fa f(x)de ~ %) [Bf (“

2. Roger Cotes, anglais, 1682-1716
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1.3 Complément du cours

Exercice :

On se donne une fonction continue f : [a,b] X [c,d] — R. Approcher par la méthode des trapézes

l’intégrale double suivante :
b pd
:/a / fa,y) dy d.

Supposons que I(f) peut étre écrit sous la forme

1= [ ([ ) ae

Posons g(z) = [ f(x,y) dy et divisons, par analogie au cas d’'une seule variable, l'intervalle [a, b]
en n parties egales et l'intervalle [c,d] en m parties égales. Ceci induit deux pas de discrétisation
h = b= aetk—— alors

b h n—1
1) = [ ato) 0= (o0 + 23 ot +09) (13)

D’autre part, on applique la formule des trapézes pour approcher g(x) = fcd f(z,y) dy avec x
constante et y variable, on obtient

k m—
g(x) ~ 5 ( Z z,y;) + f(x d)) (1.4)
En substituant (1.4) dans (1.3), on aura

I(f) =~

ST

£ (Fa,c) +2 ]z flay;) + fla,d))
(o) +2 z Flaa ;) + fland)

i=

(. +2E F00.35) + 000
= B[f(.0) + fla,d) + f(be) + (0,d) + 2<le1 flay) + 5 1)
2 S0+ S fnd) + 4 T o flanu,)

=1 =1 i=1 j=1

= i in: Q; j f(a:z,y])

+
[\]

ou

ri=a+ih, v,=b i=0,n, yj=c+jk, yp=d j=0m

hk
Qoo = Apo = Omo = Onm =

ay=hk, i=Tn—1j=Tm—1

Remarque 1.5. Ce procédé peut étre adapté au calcul numérique d’intégrales triples ou multiples.
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1.4 Exercices
Série de T.D. N°1

Exercice 1.1.

Calculer arctan(3) par les méthodes d’intégration des trapézes et de Simpson pour n=6.

dz

1+.1'27 a/>0'

Indication : arctan(a) = [
0

Exercice 1.2.

On lance une fusée verticalement du sol et [’on mesure pendant les premiéres 80 secondes ’accé-
leration vy :

tlems) | 0] 10 | 20 | 80 | 40 | 50 | 60 | 70 | &0
~(en m/s2) | 30| 81.65 | 35.44 | 35.47 | 37.75 | 40.33 | 45.29 | 46.70 | 50.67

Calculer la vitesse V' de la fusée a ['instant t = 80s, par la méthode des trapézes puis par Simpson.

Exercice 1.3.

1. Déterminer un nombre suffisant de subdivisions m de lintervalle d’intégration [—m, 7| pour
évaluer a 0.5 x 1073 prés, par la méthode de Simpson, lintégrale

s
/ cosx dx-

—Tr

2. Déterminer un nombre suffisant de subdivisions des intervalles d’intégration pour évaluer a
0,5 x 107% pres, par la méthode des trapézes les intégrales :

. L dx (Y dx
D[ f
o 1+e o 1+sinx

Exercice 1.4. Soit f une fonction réelle continue et définie sur l'intervalle [a,b]. On pose h = b_T“
pourn =3, xg = a, r3 =b, x; = xg + th (i = 0,3). On considére la formule de quadrature :

b
1) = [ £ dt = af(er) + B (a2).

1. Déterminer les deux coefficients o et B sachant que la méthode est exacte sur IPy.

2. Généraliser l’écriture précédente au cas ou n = 3m.

3. Evaluer Uerreur relative commise en utilisant cette méthode pour approcher I(lnix)) sur [1, 2]
en prenant n = 3 subdivisions.

Exercice 1.5.

1. Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange P d’une fonction f construite sur les

points :
11

) _gu §7

2. Par intégration du polynome obtenu, en déduire la formule d’intégration approchée suivante :

-1 1.

[ r@yde s L0+ f0) 4 G + 1)

-1 4

3. En déduire la formule d’intégration approchée sur l'intervalle [a, b].

Indication : utiliser le changement de variable y = “TH’ + b_T“x
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4. Application : Calculer, a l'aide de la formule de quadrature proposée, les intégrales

1 3
/ e’ dx, / e® dx.
-1 -5

Calculer 17 erreur commise dans chaque cas.

Exercice 1.6.
On considére la formule d’intégration numérique (M) donnée par :

M) [ fa)de = V) = S00) +31(5) +3£G) + S1).

1. a) Déterminer p le degré de précision de la formule (M).

b) Sachant que Uerreur d’approzimation de la formule (M) est de la forme :

R(f) = kf®*(€), €€l0,1]

déterminer la constante k.
2. En déduire de la formule (M) une formule d’intégration numérique sur l'intervalle [a, b].
3. On divise lintervalle [a,b] en n = 3m, m € N* parties égales de longueur h = b’Ta
Généraliser la fomule obtenue dans la question précédente.

4. Applications : Soit les deux intégrales :

1 6
I :/ w2 dx, I :/ e’ dr.
~1 0

a) Calculer les intégrales I et Iy pourn =6 :
i) par la formule des trapézes,
ii) par la formule de Simpson,
iii) par la formule obtenue dans la question (3).

b) Comparer les résultas obtenus dans chaque cas.
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Corrigé série de T.D. N°1

Solution 1.1. On a arctan(3) = f n=6=h=2=1 Posons

1+x2

5 1
xo =0, $1=§, x9 =1, I3=§, Ty =2, 1‘5:57 Tg =3, et yi:l—l—x?’

1 =0,...,6.
i) Par la formule des trapézes :

(vo +2(y1 +y2 +ys +ya + ys5) + ¥s)

1

arctan(3) = f b
= 1(1+2¢+i+4+1+8)+3)
1 :

Q

l—l—w2

ii) Par la formule de Simpson :

B yo+4(y1 +ys +ys) + 2(y2 + ya) + Ys)
= L+ + S+ 23+ D+ )
1,2471.

arctan(3) =

Solution 1.2. On sait que acceleration est la dérivée de la vitesse V. Donc,

80
+/ s)ds = V(80) _0+/ ds.

Posons I = fgo v(s)ds. Ici, d’aprés le tableau des valeurs, on a h = 10, alors n = % = 8.
Posons t() = O,tl = 10, ty = 20,t3 = 30, ty = 40, t5 = 50,t6 = 60, t7 =70 et tg = 80.

1. Calculons lintégrale I par la méthode des trapezes.

7
I~ b (lte) +2 X (t) + (1)
= 1930 4 2(31,63 + 33,44 + 35,47 + 37,75 + 40, 33 + 43,29 + 46, 70) + 50, 67)
= 3089,5m/s.

2. Calculons lintégrale I par la méthode Simpson.

I =~ %( Y(to) + 2(7(t2) +y(ta) +(t6)) + 4(v(t1) +y(t3) + v(ts) +(t7)) + (1))
= 19(30 +2(33,44 + 37,75 + 43,29) + 4(4(31, 63 + 35, 47 + 40.33 + 46, 70) + 50, 67)
3087,2m/s.

Solution 1.3.
1. Soit I = [*_cosx dx- Le pas d’intégration est h = b*T“ = 2%
D’autre part l'erreur de quadrature de la méthode de Simpson est donnée par :

—nh® gy —(b—a)ht —2rht 27
180 / (6)_Tf (&) = 180 (— ) cos(§),

n

E(h) =

ou & € [a,b], par conséquent,
—2rh* 27
E(h =Y.
B0 < |- ()Y
o _3 . L p | —2mht o _
Ainsi pour que |E(h)] < 0,5 x 107 il suffit que n vérifie | =23~(22)* < 0,5 x 107*, donc,
nt > 451530_3. Ainsin vérifien > 18.162. On prendra par exemple n = 20, car pour la méthode
de Simpson, le nombre de subdivisions de l'intervalle [a, b] doit toujours tre pair.
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2. Ici on utilise lerreur de quadrature de méthode des trapézes.

Solution 1.4. Soit f une fonction réelle continue et définie sur l'intervalle |a,b]. On pose h = b_T“
pourn =3, xg =a, x3 =b, x; = xg + th (i = 0,3). On considére la formule de quadrature :

/ f(@t) af(z1) + Bf(x2).

1. Déterminer les deux coefficients o et 3 sachant que la méthode est exacte sur Py.

2. Généraliser ’écriture précédente au cas ot n = 3m.

3. Evaluer Uerreur relative commise en utilisant cette méthode pour approcher I(lng’:)) sur [1,2]
en prenant n = 3 subdivisions.

Solution 1.5. 1. On pose xg = —1, x1 = —%, Ty = é, x3 = 1. Les polynomes élémentaires de
Lagrange associés sont :
o) = SRR — - - e )
Li(e) = oileiien) - B8 — Lo — g+ )
Lie) = iy = R e
Lyw) = TR — S0t a2~ fo - 1),

Le polynéme d’interpolation de Lagrange s’écrit
P() = f(=1)Lofw) + F(=3)La(2) + [ () L) + F(1) La(o).
2. Nous intégrons le polynome P sur [—1,1],
S5 f(x)de ~ [1 P(z)ds
= JN) L Lo@)de + F(=5) Y LaCe) do o+ J3) 4 Lalo) de + (1) 11 Lofw) d

= D35+ 3G+ 1D

Wl

3. En déduire la formule d’intégration approchée sur un intervalle [a, b].
Posons y = b+"“ + =2 alors

fff(y)dy = el (e 4 ey dy

%
o
w‘l
Q
—~
Ny
K
—~
|
—_
S—
+
NSV
Q
—~
|
Wl
S~—
+
>
K
—~
W
S~—
+
=
N
—~
—
SN—
SN—

4. Application numérique :
(a) [ e"dvm tem +3e75 4 363 + Le = 2,3556
L’erreur commise est |(e — 1) — 2,3556| = 0.0052.
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(b) Psevdrm§ (Te®+ 3¢5 4 Sei 4 1e®) = 22,533

L’erreur commise est |(¢* — %) — 22,533| = 2,454.
Solution 1.6.
On considére la formule d’intégration numérique (M) donnée par :

1

M) [ fa)de = V) = S00) +37(5) +3£C) + S)

1. a) Déterminons p le degré de précision de la formule (M). On a

f“i dr=1 et V(1)=1

fol x2dx = %1 et V(xg = %1

fol x3 dr = 3 et V(mg) =3
quz;dx:% et V(x’) =7
crtdr =3+ et V(a*)=5#1

Donc p = 3.
b) Soit R(f) = [y f(z)dx —V(f) = kf@W(€), &€ 0,1]. Déterminons la constante k.
Pour f(x) = 2* on trowve f¥(x) = 4! = 24. Donc
d'une part, on a R(z*) = [} x*dx — V(2*) = T — b= —3m,
et d’autre part, on a R(z*) = 24k.
Ce qui donne

1 1
Uk = — -
F=—970 = %"= ~§as0

2. On en déduit la formule d’intégration approchée sur un intervalle [a, b].
Posons x = (b— a)y + a, alors

i f@)yde = (b—a)Jy f((b—a)y+a)dy

= (b—a)fy9@)dy ( posons g(y) = f((b—a)y +a)

S

Q

32(9(0) +3g(3) +39(3) + g(1))

@ ‘

= U5t (Fla) +3F(H) + 3F(“2) + £(1).
3. On divise Uintervalle [a,b] en n = 3m, m € N* parties égales de longueur h = 2.
Généralisons la fomule obtenue dans la question précédente. Posons
zj=a+jh et y; = f(z;), 7=0,..,n
On a
P flx)de = wom () do
= e o) da
m—1

Tttt < Y (flazs) + 3f(%) + 3f(2x“%) + f($3i+3)))

1=0

Q

= 3 (4o + 31 + 3ys + ys) + 2L (ys + 3y + 3us + Ys)
Fooo+ 2 (Y3m—3 + 3Ysm—2 + 3Y3m-1 + Y3m)

= 0y + Yamen + 31 + Y2 + Ya + Ys + oo+ Yamez + Yam_1)
+2(ys + Yo + - + Yzm—3)]

= 2h (f(a;o) + f(zn) + 317201@3@'“ + Ysit2) + 2”;1 y3i) :
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4. Applications : Soit Uintégrale : I, = [*, x> dx. Ici f(2) = 22, [a,b] = [-1,1].
_ 21
a) n=6=h=; = 3. Posons
2 1 1 2
ro=—1, 11 = —=, 1’2:—5, r3 =0, x4:§, x5:§, re =1, et yi:x?, 1=20,..1.

i) Par la formule des trapézes :

Li~Ir = %(yo+2(yi +y2 +ys +ya+Ys) + Vo)
Yo+ +5+0+5+H+1)

=]

38
54"

ii) Par la formule de Simpson : Ig =1, = %,
car f € Py et la formule de Simpson est de degré de précision p = 3.

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) :Iy = I = 3,

car f € Py et la formule (M) est de degré de précision p = 3.

b) Les formules (M) et de Simpson sont plus précises que celle des trapézes car elles sont de
degré de précision p = 3 et celle des trapezes est de degré p = 1.

Soit Uintégrale : I, = [ e® dx. Ici f(x) = €%, [a,b] = [0, 6].
a) n=6=h=2=1. Posons

x0=0,21=1 290=2,03=3, x4 =4, v5=05, 16 =6, et y; =€, 1=0,...,6.

i) Par la formule des trapézes :

Iy =~ I 2 (yo+2(y1 + y2 + ys + va + ys) + Ye)
sA+2(e+e+ed+et+e%) +¢f)

~ 435,42

ii) Par la formule de Simpson :

L~Ir = 2(yo+ 4y + ys +ys) + 2(y2 + ya) + Ys)
_ i
~ 404,42.

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) :

Ll = 2 (yo+3(y 4y +ya+ys) + 2(ys + va) + Ys)
= %(1+3(6+€2+64+65)+263+66)
~ 406, 48.
b) Onal, = [$e*dr = e — 1. Donc
Er = |I — Ir| = 32,99

Eg=|I, — Is| = 1,99
En = |I, — Ing| = 4,05.

Remarquons que Es < Eyy < Er. Donc la méthode la plus précise est celle de Simpson
et la plus moins précise est celle des trapezes.
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Exercices supplémentaires corrigés

FExercice :

1. a) Rappeler la définition du degré de précision d’une formule de quadrature.

b) Trouver les poids oy, ay et ag, tels que le degré de précision de la formule de quadrature
proposée soit minimal.

c) Trouver le degré de précision p de la formule de quadrature proposée.

2. Construire a partir de cette formule de quadrature sur [0,1] une formule de quadrature sur

[a,b].

3. On subdivise [a,b] en n parties égales de longueur h. Généraliser la formule de quadrature
obtenue sur |a,bl.

4. Application numérique :
utiliser la formule de quadrature trouvée pour calculer fol e dx et f35 e dx.

Soit f € C'([0,1],R). Afin d’approcher numériquement Uintégrale 1(f) = [y f(x)dzx, on consi-
dere la formule de quadrature

V(f) = f(0) + aaf(1) + asf'(0), a; €R,i=1,2,3.

1. a) Rappeler la définition du degré de précision d’une formule de quadrature.

b) Trouver les poids aq,aq et ag, tels que le degré de précision de la formule de quadrature
proposée soit minimal.

c) Trouver le degré de précision p de la formule de quadrature proposée.

2. Construire a partir de cette formule de quadrature sur [0,1] une formule de quadrature sur

[a, b].

3. On subdivise [a,b] en n parties égales de longueur h. Généraliser la formule de quadrature
obtenue sur |a,bl.

4. Application numérique :
utiliser la formule de quadrature trouvée pour calculer fol e dx et f35 e dx.

On consideére la formule de quadrature :
V(f) :Oélf(o)‘i‘OQf(l)‘i‘Oégf/(O), Q; GR, 1= 17273'

1. a) Une formule de quadrature est dite de degré de précision p si elle est exacte pour f(z) =
a2k, k=0,...,p et non exacte pour f(z) = xP*L.

b) On a trois paramétres a déterminer, donc on impose que la formule proposée est exacte
pour des polynomes de degré inférieur ou égal plus 2, on aura donc le systéme de trois

équations
1 2
Jo lde = a1 + ay o +ay =1 a1:§
1 1
fordr=ay+a3 <= mataz=5 = aa=3
1.2 _ 1 _ 1
fOI dI:OéQ ag—g &3—6.

Donc

V() =3 (200 + 1)+ 570))
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¢) La formule de quadrature trouvée a degré de précision p au moins égal a 2, or V(x?) =
L4 fyadde =1 Doncp=2.

2. Construire a partir de cette formule de quadrature sur [0,1] une formule de quadrature sur
[a,b]. On utilise le changement de variable y = (b — a)x + a, on obtient

b 1
/af(y)d?/:/o f((b—a)x+a)b—a)d.

Posons g(z) = f((b—a)x + a), on aura

I fw)dy = (b—a) [y g(x)dx
~ (b—a)(29(0) + 39(1) + £4'(0))
b2 (2f(a) + £(b) + 552 f'(a))

3. Généralisation : On subdivise [a,b] en n parties égales de longueur h, posons xo = a,x, =
b,x; =x9g=1ih, 1=1,n— 1.

Ri@ds = 8 7 ) ds
(2f(xz) + f(@isn) + 51 (2:))
(2" £ f@)+ S f@n) +4'S fa).

Q

.

wls

4. Application numérique :

! —2 —x? -1 f:r2 2 -9 —25 -9
/e de= V(e ™) = + e et/ (e ):§(Qe +e* —6e 7).
0
Soit f : [—1,1] — R une fonction continue. On considére la méthode d’intégration numérique (M)

donnée par :
(M) / flx (@) + f(—a) avec a € ]0,1].

1. a) Calculer lerreur
1

B(f) = [ fa)de=[f(@)+ f(=a),
pour f(x) =1,z, 2% respectivement.
b) Déterminer p le degré de précision (I’ordre) de la méthode (M) en fonction de .

2. En utilisant un changement de variable affine approprié, déduire de (M) la formule d’inté-
gration approchée sur lintervalle [a, b].

3. Généraliser la fomule précédente en divisant l'intervalle [a,b] en n parties égales de longueur
h=1%2 neN*

4. Applications : Approcher Uintégrale I = [T cosxzdz :

i) Par la formule des trapézes simple.

ii) Par la formule obtenue dans la question (3) pour o = .

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) pour o = %

Estimer lerreur commise dans chaque cas et comparer les résultats obtenus.
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On considére la méthode d’intégration numérique (M) donnée par :

(M) /1 f(z)dx ~ f(a) + f(—a) avec « € [0,1].

1. a) Calculer, pour f(x) = 1,z,2%, Uerreur E(f) = [, f(z)dz — [f(a) + f(—=a)]. On a

E(l) = 0,Va€eR

E(x) = 0,VaeR

E(z?) = 2-2a%
b) Remarquons que E(2*) =0 & a = % La méthode (M) est donc toujours au moins de

degré de précision (d’ordre) p = 1. Elle est de degré de précision p = 3 uniquement si
~

2. En on déduit de la formule (M) la formule d’intégration approchée sur lintervalle [a, b].

Posons x = By + . On cherche, en fonction de a et b, les coefficients 5 et v qui vérifient le

systeme :
a=—F+~ g =1t
—
{b—5+7 {7—*

En faisant donc le changement de variable x = b_T“y + “ib, on aura

Jo f@yde = 252 f) f(55% + 450 dy
= e flgly)dy ( posons g(y) = f(52y + %)
b2 (g(a) + g(—a))

= 5 (F5a ) £ f(= gt ) a e 0.1)

f=a

12

3. Généralisons la fomule précédente en divisant l'intervalle [a,b] en n parties égales de longueur
h = I’_T“, n € N*. Posons x; =a+1th, 1=0,...n. On a

2 flx)de = Zf”’“ (z) da

~ b (FBa+ =) 4 f(—ha+ 25 a e 0,1

4. Applications : Approcher lintégrale I = [*_cosxzdx :

i) Par la formule des trapézes simple :

+

I= /W cosrdr ~ It = (cos(—m) + cos(m)) = —2m.

ii) Par la formule obtenue dans la question (3) pour o = 5 :

I= /7r coswdr ~ Iy, = W;—W (cos(g +0) +COS(—§ —i—O)) =

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) pour a

I:/ COS:EdZE%IMQZW(COS(ﬂ— + cos(—

e
) 9 i 1.5119
7 cos(—= -1, )

. V3 Vel

&\ﬂ
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Onal=["_cosxdr =0, alors |I —Ip| =21 > |I — Iy |m > |I — Iy, | = 1,5119.
Donc la formule la plus précise est celle obtenue dans la question (3) avec a = %

FExercice :

Soit la fonction g(x) = 1, v € R—{1}.

1. Calculer F(z) = [§ g(t)dt, = < 1. Quelle est la valeur de F(z) en x = 37

2. a) Trouver les coefficients o, 3 et 7y, tels que pour tout polynome P de degré inférieur ou égal
a 2, on ait

pr@ﬁm_apmyuﬂ%n+7puy

b) En utilisant un changement de variable, déduire de la formule précédente les coefficients
a,b et c tels que pour tout polynome q de degré inférieur ou égal a 2, on ait

J

c) Sachant que le polynome d’interpolation de la fonction g aux points 0, 3 et % est donné
par Py(z) = %xQ + 1, utiliser la formule précédente pour approzimer In 3.

Soit la fonction g(x) =, v € R—{1}.
1. Flz)= [y {5dt=—In(1—x), 2 <1 et F(3)=1In3.

2. a) Trouvons les coefficients «, [ et 7, tels que pour tout polynome P de degré inférieur ou
égal a 2, on ait

Wl

Q) dr = aQ(0) +5Q(5) + ¢ Q(3)

2
/0 P(x)dx = a P(0) + S P(1) + v P(2).
On pose P(x) =1, P(z) =z et P(x) = 22, on trouve le systéme

Bldr=2=a+p+7

JPrdr=2= 42y

Gatdr =% =p3+4y
ce quidonnea:ﬁ:% et’yzg.

b) En utilisant le changement de variable y = 3z, on aura

Qe = LRQE)dy
= %fo P(y) dy
= 3 (PO +3P(1) +3P(2)

5Q(0) + 5Q(3) + 5Q(3)
On trouve donc, a = b = é et c = g.
c) On a Py, € Py, alors
5 3 1 11, 4 2
In3 = /0 g(x)dx ~ /0 Py(z) de = §P2(0) + §P2(§) + §P2(§)

D’ou l'approximation
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Devoir

Exercice 1.7. Soit l'intégrale
2
I = / ze” d
1

1. Calculer lintégrale I analytiquement.
2. Approcher Uintégrale I par une application de la méthode des trapézes.
3. Approcher Uintégrale I par une application de la méthode de Simpson.

4. Donner ’erreur relative commise dans chaque cas en pourcentage.

Exercice 1.8. Soit f une fonction continue donnée sur l'intervalle [—1,1]. Notons par P le
polynome de degré deux qui interpole [ en les points —1,0 et 1.

1. Exprimer [', P(t)dt en fonction de f(—1), f(0) et f(1).
2. Vérifier que l'expression obtenue coincide avec une formule d’intégration numérique dont on

donnera le nom et la valeur du pas de discrétisation.

Exercice 1.9. (Méthode du point mileu)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Afin d’approcher son intégrale sur |a,b] en (n = 2m)
parties égales de longueur h. On pose xo = a, x, = bx; = xo + ih, y; = f(x;) (i =0,n).

La méthode proposée consiste a remplacer, pour (i = 0,2,4,...,n —2), Uintégrale ["** f(z)dx par
Uaire du rectangle de cotés f(xi1q1) et (xire — ;).

1. Trouver les (n+ 1) coefficients réels (a; = a;(h)) tels que

I:/abf(:c)dx:zn:aiyi:V(h)

i=0

2. Si f est suffisamment continument dérivable, déterminer ’expression de ’erreur d’intégration
R(h) =1—-V(h)

3. Dans quel(s)cas la méthode est-elle exacte ?

4. Trowver lim R(h) quand h tend vers 0.

5. Quel est le nombre minimal de subdivisions d effectuer sur l'intervalle [1,2] pour que Uerreur

absolue commise sur l'intégrale de f(x) = % ne dépasse pas 2 x 1074,

Exercice 1.10. (Méthode des réctangles)

On considére lintégrale [° f(x)dz. On se donne une subdivision xo, 1, ..., x, de Uintervalle [a,b]
tel que x; = a+1th ou h = ”’Ta Dans la méthode des rectangles, on remplace la fonction [ par une
fonction constante par morceaux. Soit g la fonction définie par

g(x) = f(x;) pour x € [m;,x;41].

n—1
1. Posons S = [? g(x)dx. Montrer que S =h'Y. f(a+ih).
i=0

2. On suppose que la fonction f est continue sur lintervalle [a,b] et continiment dérivable sur
lintervalle ouvert ]a,b[. On pose

a+h
¢(h):/ flz)dz — hf(a) ovta<a<a+h<bh.

«

Montrer quil existe un nombre ¢ €]0, h[ tel que ¢(h) = %Qf’(c + a).
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3. On suppose que |f'(x)| < k, Vz € [a,b]. Montrer que

(b—a)?
2n

b
| [ fayde -S| <k
Exercice 1.11. Soient a et h deux réels donnés, h > 0. On pose

B(f) = /fh f(x)dz — ahf(a) — Bhf(a+ Th).
1. Déterminer les valeurs de o, 3 et T de sorte que l'on ait
VpeP, E(p)=0.
2. Supposons que o = i, b= %, T = %
3. Trouver l'ordre de précision de la méthode proposée.

a) Montrer que pour toute fonction f € C3(R) il existe 6 €0, 1] tel que
) que p : q
E(f)=Kh*'f®(a+6h) ot K est une constante indépendante de f

Indication : on pourra considérer lapplication R : [0, h] — R définie par :
R(h) = E(f) et on remarque que R(0) = R'(0) = 0.

b) Calculer K puis lerreur relative commise lorsque f(x) = (x — a)?.
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