Chapitre 3

Résolution des systemes linéaires

3.1 Position du probleme
On appelle systéme linéaire d’ordre n, (n € N*), une expression de la forme
AX =0, (3.1)

ou A = (a;j), 1 <1i,j < n, désigne une matrice carrée d’ordre n de nombres réels ou complexes,
b= (b;), 1 <i <mn, un vecteur colonne réel ou complexe et X = (z;), 1 <i < n, est le vecteur des
inconnues du systeme. La relation (3.1) équivaut aux équations

n
Zaijxj:bz-, Z:]_,...77’L.
j=1

La matrice A est dite réguliére (inversible) si det(A) # 0; on a existence et unicité de la solution X
si et seulement si la matrice A est inversible.

On cherche a résoudre le systeme linéaire (3.1).
Théoriquement, si A est inversible, la solution du systeme AX = b est donnée par la formule de
Cramer ! :

r=——-, i=1,...,n,
det(A)
ol A; est une matrice obtenue & partir de A en remplacant la %™ colonne de A par le vecteur b.

Cependant 'application de cette formule est inacceptable pour la résolution pratique des systémes,
car son coit (ou nombre d’opérations) est en O((n + 1)!). Par exemple, sur un ordinateur effectuant
10° opérations par seconde il faudrait au moins 10*” années pour résoudre un systéme linéaire de
seulement 50 équations.

Il faut donc développer des algorithmes alternatifs avec un cofit raisonnable. Ce probléme est un
des plus importants de ’analyse numérique.
Dans les sections suivantes plusieurs méthodes sont analysées. Ces méthodes se divisent en deux
catégories :

a) Méthodes directes : Ce sont des méthodes qui permettent d’obtenir la solution X de (3.1),
si I'ordinateur faisait des calculs exacts, en un nombre fini (en relation avec n) d’opérations
¢lémentaires.

b) Méthodes itératives : Ce sont des méthodes qui consistent a construire une suite de vecteurs
X convergeant vers la solution X.

1. Gabriel Cramer, 1704-1752
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Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que A est une matrice inversible de M, (R),
ou M, (R) est I'ensemble des matrices carrée d’ordre n a coefficients réels.

Remarque 3.1. Le fait que les coefficients de A soient réels n’est pas restrictif. En effet ; supposons
que ’on veut résoudre (3.1) dans C, c’est-a-dire

(A+iB)(X +iY)=b+ic, ouA,Be M,(R) and X,Y,a,b € R".

On peut le réécrire sous la forme :
A —-B X\ (b
B A Y | \¢

AX =V (3.2)

avec (3.2) est un systéme réel de (2n) équations d (2n) inconnues.

ou encore

3.2 Méthodes directes

3.2.1 Systemes particuliers

Systeme diagonal

Soit A = (aij)lgingn ou Q5 = 0, sig 7&] et (077 7é 0Vi= 1,n.
Posons X = (x1, %2, ....,x,)" et b= (b1, b, ....., b, ). Alors

anry = b
A22T2 = by
AX =b& == r;=—,i=1,n,
: Qi
Applp = bn
donc la solution est X = (1, xg, ...., x,)" ol z; = ;—’ avec i = 1,n.

11

Colit : n divisions.

Systéme triangulaire supérieur

Soit A = (aij)1<ij<n ot a;; =0sii>jeta;#0Vi=1n. Alors

apxry + a1ao + ... + a1, = bl
a22To + ... + Qopnx, = 172

AX =b&

Apndn = bn

donc le systéeme AX = b se résout par la méthode ascendante, c’est-a-dire on trouve d’abord z,, puis
Tp_1,..., puis z1; d’ou les relations :

by

Ann

Ty = )

n
1 .
xT; = @ (bz - § 1aijxj), T=n— 1, ,1
J=it
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Coiit : "("2*1) additions (ou soustractions)+ @ multiplications+n divisions=n? opérations. En
effet ;
— Le nombre de divisions étant évident.
— Pour calculer x;(i = 1,...,n), on fait (n — i) additions et (n — i) multiplications, d’ou
. N " , n(n+1 nin—1
colit (+) = colit (x)=> (n—i)=n>— ( ) ( )
i=1

2 2

Systéme triangulaire inférieur

Soit A = (aij)1<ij<n oua;; =0sii<jeta;#0Vi=1n. Alors

a;1x; = by
2171 + Q22%2 = by

AX =b&

Ap1T1 + Qoo + ... + GpnXy = by,

donc le systeme AX = b se résout par la méthode descendante, c’est-a-dire on trouve d’abord x;
puis o, ..., puis z,; d’ou les relations :

_ b
xl—rua

1—1

1 |

n= g (= ) 1= 2
]:

(27

% multiplications et n divisions.

Coiit : "("2_1) additions (ou soustractions),

Remarque 3.2. Les coits des trois méthodes précédentes sont valables (point de vue calcul sur
machine) pour n pas assez grand (< 100), on s’efforcera donc -dans toute la suite concernant la
catégorie des méthodes directes- de transformer la matrice A du systeme AX = b afin de nous
ramener au cas triangulaire (le plus souvent) et méme au cas diagonal.

3.2.2 Meéthode d’élimination de Gauss

Comme les systemes triangulaires sont faciles et économiques a résoudre, l'objectif est de transfor-
mer tout systeéme linéaire en systeme triangulaire équivalent. Bien que cette méthode soit parmi les
plus anciennes qui ont été proposées pour résoudre les systemes linéaires elle reste encore actuellement
la plus utilisée ; en particulier son algorithme est d’exploitation aisée sur micro-ordinateur.

Principe de la méthode :

Déterminer une matrice M inversible telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure. Alors
AX =b& (MA)X = Mb,
ensuite résoudre le systeme triangulaire supérieur (M A)X = Mb par la méthode ascendante.

Remarque 3.3. En pratique on ne calcule pas M d’une fagon explicite, mais par des transforma-
tions équivalentes on ramene le systeme de départ en un systeme a matrice triangulaire supérieure.
Autrement dit _

(A, b) tmnsfoﬂz)atzon (A(n), b(n)),
ot A™ est une matrice triangulaire supérieure, puis on résout le systéme triangulaire.

AMX = pm,
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Algorithme d’élimination de Gauss :

On pose AN = A et b)) =1b

(1 1)

aiy Qg
1 1
(Au);b(l)): ay ay)
ani aly

A la 1¢¢ étape :
suivantes :
LY «— LYY

RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

. (1)
a%) : bﬁ” L%1)
y coam | L
aén Dby ‘
aly) b ) L

Si a%’ # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les affectations

1)

Lz(2) — Lz(l) — Oéingl) ol A1 = aﬁ)? 2 S i S n.

On obtient donc

(2 (2

a1

. 2)
a2 @\ L

arp di2 1n @
2 2) - (2
< A b(z)) I asy ay) by ?
0 a%) a?) b2) L7(12)
ou
o =) 1< < o =

a;;’ = a;;
b =M — b
Remarque 3.4. Si on pose
1
—Q21
EW = —ay
o

on aura A® = EFL _AQ),

A la k*me étape (1 <k<n-—1): Si agz) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les

affectations suivantes :

(%)

i

L(k—i—l)

[

+— L

LEIH_I) « Lgk) i Oéz‘kngk)

1<i<Ek;

(k)
ol aj =y, k+1<i<n,
kk
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On obtient donc

(k) (k)

ai;’ Qg
0 aé,;)
0
: g
( AU+ b(m)) _| - gy
k+1
0 al(c+1,12;+1
: 0 oY
ou (k+1) (k)
i ij 1< J < n;
1< <k

) —0, 1<j<k, k+1<i<n
k k .
a ™ =aff) —ana), k+1<j<n;

B _ ) g p®)

)

Remarque 3.5. Si on pose

1
0
1
E® = — et 1k
0 —apiop
: 0

—Qnk

on aura AR = BB AR 1 <k <n—1.

SR
ag by
NUREETC
E+1) - o (k+1
al(c+1,7)z : bl(e+1)
alk+) pU+)
E+1<i<n.
1

k+1
Ly

Lék—f—l)

(k+1)
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En réitérant (n — 1) fois 'opération on obtient :

AX =be AMX = p)

avec
o) oy el Y
R b
A — : o opm =
0 :
) b

A™ étant une matrice triangulaire supérieure.
Remarque 3.6. 1. Pour AY) = A on a trouvé que
AR+ — pk) Ak — pk) pk=1) A(k-1) _ pk) pkE-1) p1) A1)

Alors
A — pin=1) pn=2)  p() A — A

2. Les a,(jc), k = 1,n sont appelés "pivots de la méthode de Gauss'.
3. La méthode de Gauss permet de calculer det(A) par

det(A H a22 ot j est le nombre de permutations .

4. Siadla jieme étape a,(ek) =0, alors il existe p, k+1 < p < n tel que a ) £ 0, car

(k) . (k)
A, Aen,

det(A) = afy) x af x -+~ aj" 111)9 1 X - | #0.
"

5. Au cours de la triangularisation, si l’on trouve que ['un des pivots a,(fk) = 0, on permute la ligne

du pivot avec une ligne supérieure L,, k+1 < p <n dont I’élément de la k™ colonne ag,? est

non nul.

6. La méthode de Gauss sans permutation de lignes s’appelle "Gauss ordinaire”.

Exemple 3.1.
2 —6 1 2 —6 3 i 2 —6 3
A= -1 3 -1 |=A®=0 0 -3 |=A®=4A@ =10 5 !
3 -4 2 0 5 1 0 0 -3

Coit de la méthode d’élimination de Gauss ordinaire

Pour passer de (A(k)E b(k)) a (A(k“)f b(k“)) on utilise

a( .
ay V=) =S af, kr1<i<m
kk

k+1<i<n.
%anym_iﬁb

i (k)
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Alors a chaque étape k, 1 <k <n—1ona (n—k+1)(n—Fk) additions (soustractions), (n—k+1)(n—k)
multiplications et (n — k) divisions, donc

n—1 n—1
Cott total =2 3> (n—k+1)(n—k)+ > (n—k) = 2n® + in? — In.
k=1 k=1

Rappel : i k* = 2(n+1)(2n+1). D’oll, le coiit total de la méthode de Gauss (élimination+résolution
i=1

2

d'un systeme triangulaire) est 2n® 4+ $n? — In +n? = O(2n?) car pour n grand, n? est négligeable

3
devant n?.

3.2.3 Meéthode de la décomposition LU

Principe de la méthode :

1. Décomposition de la matrice A de fagon a la mettre sous la forme A = LU ou L est une matrice
triangulaire inférieure unitaire et U est une matrice triangulaire supérieure.

2. Résolution : Le systeme AX = b devient

LY =b
AX:b<:>LQ;)_(/<:>{ UX =V

donc la résolution du systeme AX = b revient a la résolution de deux systemes triangulaires.

Théoréeme 3.1. Soit A une matrice telle que les sous matrices principales Ap) = (aij)1<ij<k de
A soient inversibles pour tous 1 < k < n, alors il existe une matrice L = (l;j)1<ij<n triangulaire
inférieure telle que l;; = 1, i = 1,n et une matrice triangulaire supérieure U telle que A = LU.

De plus cette décomposition est unique.

Démonstration. Existence : Montrons que tous les pivots d’élimination de Gauss sont non nuls,
c’est a dire a,(;? # (0 pour 1 <k <mn—1. On le démontre par récurrence.

Le premier pivot aﬁ) est forcément non nul car aﬁ) = det(Ap)) # 0.

Supposons que a,‘jj # 0 pour 1 <k <r —1 et montrons que afﬁ) # 0.

On a det(Ap)) = agll)ag) . .aff:ﬁz_la&fﬁ

). Or d’une part, par hypothese det(Ap) est différent de

zéro et d’autre part, par hypotheése de récurrence a,(ckk) #0pour 1 <k <7 —1. Donc al") est
aussi différent de zéro.
Unicité : Soit A = LU, = LyU,, don UyUs ' = L' Ly = D.
Comme U;U; ! est une matrice triangulaire supérieure et L7'Ly est une matrice triangulaire
inférieure et D a des 1 sur la diagonale, alors D = I,, ce qui implique que Uy = U; et Ly = Lo.
m

Détermination des matrices L et U

a) En utilisant ’algorithme d’élimination de Gauss ordinaire : Au premier pas d’élimina-
tion de Gauss, on trouve

—021 . 0
A®@ = EO AM oy BO = | —ay 1

—0lp1 1
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Au deuxiéme pas, on trouve

1
0 1 0
- . D~
AB) — E@ A@ oy BO® =
— (Y2 0
0 —Qp2 1
de la méme maniere au k-ieme pas d’élimination, on obtient
1
0
1
AE+D) — p(R) AR) Gy B — —Qgt1,k
0 —agiak
: 0
— Ok 1

ce qui nous donne
Al —  gh-1) A(n-1)
= E0-1) ph=2) A(n-2)
= E0-1H p0-2)  pM A
Posons U = A™ et -1 = En=-1) gr-2) .. p1)
alors U= L"1A dou A= LU ou

L = (EmD.ED . E@).E(l))*1

_ (Eﬂl))1 (B@) (B0

21 1 0
= Q31 (32
Qp1 Qp2 - Opp—1 1
«t ey 1)
all a/122) DEREEY .. a/lg]/)
BTN ¢
U=AM =
0 :
aj)
b) En appliquant l’algorithme de la méthode :
En connaissant A = (a;;)1<i j<n, on écrit 'égalité A = LU
all ... a1] ... aln 1 ull u12 .« .. ... uln
l21 1 0 u22 .. .« .. uzn

Qi1 Qi Qg = l31

Qp1 *++ Qp2 -+ Gpp lnl e ln,nfl 1 Unn
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(U contient w éléments et L contient @ éléments). Par identification on obtient un

systéme linéaire de n? équations & n? inconnues. En résolvant le systéme obtenu dans des cas
particuliers (n = 2,3,4), on constate que la détermination des éléments de L et U cherchés se
fait suivant ’algorithme général :

li=1, 1<i<mn;
ulj:alj, 1§j§n,

ln=,2<i<m

uiy’

m—1
Umj = Amj — kZ lmk‘uk‘j7 m < J < n;
=1

2<m<n.

m—1
lim = (aim - E lzkukm) /umma m+1<1< n;
k=1

Coliit de la méthode

— Calcul de U : cotit(x)=colit(+)= > (m — 1)(n —m+ 1) = O(3n?)

—_

3
TiMs

— Calcul de L : colit(x)=colt(+)= > (m — 1)(n —m) = O(zn®)
et cotit(/)= > (n—m) = "2,
m=1

D’ot, colit total = O(3n*)=coiit de Gauss.

3
Il
A

Utilité de la détermination LU

Calcul de déterminant Gréace a la factorisation LU, on peut calculer le déterminant d’une matrice
carrée avec O(3n®) opérations, vu que

det(A) = det(L) x det(U) = det(U) = ﬁ Uk

Résolution : Supposons qu’on veut résoudre le systeme AX = b. Décomposons A sous forme LU,
alors AX = b devient (LU)X = b ou encore L(UX) = b. Posons Y = UX, on cherche alors YV’
tel que LY = b est un systeme triangulaire inférieur qu’on résout par la méthode descendante.
Y étant trouvé, on cherche X tel que UX = Y est un systeme triangulaire supérieur qu’on
résout par la méthode ascendante.

Coiit total : coﬁt(décomposition LU)+cotit(résolution de deux systemes triangulaires), c¢’est
a dire, Cotit total= O(3n?) + 2n? = O(3n?).

Calcul de l’inverse d’une matrlce : Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n,
notons par vV, ..., v les colonnes de sa matrice inverse A~ i.e. A~' = (v, ... v™),
La relation A. A7 = [n se traduit par les n systemes linéaires sulvants ;

Ao = e®) 1 <k <n, (3.3)

ot e®) est le vecteur colonne ayant toutes les composantes nulles sauf la k—iéme composonte
qui est 1, e® = (0,...,1,...,0)". Une fois connues les matrices L et U qui décomposent la
matrice A, résoudre les n systeémes (3.3) gouvernés par la méme matrice A.
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Exemple 3.2. Soit le systéme linéaire suivant

2 -5 1 7 12
-1 3 -1 e | =] -8
3 —4 2 T3 16

A laide de la décomposition LU de A :
1. Résoudre le systeme donné en déterminant les matrices L et U :
a) En utilisant Ualgorithme d’élimination de Gauss ordinaire.
b) En appliquant l’algorithme de la méthode.

2. Calculer linverse de A.

3.2.4 Méthode de Cholesky

Dans le cas d'une matrice A symétrique définie positive, il est possible de résoudre le systeme
AX = b avec un nombre d’opérations égal presque a la moitie du nombre d’opérations utilisées dans
la méthode de Gauss.

Définition 3.1. Une matrice A € M,(R) est dite définie positive si et ssi X'AX > 0, VX €
R" — {Og, }.
gl

Exemple 3.3. Soient A = ( L2 > et X = (

9 8 >€R2.Ona

T2

X'AX = (21, ) ( ) ) < o ) — (214 225)% + 422 > 0V X € R — {(0,0)}.
2

Définition 3.2. A € M, (R) est dite définie positive si et ssi toute sous-matrice principale
A = (aij)i<ij<k, k =1,n de A est de déterminant strictement positif.

Théoréme 3.2. Si A est une matrice symétrique et définie positive alors, il existe (au moins) une
matrice triangulaire inférieure R telle que A = RR!.

De plus, si on impose que les éléments diagonaux de R soient tous positifs, alors cette décomposition
est unique.

Démonstration. On a A définie positive assure 'existence de la décomposition LU de A ou L =
(lij)1<ij<n €st une matrice triangulaire inférieure unitaire et U = (u;;)1<; j<, est une matrice trian-
gulaire supérieure (car toute sous-matrice principale Ap)), k = I,n de A est de déterminant non
nul).

k
Remarquons que det(Ap)) = [1 uj;, k¥ =1,2,...,n ce qui implique que u; > 0, i = 1,n.
j=1

Soit D et D2 les matrices diagonales définies par

D = diag(uyy, ugg, ..., Uny), D? = diag(\/ui1, /U2, - s A/ Unn)

1\t - 1 1 1 )
alors (D2) = dzag(m, VAR m) D’une part, on a

A=LU = LI,U = LD%(D%)"'U



3.2. METHODES DIRECTES 11

Posons

R = (rijh<ij<n = LD
H = (hijh<ij<n = (D

matrice triangulaire inférieure avec ry; = /uy

N= =

)
)~'U, matrice triangulaire supérieure avec hy; = /Uy,

alors
A= RH.
D’autre part, on a A est symétrique, alors
A=A
< RH=H'R
«— H(R) "= (R)""H' (multiplions les deux cotés a gauche par (R)™" et & droite par (R)™")
— H(RY '=1I,et (R)"H' =1, (H(R") " est M.T.S. et (R)™" H'est M.T.L.)
— H=R"

Algorithme de Cholesky

Son principe est le suivant : on écrit la matrice A sous la forme RR' out R = (rij)1<ij<n, Tij =0
si 7 > i, ensuite on identifie colonne apres colonne on aura
Premiére colonne : (j =1)
ay = r?, = 111 = y/ay; ( si on impose que ry; > 0)

ap =rarn = rqg =%, 2<i<n.

Deuxiéme colonne : (j = 2)
U9o = T3, + 13y = T99 = \/ag — 13, ( si on impose que r9y > 0)
Qjp = T31721 + TiaTo2 == Tz = é (a2 —riari2), 3 <1<,
Ainsi on a construit I'algorithme suivant :

T11 = 4/Q11;

j-l . .
Ty = (az’j—kzlﬂkrjk>> J+1<i<n

Tjj

Colit de la méthode

n
n extractions de racines carrés, Y. (n — j) =
i=1

23— 1)(n — j) = O(n?) (cotit(x) et coiit(+))

=

J
Zn: (j —1) = O(3n?) (colit(x) et coit(+) dans les racines carrés).
j=1

Cofit total=0(5n*) ~ la moitié¢ de celui de Gauss.

n(n—1)
2

(divisions),

2. André Louis Cholesky, frangais, 1875-1918
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Conclusion :

On peut utiliser la décomposition RR! d’une matrice A symétrique définie positive pour résoudre
le systéme linéaire AX = b ou pour inverser A, de la méme maniére que pour la décomposition (LU).

Remarque 3.7. 1. Si A= RR' ot R = (ri;)1<ij<n, alors det(A) = (det(R))* = ﬁ 2.
i=1
2. La décomposition A = RR' n’est pas unique si on n’impose pas que ry; >0, i =1,2,...,n.

j—1
3. Pour une matrice définie positive on a : 7"]2-]- = aj; — ). rjzk > 0, donc si a une étape de calcul
k=1

on trouve que rjzj < 0, la matrice A n’est pas définie positive.
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3.3 Méthodes itératives

Quand n est assez grand les méthodes directes ne sont plus envisageables vu le nombre tres grand
d’opérations a effectuer qui engendre la propagation des erreurs d’arrondi. On a alors recours aux
méthodes itératives qui consistent & générer -a partir d'un vecteur initial X(® choisi dans R™- une
suite (X™),cn telle que : XD = F(XM) et lim X = X: ot F : R® — R” est un opérateur

n—-+oo
lié & la méthode.

Principe des méthodes itératives :

Ecrivons d’abord la matrice A sous la forme A = M — N ou M est inversible, alors

AX =b <—= (M-N)X=0b
< MX=NX+0.

Multiplions les deux cdtés par M1, on aura
X=M'NX+M"b

Le principe de toutes les méthodes itératives est le suivant :
— choisir un vecteur X € R”,
— générer la suite (X®),cy telle que X*+H) = M=INX® + M1,
— si la suite (X®),cn converge vers X*, alors X* est la solution du systéme AX = b.

Remarque 3.8. 1. Le critere d’arrét se fait, en général, sur l'erreur relative de deux itérés suc-
cessifs X et XD cest a dire
HX(k+1)_X(k)||
Test(i“ﬂ,@“)” <€

ot € choisi petit, ou sur lerreur absolue si | X*+V)|| est trés petite.

2. La méthode itérative est dite convergente si : ¥ X© e R*, X®) — X* quand k — +oo ot X*
est la solution du systéeme AX = b.

3.3.1 Matrice d’itération et les conditions de convergence

On appelle, pour M et N choisies, matrice d’itération ”la matrice B = M ~'N.”

Condition nécessaire de convergence

Notons par E® = X*) — X* le vecteur erreur a I'étape k (k € N), on a
X* = BX*+ M (1)

xX® = px*D LM (2)

en soustrayant (1) de (2), on aura
X® _ x* = p(x*-1) _ x*) = Bgp®-1,
Alors
ER — ppk-1) _p2pk-2) — ... _ gkpO oy O — x©) _ X
ou encore
X® _ x* = BR(X© — X%,

La méthode converge si V X (©) khrf X®) = X* ce qui est vraie si
—+00

lim B* =0 (0 au sens matriciel).
k——+o0
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Condition nécessaire et suffisante de convergence
Soit p(B) = max{|\|/ A valeur propre de B} le rayon spectral de B. On a le théoréme suivant :
Théoréme 3.3. La suite (X*)) ey définie par

X©O e R™ quelconque
X+ — B X®) 4 M—1p,

converge vers X* si et ssi p(B) < 1.

Condition suffisante de convergence

Rappel
1. Soit X = (z1,--,z,)" € R, les normes définies par :
- Xl = 3

1l = (£ 1)’

11X = o o

sont équivalentes.
2. Soit A = (a;;) € M,,(R), les normes définies par :

n

<Al = s (5 o] )

1<j<n \;=1
Al = o AA)
Al = (£ )

sont équivalentes.
Lemme 3.1. (Relation entre p(B) et ||B|)
p(B) < IBlli (1 =1V2V o0)
Démonstration. Soit A une valeur propre de B, alors 3X € (R*)" : BX = AX et donc
1B = [AX [ = X < IBIIX [l X € R (IBXI) < | Bl X
D’ou, [A| < ||Blli = p(B) < ||Bliy; i=1V 2V occ. O

D’aprés le lemme 3.1, on tire que l'existence d’une norme ||.||;, (i = 1V 2V oo0) de B qui vérifie
| B|l; < 1 est une condition suffisante pour la convergence de la méthode itérative.

3.3.2 Principales méthodes itératives
On consideére la décomposition suivante de la matrice A

—-F
A=D—-FE—-F = D
—-F
ol,
D : la diagonale de A,
—F . la partie au dessous de la diagonale deA,
—F : la partie au dessus de la diagonale de A.
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11 a2 i3
Exemple 3.4. Soit A= | as; ag asz | alors
31 Aazz ass

a1 0 0 0 0 0 0 —Q12 —ai3
D = 0 a922 0 s E = —Qa21 0 0 s F = 0 0 —asgs
0 0 ass —azy —Aas2 0 0 0 0
On suppose que Vi =1,2--- ., n, a; # Og (on peut s’y ramener si A est inversible).

i) Méthode de Jacobi: M =D, N=FE+F
ii) Méthode de Gauss-Seidel : M =D —FE, N=F
iii) Méthode de relaxation : M = (=)D — E, N = (

1 1
w w

—1)D+F, weR".

Remarque 3.9.

1. Siw =1, la méthode de relaxation coincide avec celle de Gauss-Seidel.
2. La matrice M est inversible, car elle possede toujours les a;; sur la diagonale.

3. la méthode de relaxation est une variante qui généralise la méthode de Gauss-Seidel. L’intro-
duction du paramétre w vise a accélérer la convergence de cette derniere.

Présentation des algorithmes

On va, dans ce qui suit, expliciter les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel, et cela sur un systeéme
linéaire a trois équations (n = 3).
Soit donc AX =bou A € M3(R), b € R?

a1171 + @122 + @133 = by (1)
AX = b= a91T1 + A99X9 + A93T3 = by (2)
a31T1 + az%2 + asz3rs = by (3)

les (@ji)i=12,..n étant supposés non nuls; tirons x; de (1), x5 de (2) et z3 de (3), on obtient

-----

r1 = (b —aprs + a13xs3)/an = f(r2, x3) (4)
Ty = (by — anxy + ag3xs)/asn = g(r1,v3) (5)
r3 = (b3 —azs1x1 + asre)/azs = h(wy, x2) (6)

soit X© = (2{” 2{? 2 € R3 quelconque.

La méthode de Jacobi revient au processus itératif suivant :

1°7¢ étape :

1 0 (0 1
o) = fad),a)”) z{V
D 2 gy —xo - |G
D 2 Rl it
2ieme Stape :
2 e 2
" "
2
) = g, 2)) — X® = 2

1 1
T3 = h(xg),xg)) T3
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et ainsi de suite, jusqu’a satisfaction du critere d’arrét. (Il est évident qu’on ne peut pas calculer le
cotit de la méthode).
La méthode de Gouss-Seidel® revient au processus itératif suivant :

1¢7¢ étape :

xgi) = f(x({)),x%)))z Jacobi 1 xgi)
) = g(at?, ) — XU = &)
U A e
2ieme étape :
= a2 u
2 2) (1 2
N T
2l ) e

(c’est a dire toutes les composantes calculées (21, x9, ..., x;_1) sont utilisées pour calculer x;), et ainsi
de suite, jusqu’a satisfaction du critere d’arrét.

Généralisation

Soit AX = b un systeéme linéaire d’ordre n o a; # 0, Vi =1,2,--- n. Les équations (4), (5)
et (6) précédentes se généralisent comme suit :

xz:(bi— > aijmi)/am Vi=1,2,---,n

=1, j#i

Etapes principales de la méthode de Jacobi :

1. Etant données A,b, X = (2} ) ( oo 2O e( la précision )
et/ou KMazx( le nombre maxmlal d 1terat10ns ).

2. Y = (b - 1i¢ ai; T J> Jai, Yi=1,2,---.n
J: b 1
A répéter pour k=0, ..., KMazx.
Si
X0 — XO)

| X D]

arréter les itérations, et X *+1) est une solution approchée de X solution du systéme donné avec
une précision relative e.

Etapes principales de la méthode de Gauss-Seidel :
1. Etant données A,b, X(© ... 20) ¢ et/ou K Mazx.

i—1

2. xgkﬂ b; — Z aij T ]k+1) E aij x )/a", Vi=12,-

Jj=i+1
A répéter pour k =0,... KMax.

Si
X — x)

| X D]

<€

arréter les itérations, et X *+1) est une solution approchée de X solution du systéme donné avec
une précision relative e.
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Remarque 3.10. 1. Sl existe ig € [1,n] tel que a;y;, = 0, on procéde a une permutation de ligne
sur A (et surb).

2. En général, la convergence de l'une de ces méthodes n’implique pas la convergence de l’autre.

3. Plus que p(B) << 1, plus que la convergence du processus itératif

XO e R™ donné
X&) — px*k) L ¢

vers la solution exacte du systeme AX = b est plus rapide.

Exemple 3.5. Soient les quatre systémes linéaires A, X =b;, i =1,2,3,4.

1 2 =2 2 —-11
Ai=111 1 Ay = 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2
4 1 1 7 6 9
As=12 -9 0 Ay = 4 5 -4
0 -8 —6 -7 =3 8

FEtudier la convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel appliquées a chaque systeme, pour
tout choiz de X© € R®, en utilisant le rayon spectral des matrices d’itérations. Conclure.

Réponse On trouve les résultats suivants :

0 -2 2 0 -2 2
J=] -1 0 -1 Gi=(0 2 =3
-2 =2 0 0 0 2

avec p(J1) =0 <1, p(Gy) =2 > 1, dott la méthode de Jacobi converge ¥ X(© € R3, alors
que celle de Gauss-Seidel ne converge pas VX (© € R3.

2. 1 1 1 1
0 5 —3 0 35 —3
Lh=|-10 -1 G=[0 -1 -1
11 1
3 2 0 00 -3
avec p(J2) = 1,118 > 1, p(Gs) = 1 < 1, d’ott la méthode de Gauss-Seidel converge VX €
R3, alors que celle de Jacobi ne converge pas V¥ X(©) € R3,
3.
0 -} -1 0 -} -}
_ | 2 _ 1
J=3 0 0| G=l0 {
0 —4 0 0 -1 -1
avec p(J3) = 0,44 < 1, p(Gs) = 0,018 < 1, d’ott les deux méthodes convergent V X ¢ R3,
mais comme p(G3) < p(J3) alors, la méthode qui converge plus rapidement est celle de Gauss-
Seidel.
4 6 9 6 9
PN R P R
;s 0
8 8 140 280

avec p(Jy) = 0,64 < 1, p(Gs3) = 0,77 < 1, d’ott les deux méthodes convergent ¥V X ¢ R3,
mais comme p(Jy) < p(Gy4) alors, la méthode qui converge plus rapidement est celle de Jacobi.
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D’autres conditions suffisantes de convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Soit le systéme linéaire AX = b ou A € M, (R) inversible, J la matrice d’itération de Jacobi

définie par :
aij .o .
—=U sii#£j
J: a1<< 01\1 N = a;i’ L. .’
( ’U) S4L,I5N ) 0’ sii=j.
On a vu qu’une condition suffisante pour que le processus itératif converge (vers la solution du
systeme (S)) est que ||J||y ot N est I'une des trois normes matricielles présentées.

Prenons la norme ||.||oo : ||J]|oc = max (i |ozij|> , alors
1<i<n j=1

n
[floo <1=> |ay| <1, Vi=1,2,---,n
j=1
et pour ¢ fixé, on a
(lovia| + Jevig] + -+ + |euin| ) <1
ou encore
1 n
— (lan| + laiz] + -+ lam]) < 1= D" lai| < |al
i =1, i
auquel cas on dit que la matrice A est a diagonale dominante stricte.
Remarque 3.11. On aboutit a la méme conclusion pour la méthode de Gauss-Seidel (exercice).

D’ou le résultat suivant :

Théoréme 3.4. Pour que les processus itératifs de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent (Vv X(© ¢
R™), il suffit que la matrice A du systéme AX = b soit d diagonale dominante stricte (D.D.S).

Proposition 3.1. Si A est symétrique définie positive, alors le processus itératif de Gauss-Seidel
converge V X0 € R™.

Méthode de relaxation

La matrice d’itération est dans ce cas B=M"'N ou M =(1)D—E, N =(1=2)D+F, avec
w un parametre dans R*.
On remarque que si w = 1, cette méthode coincide avec celle de Gauss-seidel ; on 'utilise pour
accélérer la convergence de Gauss-Seidel :

w > 1 procédé de sur-relaxation,
w =1 méthode de Gauss-Seidel,
w <1 procédé de sous-relaxation.

En écrivant le processus itératif :
X(k+1) — (M—IN)X(k) + ]\4’—1177

alors la méthode de relaxation consiste en le schéma suivant :
lors du passage de X*®) & X*+1 on ne retient pas X **1 pour la suite, mais wX 1) 4+ (1 — w) X ®),
Autrement dit

XK+ x (k) w( (k+1) _ X(kr))7

~—~
G-S

et en injectant cette expression dans l'algorithme de Gauss-Seidel, on trouve ’algorithme suivant :

i—1 n
l'l(-k+1) = l'l(k) + w (bl — Zaij $§k+1) — Z(Zij :ng)) /aii, Vi = 1, 2, e, N
j=t

X
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Convergence de la méthode de relaxation

Théoréme 3.5. (conditions sur le paramétre w)

Cas d’une matrice A quelconque (mais inversible), une condition nécessaire pour que la mé-
thode de relaxation converge ¥V X € R") est que w €]0,2].

Si A est a diagonale dominante sticte, alors la condition suffisante de convergence est que w €
10, 1].

Si A est symétrique définie positive, alors la condition nécessaire et suffisante de convergence
est que w €0, 2].
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3.4 Exercices

Série de T.D. N°2

Résolution numérique des systémes linéaires

Exercice 3.1. Soit

1 2(1—a) 0
A= 1 2 0], aeR
0 0 1

1. Sans calculer les matrices d’itération, donner une condition suffisante sur le paramétre o pour
que les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel soient convergentes.

2. Calculer les matrices d’itération Bj et Bgs des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel, respecti-
vement. Etablir pour quelles valeurs de o les méthodes sont convergentes.

3. En déduire quel est le rapport entre les vitesses de convergence.
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