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Exercice n’ 1. Soient les points (—1, «), (0, ) et (1, ) ot v et 3 sont de réels. Posons
[170:—17 $1:07 ZE2:1, Yo = @, ylzﬁu Y2 = @
1. a) Sous la forme de Largange le polynome P s’écrit :

P(x) = yoLo(w) + y1 L1 () + y2 Lo (),

ou
o (z—z1)(x—22) _ x(z—1) _ 1
Lo(z) = (l‘o—xi)(mo—ﬂzm) T(=D(=2) §x(x -1,
r—x0)(x—x z+1)(z—1
L) = st = St = —@+ D -1),
o (z—z0)(z—21) _ x(z+1) 1
La(z) = mrmamem = @ = 0@+ 1)
Donc

Pl) = %aa:(x DBt Dz—1)+ %ax(:c +1) = (a—B)a2+ B,

b) Sia = 3, P(x) = f3, qui est un polyndme de degré 0.

¢) Pourtout z € Rona P(—x) = P(x) donc P est pair. Le polyndme P ne peut pas étre de degré 1 car un
polyndme de degré 1 est de la forme ag + a1 qui ne peut pas étre pair.

2. Dans Py, le polyndme () qui approxime les trois points (—1, «), (0, 5) et (1, «) au sens des moindres carrés
s’écrit :
Q(z) = a+ bx,

ou les coefficients a et b vérifient le systeme linéaire :

2 2 2
ST () B | (3o a)_ (28
2 2 a 2 0 2 b )] 0 ’
PIEIEDIE b > TiYi

=0 =0 i=0

)

La résolution du systeme obtenu nous donne a = %(204 + ) etb = 0. Donc

Q) = 520+ ).

Exercice n’ 2. On considere la formule d’intégration numérique (M) donnée par :

1

oD [ Je)de V(D) = U0 +315) +3£G) + F(1)



1. a) Déterminons p le degré de précision de la formule (M). On a

(Jy do= Loe V=1

fo vdr=1% et V(z)=3

fo 22 dr = % et V(z?) =3

fo 2 dr = % et V(x?) = i
\fosc de=1 et V(z')=45 #1.

Donc p = 3.
b) Soit R(f fo z)dr —V(f) = kfW(€), €€]0,1]. Déterminons la constante k.
Pour f( ) =a2*on trouve f(4)( ) = 4! = 24. Donc
d’une part,ona R(z%) = [ atde — V(a*) =1 -1 = 1
et d’autre part, on a R( 1) = 24k.
Ce qui donne

1 1
M= —— = =
M=o TR Thaso

2. On en déduit la formule d’intégration approchée sur un intervalle [a, b].
Posons x = (b — a)y + a, alors

[P f@)de = (b—a) [} f((b—a)y+a)de

= (b—a) [, g(y)dy (posons g(y) = f((b—a)y +a)

b

Q

“(g(0) + 3g(3) + 39(3) + (1))

— b0 (f(a) + 3F(H2) + 3F(ZE2) + £(1)) .

oo||

3. On divise I'intervalle [a, b] en n = 3m, m € N* parties égales de longueur h = b_T"’

Généralisons la fomule obtenue dans la question précédente. Posons
rj=a+jh et y; = f(z;), j=0,..,n.

On a ,
Jo f@)dz = fffmf

-y et
m—1
et ( S )

1=0

Q

= 3B (yo + 3y1 + 32 + y3) + 2L (ys + 3y + 35 + Ys)
Foo 4 2 (Y3m—s + 3Ysm—2 + 3Y3m—1 + Y3m)

= %[QO + Ysm=n +3(W1 + Y2 +ya +Ys + oo+ Y3m—2 + Yzm—1)
+2(ys + Y6 + .- + Y3m—3)]

= 3h <f(x0) + f(zn) + 321@3#1 + Yziy2) + 221 y3i> -



4. Applications : Soit I'intégrale : I, = fjl 22 dx. Ici f(z) = 22, [a,b] = [-1,1].
a) n=06= h =2 =1 Posons

2 1 1 2
To = —1, 371:—5, Ty=—5,x3=0, 24 =, 5=

5 rg=1, et y;=a7, i=0,..,1.

w

i) Par la formule des trapezes :

(Yo +2(y1 +v2 +ys+ys+vs5) + Ys)
(1+2G5+5+0+5+3)+1)

11%171 =

[SH[Sv NN
Zlg il

ii) Par la formule de Simpson : Ig = I} = %,

car f € P, et la formule de Simpson est de degré de précision p = 3.

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) : I, = [; = %,

car f € Py et la formule (M) est de degré de précision p = 3.

b) Les formules (M) et de Simpson sont plus précises que celle des trapezes car elles sont de degré de
précision p = 3 et celle des trapezes est de degré p = 1.

Soit I'intégrale : [, = f06 e dx. Ici f(x) = €”, [a,b] = [0, 6].
a) n:6:>h:g:1.Posons

ro=0,21=1, 29=2, 23=3, x4 =4, x5 =5, 16 =6, et y; =", 1=0,..., 1.
i) Par la formule des trapezes :
L~lr = 2(yo+2(y1 +y2 4+ ys + ya + Ys) + Yo)
1

S(1+2(e+e2+e*+et+¢°) + e
~ 435,42.

ii) Par la formule de Simpson :

I ~ Iy B (yo + 40y + ys + ys) + 2(y2 + ya) + ¥s)
s(1+4(e+e®+€°) +2(e® +e*) +¢ef)

404, 42.

Q

iii) Par la formule obtenue dans la question (3) :

w

% (yo + 3(y1 + Y2 + ya + ys) + 2(ys + ya) + ys)
(14 3(e+e* +e* + €°) + 2¢3 + €9)
06, 48.

IQ%IT =

»boolwool

b) Onal, = fOG e dr = e% — 1. Donc
Er =1ly— Ir| = 32,99
Es= |l — Is| = 1,99
Ea = |Io — Ing| = 4,05,

Remarquons que Es < E); < Ep. Donc la méthode la plus précise est celle de Simpson et la plus
moins précise est celle des trapezes.



