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Exercice 1. (Fait en cours avant les vacances)

Exercice 2. Soit A = {m +nv6, m,n € Z}.
1. Montrons que (A, +, ) est un sous anneau de (R, +,-).
1l suffit de montrer que A est un sous groupe de (R, +) stable pour la 2°¢ loi.
OnaA#Qcar 0=0+0v6 € A
Vao=mi+nv6, y=ms+nv6eA
ona: x—y=(my—my)+ (ny —n2)V6, my—my€Z, ng—ny€Z Doncax—yc A
D’autre part on a: 2 -y = (my + n1vV6)(ma + nav/6) = (mimy + 6n1ng) + (myng + many )6
avec mims + 6ning € Z et myng + mony € Z. Donc z -y € A.
Alors A est un sous anneau de (R, +, ).
2. Soit 'application
Q: A — A

m + n\/é — m — n\/g

¢ est un automorphisme de 'anneau A <= ¢ endomorphisme de I'anneau A et bijectif.

¢ est un en endomorphisme de A. En effet Vo = m; + nlx/é, Yy =mso + naV6 € A,

Sz +y) = ol(m1+msa)+ (n1+n2) V6|
= (mq +my) — (n1 +n2)V6
= (m1 —mV6) + (my — naV6)
= o(z) + o(y).

$-y) = ¢[(mi+n1V6) - (ma+nyV06)]
= P[(mimg + 6n1ng) + (myng + many ) V6]
= (mymg + 6n1ny) — (Myng + many ) V6
= (m; — n1vV6) - (mg — noV6
= o) o(y).

¢ est injective car ¢~ 1({04}) = {04}
¢ est surjective car Vy=a+b0v/6 € A, Iz =m+nv/6 € A:y = p(2)



Alors a + bv/6 = m — n/6. 11 suffit de prendre r = a — b\/6.
3. Soit 'application

N: (A+,) — (Z,+,)
Vr,y € A:

N(z-y) = =zyo(z.y)
= zyd(2)o(y)
= 2¢(2).yo(y)
= N(z).N(y).

4. Montrons que: x est un élément inversible de A < N(z) = £1.

Soit x = m + nV6

Supposons que z est inversible, d’'inverse y alors N(x - y) = N(1) = 1 donc N(x)- N(y) =1 et
puisque N(z), N(y) € Z, on a nécessairement N(z) = £1.

Réciproquement, Si N(z) = £1 alors en utilisant le conjugué:

1 _ mfn\/g _ mfn\/é
m4ny6 ~ m2—6n2 —  N(z) c A

m — nv/6, si N(x) =1;
—(m —ny6), si N(z)=—1.

5. N(5+2v6) = (5+2v6)(5 — 2v/6) =25 — 24 = 1.

Donc d’apres la question précédente, 5+ 21/6 est inversible, d’inverse (5— 2\/6)

D’ott m + nv/6 est inversible son inverse est

Exercice 3. I) Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.
Montrons que si J est un idéal de B alors f~'(.J) est un ideal de A.
Ceci revient & montrer que f~1(J) est un sous groupe de A, stable pour la multiplication &

gauche et droite par un élément quelconque de A.

e ona: Og=f(0a) € J=>04a € f1(J). Alors f~1(J) # 0.

21) + f(=w2) € J (car f(—x2) = —f(2))

(
f(z1) — f(xg) € J (car J est un sous groupe de B)
(
(x1 — x9) € J car f est un homomorphisme

—
—
= f
—
= z1—x2 € [(J)
Donc f~!(J) est un sous groupe de (A, +).

e Soita€ A, xe f1(J)
On a: f(ax) = f(a)f(z) € J et f(za) = f(x)f(a) car J est un idéal de B.
Donc ax € f71(J) et za € f~(J).



D’ott f71(J) est un idéal de A.

IT) On considere 'anneau commutative unitaire (R?, +, ) pour les lois suivantes
(z,9) + («,y) = (@ + 2", y+)

(z,y) * (', y) = (za’ + Myy', 2y +ya'), AeR.

1. Valeurs de A, pour lesquelles cet anneau est integre:

On a : (0,0) est I'élément neutre du groupe additif (R?, +).

(R%, +, %) est intégre si (z,y) * (2/,y") = (0,0) = (z,y) = (0,0) ou (z',y') = (0,0).

Supposons (x,y) # (0,0):

xx' + A yy' =0 yrr' + A\y*y =0 ... (1)
—

(2" + Ayy', zy' +ya') = (0,0) = . ) ,
xy +yx' =0, 2y +yxa' =0 ... (2)

(1)—=(2) = MY —2>—22=0

= y (W —2%) =0

e SiA<O:
—y (=M +2%) = 0= —y/(|]Aly* + 2?) = 0.

Comme |\y? + 22 > 0 alors 4/ = 0 = 2/ = 0. Donc I’anneau est integre.

e SiA>0

vy —a?) =0 — S
y =0

On prend (z,y) = (VA, 1) # (0,0)

(Ilvy,) = (_\/Xv 1) 7£ (070)

mais (z,y) * (z’,y') = (0,0). Donc "anneau n’est pas integre.

e SiA=0
xz' =0 s
= (z,y) = (0,0) ou (2/,y’) = (0,0). Donc 'anneau est integre.
xy +yr’' =0

Conclusion: 'anneau est integre pour A < 0.
2. D’apres la question précédente on en déduit que I'anneau n’est pas un corps car sinon il

serait un integre V A € R.



