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Exercice 1

Déterminons si les applications suivantes sont linéaires ?

1. L'application

fi: R* — R?
x,y)— filx,y) =2x+y,ax—-y).

fi estlinéaire <= [Va,feR VX =(x,y),Y =, y)eR? filaX+BY)=afi(X)+BfAi(Y)]

A@X+BY) = filalx,y) + B,y
= filax+ Bx',ay+ By) = @lax+ px') + (ay + By"), alax+ px') — (ay + By").
= Qax+2Bx' +ay+ By, aax+ pax' —ay-py)
=(a@x+y) +pR2x" +y), alax—y) + plax' - y")
= (ax+y),alax—y) + (BRx +y), flax’ - y)
=aRx+y,ax—y)+pRx"+y,ax' - y)=afilx,y) + A, ¥
=afi(X)+pfi(Y).

D’ou f; estlinéaire.

f: R —R
x,3)— folx,y) =(x+y,y4x-Y).

f> estlinéaire < [Va,BeR VX =(x,),Y =, y)eR?, filaX+BY)=af(X)+BL(Y)]

flaX+BY) = folalx,y) + B, )
= folax+px',ay+ By = (ax+ px) + (ay+ By), ay + By, 4lax + fx') — (ay + By).
=(ax+px' +ay+py,ay+py, adx+ pix' —ay-py")
=(a(x+y)+ B +y),ay+ By, aldx—y)+p@Ax - y)
= (a(x+y),ay,a@dx—y)+(BEx +y), By, B@4x" - ")
=a(x+yy,4x-Y+ B +y,y,4x -y ) = afo(x, ) + Bfa(x, ¥
=afo(X)+Bfa(Y).

D’ou f, estlinéaire.



fi: R —R
(x,y) — f3(x,y) =cos(x+y).

On remarque que 'image de I'élément neutre de R? n’est pas égale a 16lément neutre de R.
f3(0p2) = f3(0,0) =cos(0+0)=1#0.

D’otu f3 n'est pas linéaire.

fa: Rslx] —R3
P— f4(P) = (P(-1),P(0),P(1)).

Avec

R3[X] ={P eR[X] / deg(P) <3}

={PeR3[X]/ P(X)=ap+m X + ax X* + as X3, ay, a, a, as € R}

R3[X] est un sous espace vectoriel de I'espace vectoriel R[X]. avec la loi interne définie par (P +
Q)(X) = P(X) + Q(X) etlaloi externe définie par (aP)(X) = aP(X).

faestlinéaire <= [Va,BeR,VPQeR3[X], fa(aP+ Q) =afi(P)+ Bfi1(Q)]

falaP+ Q) = ((aP+ PQ)(-1), (aP + pQ)(0), (aP + Q)(1))
= (aP(-1)+ pQ(-1),aP(0) + fQ(0),aP(1) + fQ(1))
= (aP(-1),aP(0),aP(1)) + (BQ(-1), Q(0), Q1))
=a(P(-1),P0),P() + B(P(-1),P(0),P() = afs(P)+ ff1(Q).

D’ou f; est linéaire.



Exercice 2
Déterminons 'application linéaire
f: R —R
qui vérifie f(1,1) =3 et f(0,1) =-2.
On avudansle cours qu'une application linéraire est complétement déterminée si on connait les images
des vecteurs d’'une base de I'espace de départ. Soit B = (ej, e») la base canonique de R?. on a

VX eR? X = xe; + yep = x(1,0) + y(0,1) = (x, y).

fl,y) = f(x(1,0)+y01)) =xf(1,00+ yf(0,1) ona f(0,1) = -2 calculons f(1,0)
Lélément (1,1) s’écrit dans la base canonique de R? comme suit :(1,1) = (1,0) + (0,1) et donc

d’ol1
fx,y)=xf(1,00+yf(0,1) =5x-2y.

on trouve donc f(7,4) =5.7—-2.4=35-8=27.



Exercice 3
fm un endomorphisme de R?, défini par
fm(er) = (1+m)ey +3ez, fmlez) =—e1+(1-mey.

1. Lexpression de f;,.
Pour tout (x,y) € R?, (x, y) = xe1 + yez (Attention cette écriture est valable seulement dans le cas
de la base canonique. Dans le cas général, (x,y) = av; + Bv, , pour (v1, v2) une base quelconque
de R? et dans le cas d'une base canonique on trouve a = x, et f=y)

fm(x,¥) = fm(xe1 + ye2) = x fin(e1) + y fin(e2)
x[(1+m)e; +3ex] + yl—e1 + (1 —m)es]
=xQ+m)—yler+ (y(1—m)+3x)e;
=xQ+m)-y3x+y(1l—-m)).

2. Discussion, selon les valeurs de m, la dimension de ker(f;,)

ker(fn) ={(x,y) € R? / fm(x,y) =(0,0)}.
fm(x,)=1(0,0) < (x(1+m)—-y,3x+y(1—-m))=(0,0).
{ x(1+m)—-y=0
3x+y(1-m)=0.

y=x(1+m)
3x+x(1+m)(1—m)=0.

y=x(1+m)
x(4—m?) =0,
On distingue trois cas

(a) Sim?-4+#0,alors x =y =0 et donc ker(f,,,) = {(0,0)}, alors dim(ker(f,,)) = 0. et donc d’apres
la formule des rangs ( vue au cours), dim(Im(fy,)) = 2.

(b) Sim=2,alors y=3xetdonc

ker(f>) = {(x,y) ER?* / fo(x,y) = (0,0)}.
={(x,y) eR* / y =3x}
={(x,3x) / xeR.}
ker(f2) =< (1,3) >.

et donc dim(ker(f>) =1 et alors dim(Im(f>)) =1

(c) Sim=-2,alors y=—-xetdonc

ker(f_2) = {(x,) €R* / f-2(x,¥) = (0,0)}.
={(x,)) ER*/ y=—x}
={x,—x)/ xeR.}
ker(f_o) =< (1,-1) >.

et donc dim(ker(f_,)) =1 etalors dim(Im(f_,)) =1



3. fm estbijectifsi m?>-4#0 cestadire m#2 et m# —2. Calculons f,,}

et donc

_ / /
fmx,y)=,y) <= { YV =3x+y(—m).
— y=x(1+m)—x'
Y =3x+x(1+m)-x")1-m).
y=x(1+m)—x
And 1-m)x'+y
X= 4—-m?
y_M
- —m2
- { B (1—n§)x’71y’
X= 4—m?
_ 1I-mx+y -3x+(1-m)y
1 _
I (x,y)—( 4-m? "’ 4—m?

X=xQ+m) -y




Exercice 4
Soit f

[ R3[X] — R3[X]
P— f(P)=P+(1-X)P'.

E =R3[X] estun R - espace vectoriel de dimension 4 et de base canonique C = {1, X, X?, X3},
VPeE 3ap, a1, a2, a3 € R/ P=ap+a X + a X* + az X*
1. Montrons que f est un endomorphisme. Montrons que f est bien définie, c’est a dire
VPeE,at-on f(P)eE?

et que f est linéaire. On a pour tout P € E, P s’écrit sous la forme P(X) = ay+ a1 X + a X? + az X°
avec ay, a,, az, as € R, et donc P'(X) = a; +2a, X + 3az X? d’ox

fP)=P+(1-X)P =ay+a X+ ax X* + a3 X> + (1 — X) (a1 + 2a, X + 3a3 X?)
=ap+a X+ dez + ng3 + a; +2&2X+3[13X2 — [11X—202X2 - 3&3X3

=(ap+a)+2a, X+ (—ay+ 303)X2 —2613X3.

et donc

f(P)=(ag+ a1) + @2(2X — X?) + a3(3X*> -2X3) € E. (1)

Montrons que f est linéaire

Va,BeR,YPQEE, f(aP+pQ) = af(P)+Bf(Q).
flaP+BQ)=(aP+pQ)+(1-X)(aP+pQ)
=(aP+pQ)(1-X)(aP +pQ)
=aP+BQ+a(l-X)P'+p1-X)Q
=a(P+(1-X)P)+pQ+1-X)Q"
=af(P)+Bf(Q).

D’ou f est linéaire.

2. Déterminons une base de Im(f),

Im(f)={f(P)/ PeE}
={(ap+a1) + a,2X — X*) + as(3X* -2X>) | ap, a1, az, a3 e R} de
Im(f)=<1,2X - X?,3X%?-2X3>.
La famille (1,2X - X2 3x%- 2X3) est libre car chaque polynome est de degré différent, on déduit

que (1,2X — X?,3X? - 2X3) est une base de Im(f), alors dim(Im(f)) = 3.
Déterminons une base de ker(f).

ker(f)={PeE/ f(P)=0}
={PeE/P+(1-X)P' =0}

apg+a; =0
fP)=0 = (ap+a1) +a(2X - X)) +as(3X?-2X3=0 <= { a,=0
6l3:0.



d’ ou
ker(f) ={P=ap+ @ X +a; X*+azX>€ E | ay+a, =0, a, = az = 0}

={ap(1-X) / ap € R}
ker(f)=<1-X>

et donc dim(ker(f)) = 1.

. Montrons que Im(f) @ ker(f) =E.

La famille (1, 1-X,2X - X2,3X%— 2X3) est une famille génératrice de Im(f) + ker(f) qui est libre
(les degrés de ses éléments sont différents) donc c’est une base de Im(f) + ker(f).
d’ou

dim(Im(f) +ker(f)) =4 =dim(E).

Par conséquent Im(f) @ ker(f) = E.



Deuxieme corrigé de I'exercice 4

Soit E = R3[X] 'espace vectoriel des polyndmes de degé < 3.
f :E— E définie par: f(P) = P+ (1 - X)P' avec P’ est le polyndéme dérivé de P.
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
f estbien définie en effet: On a

VP € E,deg(P) <3 => deg(P) <2

deg((1-X)P')<1+2=3.D’oudeg(f(P)) <3.
Montrons que f est linéaire :
Soient P;,P,eEeta,feR

fl@Py1+BPy) = (aP;+BPy)+(1-X)(aP]+BPy)
a(P1+(1—X)P)+ P2+ (1-X)P))
af(Py)+pf(P2)

Donc est une application linéaire.

2. Déterminons une base de Imf

VPEE:P=ap+a X+ a X’ + a3 X°

Soit B = {1, X, X?, X3} la base canonique de E.
Imf est engendrée par f(l),f(X),f(Xz),f(X3).
Ona

f=fX)=1, f(X)=2X-X?et f(X3)=2X>- X5
Donc
Imf =< f(1), f(X?), f(X3)>.

Comme ils sont de degrés différents, doncils sont L.I. donc forment une basede Im f etdim Im f =
3.
Déterminons une base de ker f : Soit P = ap+ a; X + X’ +az3X3e ker f

Pekerf <= f(P)=0(Polynéme identiquement nul)

«— P+(1-X)P'=0

— (ap+a))+2a X+ (—ay +3613)X2 —2a3X3 =0
ap+a; =0
ng =0
—ay+3a3=0
—2a3=0
a) = —Aay

> 612 = 0
as = 0.

D'ou P=ap—apX = ap(l - X) = ker f =< (1 - X) > et comme 1 — X # 0 donc forme une base de
ker f et dimker f = 1.

3. Montrons que Imf @ ker f =E.
Lafamille {1 - X, 1, 2X — X?, 2X? — X3} est libre
de plus dimE =4 =1+ 3 = dim(ker f) + dim(Im f)
Donc Imf e ker f =E.




Exercice 5
Soit E = C°(R),

p: E—E
f—oN=f"

ker(p)={f€E/ f =0}
={feE/ f=cavecceR}

d’ ot ker(¢) = R. alors on déduit que ¢ n’est pas injective, car ker(¢) # {0}.
Déterminons Im(¢).

Im(p)={p(f) | fe€E}
={f'€E/ feE}

Comme toute fonction de clase C*° posséde une primitive qui est de classe C*, alors Im(¢) = E, d’ou ¢
est surjective.




