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Partie 1

D’abord avant de définir un espace vectoriel, on doit toujours fixer le corps commutatif K. On dit un
espace vectoriel défini sur un corps K ou un K-espace vectoriel ou par abréviation K-ev. Quand le
corps est défini d’avance et il n 'y a pas de confusion on dit tout simplement un espace vectoriel sans
préciser le corps. Dans notre exercice le corps en question est (R, +,.) des fois on écrit xy au lieu de x.y
La question est de savoir si (R?,+,.) estun espace vectoriel défini sur R ? avec les deux lois (+) et (.)

Pour que (R?, +,.) soit un espace vectoriel il faut et il suffit que

1. + est commutative
(6 )+, y) = (6, Y)+(x 1), ¥ (x5, ), (x, ) €R?
2. Laloi + est associative c’est a dire
[, )+, Y+, Y ) =+, Y+, YLV P,y () € R?
3. Lexistence d’élément neutre
d(eq,e) € Rz,tel quev(x,y) € IRZ, (x,y)+(e1,e2) = (e1,e2)+(x,y) = (x,Y).
4. chaque elément de R?> admet un symétrique par rapport alaloi,

V(x,y) € R?, H(x',y') € R*tel que(x, y)+(x',y') = (x',y')+(x, y) = (e1,e2)

1.
a.[(x, )+, y)] = a.(x, ) +a.(x,y) 1)

2,
(a+P).(x,y) =a.(x,y)+P.(x,y) 2)

3,
a.(B.(x,y)) = (aP).(x,y) 3)

4,

L(x,y)=(x,¥) 4)



1. (R?,+,.) est -il un espace vectoriel défini sur R? avec les deux lois (+) et (.) définies comme suit :

+ 1 (Xy)+ (x',y') = (x+x',y+y'),7l(x, y) = (x,0),VY(x,¥), (x',y') eR?1€R.

On peut vérifier facilement que (R?,+) est un groupe abélien d’élément neutre (0,0) et le symé-
trique de (x, y) par rapport a + est (—x, —y) avec 0 est '’élément neutre du groupe (R, +) et —x, —y le
symétrique de x et y par rapport a loi + de R respectivement. Reste a vérifier les quatres propriétés

de la loi externe (1), @), @) et (4).

On remarque que la derniere propriété (4) n’est pas vérifiée,
1.(x,y) = (x,0) # (x, ), Y(x,y) € R

et donc on déduit que (R?, +,.) n’est pas un espace vectoriel sur R.
2. (R?,+,.) est -il un espace vectoriel défini sur R? avec les deux lois (+) et (.) définies comme suit

+ &Y+, Y) = Xy x+y+x ), 4.5, p) = Ax, Ap), V(X ), (x, ¥) e RE, A €R.

Montrons d’abord que (R?, +) est un groupe abélien. C’est facile de remarquer que la loi + n’est
pas commutative c’est a dire

A(x, y), (x',y') € R?, tels que (x, y)+(x',y') # (x',y')+(x, ¥).
Car
(x, y)+(x',y') = (x+y, x+y+x/+y,) et (x',y/)+(x, y) = (x,+y,, x+y+x/+y/).

Exemple :
(1,2)+(3,4) = (3,10) et (3,4)+(1,2) = (7,10) d’ou (1,2)+(3,4) # (3,4)+(1,2) On déduit que (R?,+,.)
n’est pas un espace vectoriel sur R.

Partie 2
Soit E = R} x R on définit une loi interne (+) et une loi externe(.)

(x,y)+ (x/,y/) = (xx/,y+y/) etd.(x,y) = (x’l,/ly), Y(x,y), (x/,y/) eEet1eR.

Montrons que (E, +,.) est un R-espace vectoriel. Montrons que (E, +) est un groupe abélien et que la loi
externe (.) vérifie les quatres propriétés (1), 2), 3) et (4).

Montrons que (E, +) groupe abélien

1. Montrons que (+) est commutative, c’est a dire V(x, y), (x, y’) €E, (x,y)+ x, y/) = (x, y/) +(x,¥)
ona(x,y)+ (x, y') = (xx, y+ y’) = (X x, y' +y) = (x, y’) + (x, y) (car la multiplication et I'addition

dans R sont commutatives) ((R, +,.) est un corps commutatif). D’ol1 + est commutative dans E.
Rappelons qu’on note de la méme fagcon I’addition + dans R et ’addition + dans E, pour savoir quelle

est la loi utilisée, il suffit de regarder les éléments composés ( si on compose deux éléments de E donc la
loi + est celle de E, si on compose des éléments de R alors la loi + est celle de R)

2. Montrons que + est associative dans E.
Yy, G,y (LY €E [ ) + (8, Y1+ (0, y") = (6 )+, y) + (0, y™)]
ona
[(x,y)+ (x,, y’)] +(x, y" = (xx’, y+ y,) +(x, y") (par définition de la loi(+))

= ((xx)x, y+y)+y) = xx x ), y+ @ +y))
((+) et (.) sont associatives dans Ret R* respectivement)

=(x,))+ (x’x“,y, + y") =(x,¥)+ [(x/,yl) + (x",y")].



3. Montrons qu'il existe un élément neutre (e;, e2) de E tel que (x, y) + (e, e2) = (e1,e2) + (x,y) = (x, y)
comme on a montré que + est commutative, donc, il suffit de résoudre une seule équation (x, y) +
(e1,e2) = (x,¥)

(x,y)+(e1,e2) =(x,y) < (xe1,y+ex)=(x,y)
— xej=xety+e=y

< ej=1lete;=0.

on a aussi (ej, e2) = (1,0) appartient a E, et donc (1,0) est Iélément neutre de (E, +)

4. Tout élément de E est symétrisable, c’est a dire V(x,y) € E,3(x, y’) € E, tel que (x,y) + x, y/) =
(x,y)+(x,y) = (e1,e2) = (1,0) Comme la loi est commutative, alors il suffit de résoudre une seule
équation.

(x,y)+(x',y,) =(1,0) = (xxl,y+y,) =(1,0) & xx = 1ety+y,=0 = x :x_lety, =—y

x~1, existe car x € R*, le symétrique de x par rapport alaloi (.) de R (méme raison (R, +,.) est un
corps commutatif) . D’ou

V(x,y) € E,H(x',y’) =} —-y)€ E,telque (x,y)+ (x’,y') = (x',y') +(x,y) =(1,0).

De (1), (2), (3) et (4) on déduit que (E, +) est un groupe abélien.

Montrons que les quatres propriétés de la loi externe sont vérifiées

1.
@y + &, =a.(xx,y+y) = ((xx)% ay+y)) = & @x)% ay+ay)
= (% ay) + ()% ay) =a.(x ) +a.(x, y)

2.

(@+P).(x,y) = &P (a+ P y) = x®.xP, ay+ By) = % ay) + (P, By) = a(x, y) + B.(x, )
3.
a.(B.(x, ) = a.(xP, By) = (P), a(By) = x“F, aPy) = (@P).(x, y).
4,
LG,y =1y = (x,y)
Partie3

Nous rappelons la définition de sous espace vectoriel. Etant donné (E, +,.) un K espace vectoriel. Soit F
un sous ensemble de E. On dit que (F, +,.) est un sous espace vectoriel de E si et seulement si F # @ et
(Vx,y,e Ex+yeF et VAeK,Vxe FA.x€eF).

F un sous espace vectorielde E <= F# @ et (Vx,ye EVa,feK,a.x+ pB.y€F).

On une condition nécessaire pour que F soit un sous espace vectoriel. Si F est un sous espace vectoriel
de E alors (E,+) estun sous groupe de (E,+), doncl’élément neutre Op appartienta F.En général,
on utilise cette propriété dans le cas de contrapposée

Lélément neutre O ¢ F — F n’est pas un sous espace vectoriel de E.

Comme



(@ A={(x,5,2)eR®: x+y+a=0etx+3az=0, a € R} AcR3 a-t-on A un sous espace vectoriel de

R3 2 On distingue deux cas selon la valeur de a.

cas (o =0) alors A devient

A:{(x,y,z)eIRg: x+y=0etx=0,}

={(x,y,2) eR3: x=y=0}

=1{(0,0,2): zeR}
Montrons que A est un sous espace vectoriel de R.
- A#¢@ car (0,0,0) € A.
— Soient X = (0,0,z7),Y = (0,0,22) € A, X+ Y =(0,0,21) +(0,0,22) = (0,0, 2, + 22) € A. car

Z1+ 22 €R.
- SoitLeR, et X=(0,0,2) € A,1.X =1.(0,0,2) =(0,0,Az) € A, car AlzeR
de ce qui précéde, on déduit que A est un sous espace vectoriel de R3.
cas (@ #0) , A={(x,y,2) € R3: x+ y+a=0etx+3az =0, a € R}, on remarque que I'élément
neutre (0,0,0) n’appartient pas 2 A donc A n’est pas un sous espace vectoriel de R3.
(b) B={(x,y)€ R2: x— y2 =0}, BcR?, a-t-on B un sous espace vectoriel de R2?

— OnaB#¢@ car (0,0)€B,

— Soient X = (x, y), Y x, y’)eB a-t- onX+Y€B?X+Y (x, y)+(x/ y/)—(x+x/ y+y/)e Bcest
‘adire a-t-on (x+x)—(y+y)2 =20, x+x )= (y+y)2 = x+x —y2—(y)2+2yy =2yy #0VYy,y € R*.
contre exemple X = (1,1),Y = (4,2) e Bcar 1 — 12=0et4—2%2=0mais X+ Y = (5,3) ¢ B car
(5) - (3)> = -4 #0.

Donc B n’est pas un sous espace vectoriel de R?

() C={(x,y,2) € R3: z=1}, C <R3 a-t-on C un sous espace vectoriel de R3? C n'est pas un sous espace

vectoriel de R® car I'élément neutre Ogs = (0,0,0) ¢ C

(d) D=1{(x,y,2) €R3: x>+ y?+z?> < 1}, D <R3, a-t-on D un sous espace vectoriel de R3?

- OnaD#@ car (0,0,0)eD,

— Soient X = (x, 12),Y = (x',y',z') eD,a-t-on X+YeD?X+Y =(x,y,2)+ (x',y',z') = (x+x',y+
y, z+2) €' D cest adire a-t- on (x+x,)2+(y+y’)2+(z+z’)2 1, (x+x’)2+(y+y’)2+(z+z,)2
X +(x)2+2xx +(y)2+y +2yy +(z)2+z +Zzz = (X242 +22)+ (X )2+ (¥ )2 +(2) D) +2(xx +yy +
zz)<2+2(xx +yy +zz)< 1Vx, x y,y z, Z €R. contre exemple X = (0,0,1),Y =(0,1,0) € D
car0°+0*+1°<1et0?+1*°+0*°<1mais X+ Y =(0,1,1) #Dcar0®+ 1+ 1 =2 £ 1.

Donc D n’est pas un sous espace vectoriel de R

(e) E=1{(x,y,2) e R3: e*e’ = 0}, Ac R3, a-t-on E un sous espace vectoriel de R?? n’est pas un sous
espace vectoriel de R3 car E = @.
(f) F={f e Z[R,R): fcroissante}, Ac R3, a-t-on F un sous espace vectoriel de (¥ (R,R),+,.) ?

ZR,R) ={f :R— R fonction }

muni de d’'une loi interne + définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) et d'une loi externe (.) (a.f)(x) =
Af(x).
fcroissante <= [V x,yeR, x<y= f(x) < f(y)l.

Si on prend un élément f de & (R,R) et on prend un scalaire a € R négatif alors a.f devient dé-
croissante. donc

a.f¢F
et donc F n’est pas un sous espace vectoriel de & (R, R).

fcroissante < [V x,yeR, x<y= f(x) < f(y)
= -f0)=-f.
= (=D H )= (=D
=N =N

d’ou — f est décroissante.



Exercice 2

Question 1
Soit

Fap =4(x, 1,2 €eR®, x—y+az=b*—-4.},ota,beR

Pour quelles valeurs de a, b telles que F, ;) soit un sous espace vectoriel de R>?
On distingue deux cas :

[cas > —4=0] cestadire hb=2ou b= -2

Fia2) = Fa—-2 = {(x,¥,2) €R3, x— y+ az = 0} sont deux sous espaces vectoriels de R car
" [Fan 5P Faca) 76 ear 000 <FannTesp Faco)]
et o a5 o 3]

car (x,,2)+ (x,y,2) = (x+x,y+ ¥, 2+ 2) €Fla2 esp.Fy_2) <= (x+x)—(y+y)+alz+2)="0.

Ona

x+x)-(y+y)+az+z)=(x-y+az)+(x' -y +az)=0+0=0
(car (x,¥,2),(x',y,2") €F (a2 (resp.F(4—2) cCestadirex—y+az=0etx' —y +az' =0.

- _

a.(x,,2) = (ax,ay,az) € Fa2 (resp.Fg-2) < ax—ay+aaz =0
Onaax—-ay+aaz=a(x—y+az)=a0=0

(car (x,y,2) €F(y2 (resp.F(g,-2) doux—y+az=0).

de (x), (**) et (* * x) on déduit que F42) (resp. F,—2)) est un sous espace vectoriel de R>.

[cas b>—4 #0] c'estdire b#2 et b # -2

F (a5 Mest pas un sous espace vectoriel de R® car I'élément neutre de R3, (0,0,0) ¢ F, ).

Question 2
Soit

F={(x,,2€R x—y+2z=0}

Question 2a Détérminons une base de F, Rappelons qu'une base est une famille génératrice et libre.
cherchons d’abord une famille génératrice de F

[F:{(x,y,z)€R3, x—y+z=0}
={(x,),2) eR3, z= -x+y}
={x,y,—x+y), x,yER,
={(x,0,—x)+(0,5,), x,y€R}.
={x(1,0,-1)+y(0,1,-1), x,y € R}.
={xv1+yvy, x,yeR}

ouv; =(1,0,-1), v2 =(0,1,1) B est une famille génératrice de I, est elle libre ?

Va,eR,av; + Pr,=0ps = a=£=0.



avy + Pve, =0ps = a(1,0,—-1) + (0,1,1) = (0,0,0)

a=0
-a+f=0

:}a{:ﬁzo_

D’otl B est une famille libre, alors B est une base de [ (car B est libre et génératrice).

Question 2b

D’aprés le théoréme de la base incomplete, (Toute famille libre de R® peut étre complétée pour avoir
une base de R%).

‘ Rappelons que la dimension d'un espace vectoriel est le cardinal de 'une de ses bases,

‘ sachant que toutes les bases d'un espace vectoriel ont méme cardinal.

rappelons que R® est un espace vectoriel de dimension 3, on a une base appelée "base canonique"

le1=(1,0,0), e, =(0,1,0),e3 = (0,0,1). |

Comme la dimension de R3 est égale a 3, et le cardinal de B (nombre d’élément de B) est 2, donc il
suffit de compléter B par un seul vecteur V3 tel que (vy, v2, v3) soit libre. En général, on prend I'un des
vecteurs de la base canonique.

( mais on peut prendre n’'importe quel vecteur de R® qui vérifie la condition d’inépendance,

‘ la famille obtenue soit libre.) ‘

soit v3 = (0,1,0), a t-on (v, vy, v3) libre ?

avy + Pre +yvs =0ps = a(1,0,-1) + 5(0,1,1) +7(0,1,0) = (0,0,0)
a=0
=< f+y=0
-a+f=0
—_—> aj:ﬁ:’)/zo_

d’ot1 B = (v;, 5, v3) est libre donc c’est une base de R . ( car card(B') = dim(R3) = 3)

Question 2¢
Les coordonnées de X = (1,1,1) dans la nouvelle base B’ de R3. Soit a;, @y, a3 les coordonnées de X
relativement a B'. Soit

X=a1v1+arvy+asvs.
Détérminons a, as et 3. On a

a1V +a202 + 303 =X= al(l,O,—l)+a2(0,1,1)+a3(0,1,0) =(1,1,1)
Of]zl
- a+az=1
—a;+ar=1
a1:1
- a2:2
a3 = -1



Exercice 3

Dans R?, soit les vecteurs suivants : u = (1,—1,0,2), x =(1,2,3,0), y=(0,-1,2,-2), z=(3,7,7,2),
v=1(0,-9,-96).
Question 1

Montronsque ze< x,y >etve<x,u>.
Montrons que z €< x, y >

ze<x,y> < da,PeR, telsque z=ax+ By
<~ da,feR,3,7,7,2) =a(1,-1,0,2) + (1,2,3,0)

z=ax+py < (3,7,7,2) =a(1,2,3,0) + f(0,-1,2,-2)

a=3
— 2a-p="7
3a+2p=7
—26=2
:{ a=3
p=-1

ondéduitque z=3x—ydouze<ux,y>.

Montrons que v €< x, U >

ve<x,u> < da,BeR, telsque v=ax+ fu
< Ja,f<€R,(0,-9,-9,6) =a(1,-1,0,2) + f(1,-1,0,2)

v=ax+pfu < (0,-9,-9,6) = «a(1,2,3,0) + B(1,-1,0,2)
a+p=0
2a-pf=-9
3a=-9
2=6

=155

on déduit que v = -3x+3udou ve< x,u>.

Question 2

Soit F =< x,),z > et G =< u, v >. Trouver la dimension des sous-espaces vectoriels F,G,F + G et FN G.

Ona F =< x,y,z>, comme z = 3x — y ( voir la premiere question) alors F =< x,y >, {x, y} est une
famille génératrice de F, est elle libre ?
ax+ fy=0p = a(1,2,3,0)+ 5(0,-1,2,-2) =(0,0,0,0)
a=0
2a-6=0
3a+26=0
-26=0

—=a=0=0.

D’ot {x, y} est une famille libre, alors {x, y} est une base de F, d’ot dim(F) = 2.



Ona G =<u,v >, {u, v} est une famille génératrice de G, est elle libre ?

au+ Pv=0p: = a(l,-1,0,2) + f(0,-9,-9,6) = (0,0,0,0)

a=0

-a-96=0
) -98=0

2a+66=0

:}a:ﬁzo_

D’ou {u, v} est une famille libre, alors {u, v} est une base de G, d’ou dim(G) = 2.

OnaF+G=<x,y,u,v>,
comme v = 3x — 3u ( voir la premiére question) alors

F+G=<x,y,u>,
donc {x, y, u} est une famille génératrice de F + G, est elle libre ?

ax+fy+yu=0p = a(l,2,3,0)+ p(0,-1,2,-2)+vy(1,-1,0,2) = (0,0,0,0)

a+y=0 (1)
2a—pB—-y=0 2)
= 3a+26=0. @3
—2B+2y=0  (4)
a=-y de (1)
B=vy de (4)
= —2y=0 de®
57=0 de (3)

= a=0=y=0.

D’ou {x, y, u} est une famille libre, alors {x, y, u} est une base de F + G, d'ou dim(F + G) = 3.

on ala formule
dim(F + G) =dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

Et donc dim(F N G) =dim(F) +dim(G) - dim(F+G)=2+2-3=1.
Question 3
Montrer que le sous espace H =< (1,2,3,1) > est supplémentaire dans R* de F + G. En déduire celui de
FnaG.
Comme F + G est un sous espace vectoriel de R* de dimension 4, d’apres le théoréme de la base in-
compleéte, il existe un supplémentaire H' de dimension 1, tel que (F+G)+H' =R* et (F+G)nH' = {Opa}.
(autrement dit (F+G) @ H' =R?*) et dim(H') =1 c’est a dire que H' est engendré par un seul vecteur.

(F + G) + H est un sous espace vectoriel engendré par la réunion de familles géneratrice de (F+G) et
cellede H,donc (F+G)+ H=<x,y,u,(1,2,3,4) >.

Comme dim((F+G)+dim(H) =3+1 =4 =dim(R*) alors pour montrer que (F+G) et H sontsupplé-
mentaires , il faut et il suffit de montrer que la famille génératrice de (F + G) + H, {x, y,u,(1,2,3,1)}, est



libre.
Montrons que la famille {x, y,u, (1,2,3,1)} estlibre.

ax+py+yu+A(1,2,3,1) = 0p = a(1,2,3,0) + $0,-1,2,-2) +y(1,-1,0,2) + A(1,2,3,1) = (0,0,0,0)

a+y+1=0 (1)

2a-B-y+21=0 (2
= 3a+26+31=0. 3

—2B+2y+1=0 (4)

p=-3y de 2.(1)-(2)
.y A=-8y de 4

a=7y de(l)

-9y =0 de (3)

—> a = ﬁ = ’}/ = /1 = O
D’ott {x, y,u,(1,2,3,1)} est une famille libre, F + G et H sont supplémentaires dans R*.

Supplémentairede FN G Onadim(FNG) =1et x€ FNG (d’apres la premiere question v = —3x +3u
donc x = %(311—1/) = u—%vd’oﬁxeG etdonc FNG =< x >.

Ona(F+G)+H=<x,y,u,(1,2,3,1) >= R* et on déduit alors que le supplémentaire de Fn G dans R* est
le sous espace vectoriel L engendré par {y,u,(1,2,3,1)}, L=<y,u,(1,2,3,1) >.



Exercice 4
Soit E = A(R,R) I'’ensemble de fonctions dérivables. Considérons les ensembles suivants :
F={feE: f(0) :f’(O) =0letG={f€E: f(x) =ax+Db,(a,b) e R*}.

Montrons que I est un sous espace vectoriel de £

1. F # ¢ carl'application nulle e appartienta F, (e(x) =0, Vx €R)
2. Soient f,ge Fa-t-on f+geF?estceque (f+g)(0)=(f+g)(0)=0?
Ona(f+g)(0)=f(0)+g0)=0+0=0(car f,geF)
(f+8)(0) = f'(0)+ g'(0) =0+0 =0 (voir les propriétés des fonctions dérivables).
3. Soient fe Fet LeR, a-t-on Af € F?estce que (Af)(0)=(Af)'(0)=0?
Ona(Af)(0)=Af(0)=A0=0 (car f€F)
(A)'(0) =Af'(0) = A0 = 0 ( voir les propriétés des fonctions dérivables et f € F)
F est un sous espace vectoriel de E.

Montrons que G est un sous espace vectoriel de E

1. G # @ car 'application nulle e appartienta G, (e(x) =0=0x+0, donca=b=0).

2. Soient f,ge Ga-t-on f+geG?estcequeda, feRtelque (f+g)(x)=ax+p?
feGalorsa,beRtelque f(x)=ax+b
geGalors3dd,b' eRtel que g(x) =a'x+ b’
Ona

f+9@=fxX)+gx)=(ax+b)+(dx+b)=(a+d)x+b+b)=ax+p
(il suffitde prendre a = a+a’ et B=b+b)

3. Soient fe Get Le Ra-t-on Af € G2est ce que Fa, BeRtel que (Af)(x) = ax+p
feGalorsda,beRtel que f(x) =ax+b
Ona

Af)(x) =Af(x) =Alax+b) = (Aa)x+ (Ab) = ax + p (il suffit de prendre a« = Aaet = Ab

G est un sous espace vectoriel de E.

Montrons que F et G sont supplémentaires dans £

Pour que F et G soient supplémentaires dans E il faut et il suffit que | F+ G=E|| et || ENG = {e} |, avec
e(x)=0,Vx e R.

Montrons que FN G = {e}
Soit fe FnGalors feGet feF.

feG=13a,beR telsque f(x) =ax+ b,

comme f € F alors f(0)=b=0 et f’(0)=a=0 d’ou f = e, 'application nulle.
on déduit alors FN G = {e}, avec e(x) =0,Vx eR.

Montronsque F+ G=E
on a F + G un sous espace vectoriel de E, alors F + G c E, montrons donc E c F + G cC’est a dire

VheE,IfeFetgeGtellesqueh=f+g
h étant donnée, cherchons f et g.

feF= f(0)=f'(0)=0



et
ge G=3da, beRtelsqueg(x) =ax+Db.

On aalors h(0) = f(0)+g(0) =0+ b = balors b = h(0), et h'(0) = f'(0)+ g'(0) =0+ a = a alors a = h'(0) et
donc|| g(x) = K (0)x + h(0) ||

Et f(x) = h(x)— g(x) = h(x) - h' (0)x — h(0), f(x) =h(x) - h'(0)x—h(0)||.
on peut vérifier que f(0) = f'(0) =0 c’estadire fe F

Conclusion :




