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Chapitre 1

Les espaces vectoriels



Chapitre 2

Les applications linéaires

2.1 Morphisme d’espaces vectoriels

Définition 2.1. Soient E, F deux K espaces vectoriels. Une application f : E — F est
dite linéaire si les conditions suivantes sont vérifiées :

a)VezycE: flx+y)=[f(z)+ f(y)

b)yVAeKVzeE: f(A-z)=X- f(x).

On dit dans ce cas que f est un homomorphisme ou morphisme d’espaces vectoriels.

e 5i E=F, et f linéaire, on dit que f est un endomorphisme de E.
e Si f est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
e si f est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme de E.

On note Lk (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F, espaces vectoriels sur

K.

Exemple 2.1. Soit lapplication f définie par
f R — R?
(‘Tv y) — (21’, _y)
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o s0it X = (z,y) et X' = (2/,y) € R?

fX+X) = fllz.y)+ (@ y)]
= flz+a'y+y)
= (2(z+2),—y-v)
= (2z,—y) + (22', —y)
= f(X)+ f(X).

o Soit \eR et X = (z,y) € R?

fAX) = flMz,y)]

Donc f est linéaire.

Théoreme 2.1. Soient E, F deuz K espaces vectoriels et f : E — F une application.
Alors
f est linéaire <=V z,y € EVo, B € K: f(ax + By) = af(z) + Bf(y).

Preuve. —) on suppose que [ est linéaire

Soient z,y € Eet a,f € K :

flaz + By) = floax) + f(By) = af (x) + Bf (y)-

<) On suppose que V z,y € E Vo, 5 € K: f(ax + By) = af (x) + Bf(y)

pour @ = f = 1g = f(z +y) = f(z) + f(y)

pour = 0x = f(ax) = af(x). D’ou d’apres la définition ci-dessus f est linéaire. O

Remarque 2.1. Si f est linéaire alors f(0g) = Op. En effet
VaekK, Ve eE: fl(ar) = af(z).
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Pour o = 0k : f(Ogx) = Ok f(x) = Op.

Dong, si f(Og) # Op alors f n’est pas linéaire.

Exemple 2.2. L’application définie par
f: R — R

(1)) — Tty+l n'est pas linéaire car f(0,0) # 0.

Exercice 2.1. Soit 'application définie par
f: R — R?
Montrer que f est un automorphisme de R? est déterminer son automorphisme réciproque.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire
2.2.1 Image d’une application linéaire
Soit f € Lx(E,F) I'image de E par f est notée par I'mf définie par

Imf={yeF,IJxcE  y=f(x)} = f(E).

Théoreme 2.2. Soit f € Lx(E,F). Alors l'image par f d’un sous espace vectoriel de E

est un sous espace vectoriel de F'.

Preuve. Soit H un s.e.v. de E, montrons que f(H) est un s.e.v. de F.

e Ona f(H) # 0 car f(0g) = 0r € f(H).

e Soit y1, yo € f(H) et a, B €K ay, + Py € f(H) : ayy + Py € f(H)?

Onay € f(H) = Jo, € H:y; = f(x1).

yo € f(H) = Jzs € H : yy = f(22).

ayy + Py = af(xy) + Bf(z2) = f(ax, + Pxg) car f est linéaire.

Or ary + frg € H car H est un s.e.v. de E. Donc ay; + Sy € f(H).

D’ou f(H) est un s.e.v. de F. O

2.2.2 Noyau d’une application linéaire

Soit f € Lx(E,F). L’ensemble des vecteurs de E qui ont pour image le vecteur Op est

appelé noyau de f et on le note ker f.

ker f = {a € B: f(x) = 0} = /' ({0g}).
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Remarque 2.2. ker f n’est jamais vide car V f linéaire f(0g) = Op = Og € ker f.

Exemple 2.3. Soit I’endomorphisme de R? défini par
f: R3 — R3

(#,y,2) — (W+zr+zat+y)’
a) Dérerminer Imf, puis donner une base de Imf.

b) Déterminer kerf.
a) SoitY € Imf.

= 2(0,1,1) +y(1,0,1) + 2(1,1,0).

Donc Imf =<wv; =(0,1,1), v =(1,0,1), v3 = (1,1,0) >

De plus la famille {vy,ve,v3} est libre . Donc c’est une base de Imf.
dim Imf =3 = dimR? et comme Imf C R? alors Imf = R3

b) ker f = {X € R¥: f(X) = Os}

y+z=0
f(X)=w+z,z+z,2+y)=(0,0,0—=< 2+2=0 = (z,y,2) =(0,0,0).
r+y=0

D’ot ker f = {Ogs}.

Théoreme 2.3. Pour toute application linéaire, f : E — F. ker f est un sous espace

vectoriel de BE.

Preuve. o On a ker f # () car Og € ker f (car f(Og) = Op).
e Soit x,y € ker f et a, 5 € R, on a

flax+py) = af(x)+Bf(y) (car f est linéaire
= aOF + BOF

= ax+ Py € ker f
D’ou ker f est un s.e.v. de E. m

Théoreme 2.4. Soit f € Lx(E,F). Alors
a) f injective <= ker f = {Og}.
b) f surjective <= Imf =F.
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Preuve. a) =) Supposons que f est injective et montrons que ker f = {Og}.
Soit x € ker f = f(z) = Op = f(0g) = = = Og (car f est injective).

D’ou ker f = {0g}.

<) Supposons que ker f = {Og} et montrons que f est injective.

Soient x1, xo € E tel que f(z1) = f(x2)

fla) = flz2) = [(z1) = f(22) = OF
— (a1 — 23) = O(car f est lindaire
41— = Op (car ker f = {0g)
— T = 2,

= festinjective.

b) =) Supposons que [ est surjective et montrons que Imf = F.
On a ImF CF.

Dautre part Vy € F = Jz € E: y = f(x) (car f est surjective)
D’ou y € Imf. Par conséquant Imf = F.

<) Supposons que Imf = F et montrons que f est surjective.

Imf=F = F CImf
— VyeF=yecImf
— dJreE:y=f(x)

= fsurjective.

Envoyer vos questions a ’adresse e-mail : [_berdjoudjQyahoo. fr
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