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Chapitre 1

Les espaces vectoriels
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Chapitre 2

Les applications linéaires

2.1 Morphisme d’espaces vectoriels

Définition 2.1. Soient E, F deux K espaces vectoriels. Une application f : E −→ F est

dite linéaire si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) ∀ x, y ∈ E : f(x+ y) = f(x) + f(y)

b) ∀λ ∈ K, ∀ x ∈ E : f(λ · x) = λ · f(x).

On dit dans ce cas que f est un homomorphisme ou morphisme d’espaces vectoriels.

• Si E = F, et f linéaire, on dit que f est un endomorphisme de E.

• Si f est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

• si f est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme de E.

On note LK(E,F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F, espaces vectoriels sur

K.

Exemple 2.1. Soit l’application f définie par
f R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (2x,−y)

3
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• soit X = (x, y) et X ′ = (x′, y′) ∈ R2

f(X +X ′) = f [(x, y) + (x′, y′)]

= f(x+ x′, y + y′)

= (2(x+ x′),−y − y′)

= (2x,−y) + (2x′,−y)

= f(X) + f(X ′).

• Soit λ ∈ R et X = (x, y) ∈ R2

f(λX) = f [λ(x, y)]

= f(λx, λy)

= (2λx,−λy)

= λ(2x,−y)

= λf(X).

Donc f est linéaire.

Théorème 2.1. Soient E, F deux K espaces vectoriels et f : E −→ F une application.

Alors

f est linéaire ⇐⇒ ∀ x, y ∈ E, ∀α, β ∈ K : f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).

Preuve. =⇒) on suppose que f est linéaire

Soient x, y ∈ E et α, β ∈ K :

f(αx+ βy) = f(αx) + f(βy) = αf(x) + βf(y).

⇐=) On suppose que ∀ x, y ∈ E, ∀α, β ∈ K : f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

pour α = β = 1K =⇒ f(x+ y) = f(x) + f(y)

pour β = 0K =⇒ f(αx) = αf(x). D’où d’après la définition ci-dessus f est linéaire.

Remarque 2.1. Si f est linéaire alors f(0E) = 0F. En effet

∀ α ∈ K, ∀ x ∈ E : f(αx) = αf(x).
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Pour α = 0K : f(0Kx) = 0Kf(x) = 0F.

Donc, si f(0E) ̸= 0F alors f n’est pas linéaire.

Exemple 2.2. L’application définie par
f : R2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y + 1
n’est pas linéaire car f(0, 0) ̸= 0.

Exercice 2.1. Soit l’application définie par
f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ y, x− y)
Montrer que f est un automorphisme de R2 est déterminer son automorphisme réciproque.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

2.2.1 Image d’une application linéaire

Soit f ∈ LK(E,F) l’image de E par f est notée par Imf définie par

Imf = {y ∈ F, ∃x ∈ E : y = f(x)} = f(E).

Théorème 2.2. Soit f ∈ LK(E,F). Alors l’image par f d’un sous espace vectoriel de E

est un sous espace vectoriel de F.

Preuve. Soit H un s.e.v. de E, montrons que f(H) est un s.e.v. de F.

• On a f(H) ̸= ∅ car f(0E) = 0F ∈ f(H).

• Soit y1, y2 ∈ f(H) et α, β ∈ K : αy1 + βy2 ∈ f(H) : αy1 + βy2 ∈ f(H) ?

On a y1 ∈ f(H) =⇒ ∃x1 ∈ H : y1 = f(x1).

y2 ∈ f(H) =⇒ ∃x2 ∈ H : y2 = f(x2).

αy1 + βy2 = αf(x1) + βf(x2) = f(αx1 + βx2) car f est linéaire.

Or αx1 + βx2 ∈ H car H est un s.e.v. de E. Donc αy1 + βy2 ∈ f(H).

D’où f(H) est un s.e.v. de F.

2.2.2 Noyau d’une application linéaire

Soit f ∈ LK(E,F). L’ensemble des vecteurs de E qui ont pour image le vecteur 0F est

appelé noyau de f et on le note ker f .

ker f = {x ∈ E : f(x) = 0F} = f−1({0F}).
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Remarque 2.2. ker f n’est jamais vide car ∀ f linéaire f(0E) = 0F =⇒ 0E ∈ ker f .

Exemple 2.3. Soit l’endomorphisme de R3 défini par
f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (y + z, x+ z, x+ y)
.

a) Dérerminer Imf , puis donner une base de Imf .

b) Déterminer kerf .

a) Soit Y ∈ Imf .

Y = (y + z, x+ z, x+ y) = (0, x, x) + (y, 0, y) + (z, z, 0)

= x(0, 1, 1) + y(1, 0, 1) + z(1, 1, 0).

Donc Imf =< v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0, 1), v3 = (1, 1, 0) >

De plus la famille {v1, v2, v3} est libre . Donc c’est une base de Imf .

dim Imf = 3 = dimR3 et comme Imf ⊂ R3 alors Imf = R3

b) ker f = {X ∈ R3 : f(X) = 0R3}

f(X) = (y + z, x+ z, x+ y) = (0, 0, 0) =⇒


y + z = 0
x+ z = 0
x+ y = 0

=⇒ (x, y, z) = (0, 0, 0).

D’où ker f = {0R3}.

Théorème 2.3. Pour toute application linéaire, f : E −→ F. ker f est un sous espace

vectoriel de E.

Preuve. • On a ker f ̸= ∅ car 0E ∈ ker f (car f(0E) = 0F).

• Soit x, y ∈ ker f et α, β ∈ R, on a

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) (car f est linéaire

= α0F + β0F

=⇒ αx+ βy ∈ ker f

D’où ker f est un s.e.v. de E.

Théorème 2.4. Soit f ∈ LK(E,F). Alors

a) f injective ⇐⇒ ker f = {0E}.

b) f surjective ⇐⇒ Imf = F.
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Preuve. a) =⇒) Supposons que f est injective et montrons que ker f = {0E}.

Soit x ∈ ker f =⇒ f(x) = 0F = f(0E) =⇒ x = 0E (car f est injective).

D’où ker f = {0E}.

⇐=) Supposons que ker f = {0E} et montrons que f est injective.

Soient x1, x2 ∈ E tel que f(x1) = f(x2)

f(x1) = f(x2) =⇒ f(x1)− f(x2) = 0F

=⇒ f(x1 − x2) = 0F(car f est linéaire

=⇒ x1 − x2 = 0E (car ker f = {0E}

=⇒ x1 = x2

=⇒ festinjective.

b) =⇒) Supposons que f est surjective et montrons que Imf = F.

On a ImF ⊂ F.

D’autre part ∀ y ∈ F =⇒ ∃x ∈ E : y = f(x) (car f est surjective)

D’où y ∈ Imf . Par conséquant Imf = F.

⇐=) Supposons que Imf = F et montrons que f est surjective.

Imf = F =⇒ F ⊂ Imf

=⇒ ∀ y ∈ F =⇒ y ∈ Imf

=⇒ ∃x ∈ E : y = f(x)

=⇒ fsurjective.

2.3 Application linéaire définie sur un espace vecto-

riel de dimension finie

Soient E,F deux K-espaces vectoriel tel que dimK E = n.

Théorème 2.5. Soit B = {e1, e2, . . . , en} une base de E et soient y1, y2, . . . , yn, n vecteurs
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quelconques de F. Alors, il existe une application linéaire unique f : E −→ F telle que

∀i = 1, n, f(ei) = yi.

Preuve. B = {e1, e2, . . . , en} une base de E =⇒ ∀x ∈ E : x =
n∑

i=1

αiei (αi ∈ K, uniques).

Soit
f : E −→ F

x 7−→ f(x) =
n∑

i=1

αiyi = f(
n∑

i=1

αiei)

• f est bien une application car ∀x ∈ E, f(x) est unique (les yi sont choisis par hypothèse

et les αi sont uniques).

• Montrons que f est linéaire :

Soient x, y ∈ E : x =
n∑

i=1

αiei, y =
n∑

i=1

βiei, f(x) =
n∑

i=1

αiyi, f(y) =
n∑

i=1

βiyi.

f(x+ y) = f

(
n∑

i=1

αiei +
n∑

i=1

βiei

)

= f

(
n∑

i=1

(αi + βi)ei

)

=
n∑

i=1

(αi + βi)yi (d’après la définition de f)

=
n∑

i=1

αiyi +
n∑

i=1

βiyi

= f(x) + f(y).

∀λ ∈ K, ∀x ∈ E

f(λx) = f

(
λ

n∑
i=1

αiei

)

= f

(
n∑

i=1

λαiei

)

=
n∑

i=1

λαiyi

= λ
n∑

i=1

αiyi

= λf(x)
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• Montrons l’unicité

Soient f, g ∈ LK(E,F) telles que f(ei) = g(ei) = yi, ∀i = 1, n

soit x ∈ E =⇒ x =
n∑

i=1

αiei

f(x) =
n∑

i=1

αiyi

g(x) =
n∑

i=1

αiyi

 =⇒ f(x) = g(x), ∀x ∈ E.

D’où f est unique.

Théorème 2.6. Soit B = {e1, e2, . . . , en} une base d’un K-espace vectoriel E, F un K-e.v

et f ∈ LK(E,F). Alors

a) f injective ⇐⇒ f(B) est libre de F.

b) f surjective ⇐⇒ f(B) est génératrice de F.

c) f bijective ⇐⇒ f(B) est une base de F.

Preuve. a) =⇒) Supposons que f est injective et montrons que

f(B) = {f(e1), f(e2), . . . , f(en)} est libre de F

Soient α1, α2, . . . , αn ∈ K
n∑

i=1

αif(ei) = 0F = f

(
n∑

i=1

αiei

)

=⇒
n∑

i=1

αiei = 0E car f est injective

=⇒ αi = 0K car B est libre.

D’où f(B) est libre.

⇐=) Supposons que f(B) est libre et montrons que f est injective.

Soient x1, x2 ∈ E, tel que f(x1) = f(x2)

f(x1) = f(x2) =⇒ f

(
n∑

i=1

αiei

)
= f

(
n∑

i=1

βiei

)

=⇒
n∑

i=1

αif(ei) =
n∑

i=1

βif(ei)

=⇒
n∑

i=1

(αi − βi)f(ei) = 0F

=⇒ αi − βi = 0K car f(B) est libre.
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D’où x1 = x2 et f est injective

b) =⇒) Supposons que f est surjective et montrons que f(B) est génératrice de F.

Soit y ∈ F =⇒ ∃x ∈ E : y = f(x) or x =
n∑

i=1

αiei, αi ∈ K

y = f

(
n∑

i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif(ei). D’où f(B) est une famille génératrice de F .

⇐=)Supposons que f(B) est génératrice et montrons que f surjective

Soit y ∈ F =⇒ y =
n∑

i=1

αif(ei) car f(B) est génératrice de F.

y = f

(
n∑

i=1

αiei

)
car f est linéaire.

D’où ∀y ∈ F, ∃x =
n∑

i=1

αiei ∈ E tel que y = f(x). Donc f est surjective.

c) f bijective⇐⇒ f est injective et surjective ⇐⇒ f(B) est libre et génératrice.

D’où f(B) est une base de F.

Exemple 2.4. Soit B = {v1 = (1, 2), v2 = (3, 5)} une base R2 et

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (2x, y − x)

Pour montrer f est injective, il suffit de montrer que f(B) est libre :

f(B) = {f(v1) = (2, 1), f(v2) = (6, 2)}

∀α, β ∈ R : αf(v1) + βf(v2) = 0R2 =⇒
{

2α + 6β = 0,
α+ 2β = 0,

=⇒ α = β = 0

D’où f(B) est libre et donc f est injective.

Pour montrer que f est surjective il suffit de montrer que f(B) est génératrice de R2

Soit (x, y) ∈ R2 =⇒ α, β ∈ R : (x, y) = αf(v1) + βf(v2) ?{
x = 2α + 6β,
y = α + 2β,

=⇒
{

α = x− 3y
β = x−2y

2

D’où f(B) est génératrice de R2 et donc f est surjective.

2.3.1 Rang d’une application linéaire

Définition 2.2. Soient E,F deux K-espaces vectoriels et f ∈ LK(E,F).

On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de l’image de f .

rg(f) = dim(Imf)
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2.3.2 Théorème du rang

Théorème 2.7. Soient E,F deux K-espaces vectoriels et f ∈ LK(E,F). Alors

dimE = dimker f + dim Imf.

Preuve. Soient B = {e1, e2, . . . , ep} une base de ker f =⇒ dimker f = p.

C = {c1, c2, . . . , cq}.

Montrons que dimE = p+ q

Soit y ∈ Imf =⇒ ∃x ∈ E : y = f(x).

y est combinaison linéaire des vecteurs c1, c2, . . . , cq, donc ∃ q vecteurs tels que :

f(ep+1) = c1, f(ep+2) = c2, . . . , f(ep+q) = cq.

On pose B′ = {ep+1, ep+2, . . . , ep+q}

Montrons que B ∪B′ est une base de E

Soit x ∈ E

f(x) = α1c1 + α2c2 + . . .+ αqcq

= α1f(ep+1) + α2f(ep+2) + . . .+ αqf(ep+q)

= f(α1ep+1 + α2ep+2 + . . .+ αqep+q) car f est linéaire

On pose x′ = α1ep+1 + α2ep+2 + . . .+ αqep+q

f(x) = f(x′) =⇒ f(x− x′) = 0F

=⇒ x− x′ ∈ ker f

=⇒ x− x′ = β1e1 + β2e2 + . . .+ βpep, βi ∈ K

=⇒ x = β1e1 + β2e2 + . . .+ βpep + α1ep+1 + α2ep+2 + . . .+ αqep+q

Donc B ∪B′ est une famille génératrice de E.

Montrons que B ∪B′ est libre de E.

Soient α1, α2, . . . , αp, αp+1, . . . , αp+q ∈ K
p+q∑
i=1

αiei = 0E =⇒ αi = 0K, ∀i = 1, p+ q ?

p+q∑
i=1

αiei =

p∑
i=1

αiei +

p+q∑
i=p+1

αiei = 0E. (2.1)
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En appliquant f on aura
p+q∑
i=1

αif(ei) =
p∑

i=1

αif(ei) +
p+q∑

i=p+1

αif(ei) = f(0E) = 0F.

Or
p∑

i=1

αif(ei) = f

(
p∑

i=1

αiei

)
= 0E car

p∑
i=1

αiei ∈ ker f . Donc

p+q∑
i=p+1

αif(ei) = 0F =⇒ αi = 0K, ∀i = p+ 1, p+ q car B′ = {ep+1, ep+2, . . . , ep+q} est une

base de Imf .

En remplaçant dans l’équation (2.1), on aura
∑

αiei = 0E =⇒ αi = 0K, ∀i = 1, p car

B = {e1, e2, . . . , ep} est une base de ker f .

Donc αi = 0K, ∀i = 1, p+ q =⇒ B ∪B′ est une base de E par conséquent :

dimE = p+ q = dimker f + dim Imf .

Théorème 2.8. Soit E,F deux K-espaces vectoriels tel que dimE = dimF < ∞ et

f ∈ LK(E,F). Alors

f est injective ⇐⇒ f est surjective ⇐⇒ f est bijective.

Preuve.

Si f injective ⇐⇒ ker f = {0E} =⇒ dim Imf = dimE = dimF

=⇒ Imf = F

=⇒ f surjective

=⇒ f bjective

Si f surjective =⇒ Imf = F

=⇒ dim Imf = dimF = dimE

=⇒ dimker f = 0

=⇒ f injective

=⇒ f bjective
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Remarque 2.3. Ce théorème est applicable dans le cas particulier : f est un endomorphisme

de E.

Envoyer vos questions à l’adresse e-mail : l berdjoudj@yahoo.fr
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