République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université A. MIRA de Béjaia
Faculté des Sciences Exactes
Département de Mathématiques

POLYCOPIE DE COURS
STATISTIQUE INFERENTIELLE

N. SAADI

2019/2020



Chapitre 1

Echantillonnage

1.1 Introduction a la statistique inférentielle

1.1.1 Exemple n°!

Un industriel vient de recevoir un lot important de pieces. Afin d’avoir une idée de
la proportion, notée 6, de pieces défectueuses, celui-ci réalise un tirage aléatoire avec
remise de n piéces au sein du lot. L'échantillon est extrait du lot selon un schéma de
Bernoulli. Autrement dit, si on note X; la variable aléatoire a valeurs dans {0, 1} as-
sociée au tirage numero i, on suppose que les n variables aléatoires X, ..., X;, ..., X,,
sont indépendantes et de méme loi; a savoir P(X; = 1) = fetP(X; =0) =1—-46
(I’événement X; = 1) signifie donc que la piece i est défectueuse). Le probleme sta-
tistique est d’estimer la proportion inconnue ¢ a partir des observations, c’est-a-dire a
partir des z; (réalisations des variables aléatoires X;).

1.1.2 Exemple n°’

Une entreprise E fabrique et commercialise des ampoules électriques de 100 Watts.
Sur 'emballage de ces ampoules, 'entreprise E a porté la mention : “durée d’utilisation
T = 1000 heures”. Un organisme de défense du consommateur se propose de valider
la mention portée par ce constructeur sur ces emballages. Il souhaite de plus pouvoir
décider si la durée de vie (moyenne) d’une ampoule de 100 Watts fabriquée par 'en-
treprise E est superieure ou égale a T. Pour ce faire, il teste un grand nombre n d’am-
poules fabriquées par cette entreprise, et note z; la durée de vie observée de I'ampoule
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numero 7. La durée de vie d'une ampoule électrique étant “par nature” une grandeur
imprévisible au sens ot la valeur de z; ne peut, avant de I'avoir observée, étre prédite
avec certitude, il est commode de la modéliser par une variable aléatoire X. La loi de
probabilité généralement retenue pour X est la loi exponentielle. Rappelons qu'une va-
riable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de parametre 6§ si sa densité est :

folx) = %eXp{%r} , € [0; 00].

On peut aisément vérifier que le parametre ¢ de la loi exponentielle est égal a la durée
de vie moyenne d'une ampoule; autrement dit, E(X) = 6. Le probleme consiste :
premiérement, a estimer le parametre inconnu ¢ a partir des observations, c’est-a-dire
a partir des z; (réalisations des variables aléatoires X;); et deuxiemement, a décider si
0>Tousift<T.

Ces deux exemples ont en commun de baser 'inférence sur le parametre 0 (qu’il
s’agisse d’estimer 6 ou de tester une valeur particuliére de 0)

1.1.3 Position du proléme et objectis

Afin de préciser 'objet et la place de la Statistique inférentielle (au sein de la Statis-
tique en général), il convient de rappeler que le travail du Statisticien s’inscrit tradition-
nellement dans 1'une des trois phases suivantes : production de données, exploration
des données, et modélisation (aléatoire) des données. La production de données inclut
en particulier 'organisation de la collecte des données (conception de plan de sondage
par exemple). L'exploration des données repose essentiellement sur les méthodes de la
Statistique descriptive et de I’analyse des données. La modélisation comporte classique-
ment plusieurs étapes :

a. Au sein d'un ensemble de modeles probabilistes susceptibles d’avoir généré les ob-
servations, sélectionner 1'un d’entre eux (cette étape étant réalisée a I'aide d"une
procédure statistique de choix de modele).

b. Valider le modéle retenu.

c. Estimer les parametres du modéle retenu et éventuellement proposer des procédures
de tests portant sur les parametres du modele. Cette présentation présuppose
qu'un modele paramétrique a été retenu, mais d’autres alternatives existent.

La Statistique inférentielle appelée encore Statistique mathématique consiste en un
ensemble de concepts, de méthodes et d’outils élaborés en vue de réaliser chacune des
étapes précédentes.
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1.2 Echantillonnage

Définition 1.1. En statistique, les méthodes d’échantillonnage correspondent aux différentes
maniéres de constituer un échantillon (partie) de la population étudiée, de maniere a re-

produire un échantillon aussi représentatif que possible de cette population.

1.2.1 Avantages de I’échantillonnage

— Impossibilité d’étudier toute la population lorsqu’elle est infinie.

— Le cofit : Le choix d'un échantillon est de moindre cotit qu'un recensement.

— Le temps : la rapidité nécessaire de certaines prises de décisions empeche le re-
cours a un recensement.

1.2.2 Méthodes d’échantillonnage

L’échantillonnage peut se faire avec ou sans remise et une population peut étre
considérée comme finie ou infinie. Une population finie dans laquelle on procede a un
échantillonnage avec remise peut étre théoriquement considérée comme infinie. Dans
la pratique, il en va de méme pour des populations finies mais de grandes tailles. Pour
chaque distribution d’échantillonnage, on peut calculer une moyenne, un écart-type,
une variance. . .etc.

1. Méthodes probabilistes (Aléatoires) : L'échantillonnage probabiliste repose sur
un choix d'unités dans la population fait au hasard. Une des caractéristiques de
cette méthode est que chaque unité de la population a une probabilité mesurable
d’étre choisie. Voici les quatre types d’échantillonnage probabiliste que 'on peut
effectuer

a. Echantillonnage aléatoire simple : Chaque individu a la méme probabilité
d’étre choisi.
Exemple 1.2.1. Un enseignant met le nom des éleves du college dans un
chapeau et, sans regarder, il en tire un certain nombre de noms des éleves qui
constitueront 1’échantillon. Cette méthode permet d’obtenir un échantillon
représentatif de la population car elle donne la méme probabilité a chaque

individu de faire partie de I"échantillon.

b. Echantillonnage aléatoire stratifié : La population est initialement subdivisée
en sous-groupes homogenes (strates) définis selon un ou plusieurs criteres
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(appelés variables d’intérét). Dans chaque strate, on préleve aléatoirement
des individus pour obtenir des sous-échantillons aléatoires simples.

Exemple 1.2.2. Une enquéte a été menée aupres de 100 étudiants. L’échantillon
a été obtenu en choisissant aléatoirement 25 étudiants de premiere année, 25
étudiants de deuxieme année, 25 étudiants de licence et 25 étudiants en Mas-
ter I. Cette méthode permet d’obtenir un échantillon représentatif car tous
les individus d’un groupe ont la méme probabilité de faire partie du sous-
échantillon et I’échantillon obtenu est représentatif de la population en ce qui

concerne la variable d’intérét ( ici, le cycle universitaire).

c. Echantillonnage aléatoire par grappe : On subdivise la population en sous-
groupes appelés “grappes”. Les grappes ont le méme profil. On sélectionne
par la suite un échantillon aléatoire de grappes. L'échantillon désiré est constitué
de tous les individus de chaque grappe.

Exemple 1.2.3. Une compagnie aérienne décide de mener une enquéte de sa-
tisfaction aupres de ses clients. Pour cela, elle choisit aléatoirement 5 vols de
la journée et interroge tous les passagers de ces vols. Cette méthode permet
d’obtenir un échantillon représentatif de la population si les grappes sont

semblables entre elles et si dans une grappe, les individus sont hétérogenes.

d. Echantillonnage aléatoire systématique : Cette méthode consiste a dresser la
liste de tous les éléments de la population et de choisir au hasard chaque n®
start éléments pour constituer I’échantillon. L’échantillonnage systématique
est donc une variante de la méthode aléatoire simple, dans laquelle on sélectionne
un échantillon a intervalles prédéterminés.

Exemple 1.2.4. A partir de la liste alphabétique des noms de tous les éléves
du college, un Conseiller Pédagogique d’Education choisit au hasard un pre-
mier nom puis, a partir de ce nom, il choisit chaque 20° nom de collégiens

pour constituer 1’échantillon.

2. Méthodes non probabilistes (Raisonnées ou empiriques) : Utilisent des connais-
sances préalables qu’on a sur la population. La méthode la plus utilisée est la
méthode des quotas. Cette méthode se base sur la construction d’un échantillon
de taille n dans lequel les proportions des individus sont égales a celles de la po-
pulation. Une fois ces quotas déterminés, il faut les respecter dans le choix de
I"échantillon.



Chapitre 1 Echantillonnage

1.3 Echantillon- Caractéristiques usuelles d’un échantillon

1.3.1 Population statistique

C’est un ensemble que 'on observe et qui sera soumis a une analyse statistique,
chaque élément de cet ensemble est un individu ou unité statistique.

1.3.2 Echantillon

On suppose maintenant qu’on étudie un caractére statistique quantitatif X sur une
population 2 = {wy, ...,wy }. On supposera vérifiée I'hypothese d’échantillonnage aléatoire
simple. Soit X}, le résultat aléatoire du k-ieme tirage et on note (X, X», ...X,,) le résultat
aléatoire de ces n tirages. Les variables aléatoires (X})<x<, sontindépendantes et suivent
toutes la méme loi de probabilité (celle de X : variable parente), d’espérance la moyenne
de X et d’écart-type celui de la variable aléatoire X. Les valeurs observées z1, zo, ..., 7
constituent n réalisations indépendantes de la variable aléatoire X ou encore, une réalisation
unique du n-uplet (X;, X5, ...X,,).

Définition 1.2. (X7, X5, ...X,,) est un n- uplet de variables aléatoires indépendantes de

méme loi (celle de X). Il est appelé n-échantillon aléatoire simple.

1.3.3 Distribution d’un échantillon-Vraisemblance d’un échantillon
Définition 1.3. Une statistique 7" est une variable aléatoire fonction mesurable de X7, X», ... X,.

T = f(Xl, 7Xn>

Remarque 1.3.1. Une statistique 7" peut étre a valeurs dans R ou R?, dans le cas de R?,

on parlera de statistique vectorielle.

Définition 1.4. Vraisemblance d’un échantillon : Soit (X1, X, ...X,,) un échantillon aléatoire
simple issu d’une variable aléatoire X de densité de probabilité fx. La vraisemblance

de I’échantillon (la distribution du n-échantillon) (X, X5,...X,,) est:

Lx (w1, @3, ..., 20) = Lx(2) = fx,(21) fx, (22)- fx,, (%) HfX ;) = (fx(x))".
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Exemple 1.3.1. Soit (X7, X5, ...X,,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X ~-
N(0,1).

1 x?
fX(l’) = \/—Q—WGXP (—?) ,x € R.

La vraisemblance de 1’échantillon est :

Lx<l’1,l‘2,..., H‘fX (-—ZI ) ,r; € R,Vi =1,n

1.3.4 Fonction de répartition empirique d’un échantillon

Définition 1.5. Soit (X, X5, ...X,,) un échantillon aléatoire simple issu d’une variable
aléatoire X. Désignons par F),(z) la proportion des n variables X, X»,...X,, qui sont
inférieures a . F),(x) est donc une variable aléatoire pour tout x qui définit ainsi une
fonction aléatoire appelée fonction de répartition empirique de ’échantillon, dont la
réalisation sont des fonctions en escalier de sauts égaux a - . Si les z; sont ordonnées

par valeurs croissantes alors :

0, 5t x < Tq;

S|

,  Stox <z < To;

Lt Slosiomy <@ <y

\ 1, St T > Ty,

Propriétés asymptotiques de la fonction de répartition empirique

Théoréme 1.3.1. Pour tout x, on a
P.s

Preuve. Pour x fixé, soit Y le nombre aléatoire de valeurs inférieures a x, qui est une
somme de variables de Bernoulli du parametre F'(x). D’apres ce qui précede F, (z) ce

n’est autre que ¥ converge présque stirement vers F(z).
n

6
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Théoréeme 1.3.2. (Glivenko-Cantelli)

La convergence de F,, vers F' est presque slirement uniforme, c’est-a-dire que :
D, =sup | F,(z) — F(z) |—= 0.
x

Théoreme 1.3.3. (Kolmogorov)

“+o0

. _ 1k 51,2, 2
T}LI&P(\/ED"<y) —k_z (—=1)*exp (—2k*y7) .

Ce théoreme signifie que la distribution asymptotique de la variable aléatoire D,, est
connue et ne dépend pas de la variable de départ X, et permet de calculer des limites

pour les valeur de D,. La loi exacte de la variable D,, a été tabulée.

1.3.5 Echantillon ordonné et lois des valeurs extrémes

Soit (X1, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d"une variable aléatoire X. les
réalisations x1, o, ..., z,, peuvent étre réordonnées en ¥, ys, ..., Y OU Y1 < Yo < ... < Yp.
Les y; constituent une permutation particuliére des z;. Les y; sont des réalisations du
n-uplet de variables aléatoires (Y7, Y5, ..., Y,,) qui constitue I’échantillon ordonné de X.
Soit F (resp. f) la fonction de répartition (resp. la densité) de la variable aléatoire X. Soit
Hy, (resp. hy) les fonctions de répartition (resp. les densités) de Y.

A. Loide Y; = inf X;.

1<i<n
On a
Hl(?/) = IP’(Y1<y)
= 1-PM >y
= 1-J[Pxizy) =1-J[11 -P(X; <y)]
=1 =1
= 1-J]11-F@)
i=1
donc

Hi(y)=1-[1-F(y)".

hi(y) =n[l—Fy)]"" fy).

7
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B. Loide Y, = sup X;

1<i<n
Hn<y) = P(Yn <y>

= P(sup X; <vy)

1<i<n

et

ha(y) = nF(y)" " f(y).

Remarque 1.3.2. Ces deux lois servent en particulier a détecter les valeurs aberrantes

de I'échantillon : valeurs trop grandes ou trop petites.

1.3.6 Distributions d’échantillonnage de certains moments

Définition 1.6. Moment Centré d'une variable aléatoire.

Le k-ieme moment non centré d’une variable aléatoire X est défini par :
iy = E (X — E(X))".

Définition 1.7. Moment centré d’un échantillon
Soit (X1, Xy, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire issu d’une variable aléatoire X et k un
nombre entier (k € N*). On appelle moment centré d’ordre k de 1’échantillon et on note

M;, la quantité :

=1
Définition 1.8. Moment non centré d’une variable aléatoire.

Le k-ieme moment (théorique) non centré d"une variable aléatoire X est défini par :
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Définition 1.9. Moment non centré d’un échantillon
Soit (X1, Xs, ..., X;,) un n-échantillon aléatoire simple issu d"une variable aléatoire X et
k un nombre entier (k € N*). On appelle moment non centré d’ordre k de I’échantillon

et on note M/, la quantité :
1 n
M,=—-Y XPF

Théoreme 1.3.4. Soit (X, Xs, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une va-
riable aléatoire X, alors
E(My) = .
En effet,
E(M;) =E

1 — 1 &
E;Xik] ZE;E[XﬂZMk-

Moyenne empirique d’un échantillon

Définition 1.10. la moyenne empirique X ou le moment non centré d’ordre 1 de I’échantillon

est:

- |1

i=1
Propriété 1.3.5. Soient ji et o l'espérance et I'écart-type de la variable parente X, on a alors :
2

E(X)=p et Var(X) = %.

Preuve.

E(X)=E

1 — I 1
> Xi] = 5 2B = o= g
2

& 1 <« 1 , o
;Xi] —E;Var()(i)—ﬁna =—

Lois des grands nombres : Elles sont de deux types : lois faibles mettant en jeu la
convergence en probabilité et lois fortes relatives a la convergence presque stre.
Nous considérons ici des suites de variables aléatoires X7, ..., X,, non nécessairement de
méme loi.

1
Var(X) = ﬁVar
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Théoréme 1.3.6. (Loi faible des grands nombres.)

Soit (X4, ..., X,,) n-échantillon de variables aléatoires indépendantes d’espérance ., ..., i, finies

. 2 2 2 . .
et de variances o7, 03, ..., o, finies.

cey n

1 1
St E;M_”L et si ﬁ;O’i — 0, alors
X5

Théoréme 1.3.7. (Loi forte des grands nombres.)

Soit (X, ..., X,,) n-échantillon de variables aléatoires indépendantes telles que £ > | yi; —
2

et > %% est convergente, alors
X "4

Application : Cas des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées - ,
On voit aisément que X — i car la condition Y52, % est évidemment réalisée et s'écrit :

7 . s, . 1
et ’on sait que la série ) |, > converge.

Théoréme 1.3.8. Pour n assez grand et d’apres le théoréme central limite :

X_EX) _X-u L5 N(0,1).
Var(X) ov/n

Ce résultat est d"'une importance capitale en statistique.

Variance empirique d'un échantillon

Définition 1.11. Soit (Xj, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d'une variable
aléatoire X de moyenne y et de variance o%. On appelle variance empirique (moment

centré d’ordre 2) de I’échantillon la quantité :

n

1 -2 1 2
==Y (X;-X) :ﬁ;XE—X.

10
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Propriété 1.3.9.

Preuve. D’apres les lois des grands nombres :

% <2n: Xf) L2 B(X?)

et

donc
$% L% B(X?) — [E(X)]? = o

Propriété 1.3.10.

n—1
o2

E(S?) =

n

Preuve. Partonsde X; —pu= X, — X + X — pu.

On a alors :

n n n n

S X - =Y (6 -X) Y (X ) 22X )Y (- X).

i=1 i=1 i=1 i=1

Comme 7" (X; — X) = 0, on trouve :

d’on,

Calculons E(S?)

1 o -
= = ZVar(Xi) — Var(X)
i=1
1 n 2 2
- AN 2T 2 T
n n n
=1
—1
- T2
n

11



Chapitre 1 Echantillonnage

Ce résultat montre que E(S?) # o2. On dit que S? est une statistique biaisée pour o>.

Théoreme 1.3.11. Soit (X1, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d'une variable
aléatoire X de moyenne p et de variance o?. Si 1y est le moment centré d’ordre 4 de X,

alors :
n—1

Var(S?) = [(n = D)y — (n = 3)a"].

/ 4
Hqy — O
n

n3

Si n — oo alors Var(S?) ~

Théoréme limite pour S>.
S2 _n—=1_2
A N N(0,1).
Var(S?)
Théoreme 1.3.12. Soit (X1, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d'une variable

aléatoire X de moyenne 1 et de variance . Lorsque la moyenne est connue, alors

E[S?] = o2

Var(S?) = ac -

Preuve. On a

n

Byt u)2] =3 Var(x) = o

=1

E(S?) =E

Par ailleurs, les variables (X; — u)? étant indépendantes :

Var(S?) = % Z Var [(XZ — ,u)ﬂ

— S[E@ -t B ]
pp—ot

n
Théoreme 1.3.13. Soit (Xj, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d"une variable
aléatoire X de moyenne p et de variance o2. Lorsque la moyenne est connue et n est

assez grand

S2 Ly N (02 Ha= o 04)
) n N

12
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Variance empirique corrigée

Définition 1.12. Soit (Xj, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d'une variable
aléatoire X de moyenne 1 et de variance 0. On appelle variance empirique corrigée de

I’échantillon la quantité :

Propriété 1.3.14.
E(S*?) = o2

1.3.7 Coefficient d’asymétrie et d’aplatissement d’un échantillon

Il existe plusieurs caractéristiques de forme fondées sur les moments. Nous présentons

les caractéristiques les plus utilisées.

Définition 1.13. Coefficient d’asymétrie.
Le coefficient d’asymétrie d'une variable aléatoire X est le rapport noté v;, entre le mo-
ment centré d’ordre 3 et le cube de 1'écart-type, c’est-a-dire :

/
"= %-
Définition 1.14. Coefficient d’aplatissement.

Le coefficient d’aplatissement d'une variable aléatoire X est le rapport noté v,, entre le
moment centré d’ordre 4 et la puissance 4 de 'écart-type, rapport diminué de 3, c’est-a-
dire :

Yy
72—;

- 3.

Définition 1.15. Coefficient d’asymétrie d’'un échantillon.

Le coefficient d’asymétrie d'un échantillon est le rapport noté 4;, entre le moment em-
pirique centré d’ordre 3 et le cube de I’écart-type empirique, c’est-a-dire :

M
N = 55

13
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Interprétation :
. Si la répartition de l'échantillon ou de la distribution est symétrique autour de la
moyenne, le coefficient d’asymétrie est nul.

. Dans le cas ot il est positif, nous avons une asymétrie gauche (une forte queue vers la

gauche), le graphique des fréquences est plus élevé a gauche.

. Lorsque la distribution possede une forte queue vers la droite, le coefficient est négatif.

#
-,
-

X Une forte queue wvers la droite
Mode a droite de.la moyenne

Une forte queue vers la gauche

Mode & gauche de la moyenne

Définition 1.16. Coefficient d’aplatissement empirique d’un échantillon.
Nous appelons le coefficient d’aplatissement d'un échantillon le rapport noté 4,, entre le
moment empirique centré d’ordre 4 et la puissance 4 de 1’écart-type empirique, rapport
diminué de 3, c’est-a-dire :

fo = A=

Interprétation :

. lorsque le coefficient d’aplatissement est nul nous disons que la répartition des obser-
vations est de type gaussien ou normal, c’est-a-dire que la courbe des fréquences
a la forme d’une cloche comme la densité d"une loi Normale.
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. Lorsqu’il est positif, nous avons une répartition surgaussienne ou encore surnormale,
c’est-a-dire moins aplatie qu'une densité normale.

. Lorsqu’il est négatif nous disons que la répartition est sous-gaussienne ou encore
sous-normale, c’est-a-dire plus aplatie qu'une densité normale.

Théoreme 1.3.15. Soit (Xj, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d"une variable
aléatoire X de moyenne p et de variance o2. Si 11} et 1) sont les moments centrés d’ordre

3et4de X, alors

- M - My+3ct(n—1
(%) =18 o ) = a3 ln =)
n n
~ gi! - Y2 —3

X)=—= et X)=3
71 (X) Jn et 72(X) L

>

Remarque 1.3.3. On voit que si n — 00, 11(X) — 0 et 1»(X) — 3, ce qui traduit la

normalité asymptotique de X.

Corrélation entre X et 52

Cherchons Cov(X, S?) :
Cov(X,5%) =E[(X — E(X)) (5> — (WHZE“Y—m(ﬁ—”_lﬁﬂ.

n

Nous pouvons supposer que ;¢ = 0, car on sait que la covariance est insencible a un
changement par translation sur un des termes :

Cov(X,S8% = E(XS?)

(5]

e
:E%i%i&ﬁ-ma%

Car E(X;X;) = 0 pour i # j a cause de I'indépendance :

2 H3 N3_n_1
(XS> n  n2  n2

M3

Donc si n — oo, X et S? sont asymptotiquement non corrélés et si la distribution est
symétrique p3 = 0, alors les deux variables X et S? sont non corrélés quel que soit n.
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1.3.8 Cas des échantillons gaussiens de petites tailles

On suppose que X — N (u, 0).

Loi de X.
X combinaison linéaire de variables gaussiennes est aussi gaussiennes. Donc la loi
de X est: o
N (,u, —) .
n

Il s’agit ici d'une loi exacte.

Espérance et variance de S°.

On suppose que X — N (p, o). D’apres la décomposition de S? on peut écrire :

n n

SXi-n)?=Y (X5 -X) +n(X—p).

i=1 =1

En divisant par o2 :

Soit Z; = (¥:4)
Zi > N(0,1) = Z ~ X1,
D’ot,

Xn: ZF X
=1

(Comme somme de n carrés de variables aléatoires indépendantes normales centrées
réduites).

Donc

D’ou, on en déduit :
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S2 M Xn-1
2 20_4
E(S%) = —(n—1),Var(S?) = W(n —1)
Propriété 1.3.16.
E(S") = 0%, Var(5?) = 22
- T n—1

Preuve.

€2\ n ) N oy N n—12_2
E(S )—E(n_lS)——n_lE(S)—n_l( " 0)—0.

Calculons la variance de S*2.

*2 o n 2
Var(S*) = Var (n—lS)

n? N
= —(n— 1)2Var (S)
n* 2n—1) ,
 (n—1)2 n? 7
20*

n—1

Espérance et variance des principales caractéréstiques d’un échantillon gaussien

Le tableau suivant récapitule les résultats concernant X et S2.

Statistiue Espérance Variance

X P o
52 ”7_102 %04
S*Q 0_2 721141
Y1 ~( ~ %
’3/2 ~3 >~ 27?

TABLE 1.1 — Principales carctéristiques d"un échantillon gaussien.

17
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Application :
Puisque
X —
= NO.1),
=
et
nS? 9
=) Xn—1;
on aura : -
X—w /o X —
Tn—l_ J\/_: M\/n_la
nS? S
(n—1)02

ou T),_; est une variable aléatoire de Student a n-1 degré de liberté.

Remarque 1.3.4. Ce résultat est extrémement utile car il dépend pas de o et servira donc

a chaque fois que o est inconnu.

1.4 Modele statistique paramétrique

Définition 1.17. Modéle statistique d’échantillonnage paramétrique : Soit X une va-
riable aléatoire a valeurs dans un espace x muni d"une tribu A et deloi Py ot 6 € © € R”.
La donnée de n variables aléatoires X3, ..., X;, ..., X,, a valeurs également dans (x, .A),
indépendantes et de méme loi que celle de X constitue ce qu’on appelle un modele

d’échantillonnage paramétrique. Il est noté (x, A, Py, 0 € ©).

1.4.1 Remarques et notations

e La famille de lois de probabilités Py a laquelle appartient la loi de X est supposée
connue, seul le parametre 0 est inconnu.

. Les n variables aléatoires X, X, ...X,, sont dites indépendantes et identiquement dis-
tribuées (en abregé iid), et le vecteur aléatoire (X, X»,...X,,) constitue ce qu'on
appelle un échantillon de variable aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (v.a.iid) de Py.

o (z1,29,...x,) est 'échantillon observé et 'espace x™ est appelé I'espaces des observa-
tions.
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e Du point de vue du praticien, envisager un modele paramétrique pour un ensemble

o Le

d’observations 1, x», ...z, consiste a considérer les x; comme des réalisations de
variables aléatoires X, X»,...X,, indépendantes et de méme loi Py. On dit que le
modele est discret quand 1’espace des observations x est fini ou dénombrable.
Dans ce cas, la tribu A est 'ensemble des parties de x : A = P(x). Cest le cas
quand l'élément aléatoire observé X a une loi de probabilité discrete. On dit que
le modele est continu quand xy C R”. Dans ce cas, A est la tribu des boréliens de
x ( tribu engendrée par les ouverts de x) :A = B(x). C’est le cas quand 1'élément
aléatoire observé X a une loi de probabilité continue. On peut aussi envisager des
modeles ni continus ni discrets, par exemple si I’'observation a certains éléments
continus et d’autres discrets.

cas le plus fréquent est celui ot I'élément aléatoire observé est constitue de va-
riables aléatoires indépendantes et de méme loi (i.i.d.) : X =(X;, X5, ...X,,) , ot les
X, sont i.i.d. On dit que 'on a alors un modele d’échantillon. Dans ce cas, on note
(x; A; Pp) le modele statistique correspondant a un échantillon.

Exemple 1.4.1. Contréle de qualité. Une chaine de production produit un tres grand

nombre de pieces et on s’intéresse a la proportion inconnue de pieces défectueuses. Pour

'estimer, on préleve indépendamment n pieces dans la production et on les controle.

L’observation est = (1, ..., x,), Ol :

1 si la 1éme piece est défectueuse
€Ty, =
0 stnon

Par conséquent, 1'espace €2 = {0, 1}" Il est fini, donc le modele est discret et

A =

P ({0,1})". Les X; sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli B(p), ou p

(inconnu) est la probabilité qu'une piece soit défectueuse . Alors le modéle statistique

peut s’écrire :

ou

({0, 13", P ({0,1}"),{B*"(p).p € [0.1]})

({0,1}, P ({0,1}),{B(p).p € [0, 1]})".
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Exhaustivité

2.1 Introduction

Dans un probleme statistique ot figure un parametre ¢ inconnu, un échantillon ap-
porte une certaine information sur ce parametre. Lorsque 1’on résume cet échantillon
par une statistique, il s’agit de ne pas perdre cette information; une statistique qui
conserve l'information sera qualifiée d’exhaustivité. Il convient de donner un sens précis
a la notion d’information : une premieére approche consiste a remarquer qu’une variable
aléatoire 7' ne peut nous renseigner sur la valeur d'un parametre que dans la mesure ot
sa loi de probabilité dépend de ce parametre; si la variable 7" est une statistique relative
a I’échantillon (Xj, ..., X,,) et que la loi conditionnelle de (X3, ..., X,,) a T fixé ne dépend
plus du parametre 0, on peut dire alors, qu'une fois 7' connue, nous n’obtenons plus
d’autre information de 1’échantillon concernant ¢ et donc que 7" porte toute 1'informa-
tion disponible sur §. Une deuxiéme approche consiste a définir mathématiquement une
quantité d’information et chercher dans quelles circonstances cette quantité se concerve
lorsque les données sont résumées par une statistique.

2.1.1 Statistique exhaustive

Soit un n-échantillon d"une varible aléatoire X. On notera L(x, ..., z,; 6) soit la den-
sité de (X, ..., X,,) si X est absolument continue, soit la probabilité conjointe
P((X)=z1)N(Xy=a2)N...N (X, = x,)) si X est discrete.

Soit 7" une statistique fonction de X1, ..., X,, de loi ¢(t, f) (densité dans le cas continu,
P(T = t) dans le cas discret).

20
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Définition 2.1. Une statistique 7" est exhaustive pour 6 si et seulement si la loi de pro-

babilité conditionnelle de X sachant [T = ¢] ne dépend pas de 6.

”Ceci veut dire qu’une fois 7' connu, aucune valeur de 1’échantillon ni aucune
autre statistique ne nous apportera de renseignements supplémentaires sur 6”.

Exemple 2.1.1. o Exhaustivité dans un modéle de Bernoulli pour le contrdle statis-
tique de la qualité.

Un industriel voudrait connaitre la proportion p de pieces défectueuses qu’il fabrique
dans une journée. Pour cela il préleve n pieces aléatoirement dans 1’ensemble de sa pro-
duction de la journée. Il suppose que la qualité de sa production n’a pas évolué au cours
de la journée, autrement dit que cette proportion n’a pas varié. Il note alors le nombre k
de pieces défectueuses observées dans cet échantillon et estime la qualité de sa produc-
tion par £. Il néglige donc toute une partie de I'information apportée par 1'échantillon
de son contrdle, comme celle de savoir quelles pieces se sont révélées défectueuses. Est-
ce handicapant pour la qualité de son estimation ?

En premier lieu, notons que le modeéle statistique pour une telle expérience est le modele

associé au modele de la loi de Bernoulli :

({0,1}, P ({0,1}),{B(p),p € [0,1]})"

de v.a. générique X. De 'observation z = (1, ..., z,,) d’un échantillon X = (Xy,..., X,,)

N

ol
1 si la 1éme piece est défectueuse
. 0 sinon
Les X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi B(p), ol p est la pro-
babilité qu'une piece soit défectueuse. Dans ce modele, I'industriel a donc retenu seule-

ment 'information apportée par la statistique
T(X)=) X,
i=1

qui vaut k dans cet exemple. Or calculons la loi de X conditionnellement a 7'(X) = k.
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On sait que T(X) = 3, X; est de loi binomiale B(n; p). Alors

P(X =z|T(X)=k) = P{(Xl =21)N...N (X, :xn)|zn:X,» = k}

P{(X;=21), ... (X, = 2,), S0 X, = k}
PCin Xi=k)

0 st X x Fk
- P{Xi=z1,. . Xn=tn} .: ym . _ L.
P Xih) st X =k
p s x; = z oz
P (X, =z;) = =p"(l-p) ™

1—p st 2;=0

et comme les X; sont indépendantes, on a :

P{Xi=2y,..,Xp=12,} [T, P(X; =) _ [T, p™(1—p)t—™

P(X7 X, = k) PO Xi=k) O PO, Xi=k)
_ el oprrem o pra—p)n
- Cﬁpk(l _ p)nfk - Crlfpk(l _ p)nfk
0 sty x#k

P(X =z|T = k) = ot
S~ oF S i Tk

On constate que cette loi ne dépend pas du parametre p que 1’on cherche a estimer.
Ainsi, toute I'information sur le parametre p contenue dans 1’échantillon X est en fait

contenue dans la statistique 7'(.X'). On dit que cette statistique est exhaustive.

Théoreme 2.1.1. (Théoreme de factorisation de Fisher-Neyman). Pour qu’une statis-
tique 7T soit exhaustive pour 0, il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions mesurables g

et h telles que :
L(w;0) = g(t,0)h(z).

Preuve. Effectuons la démonstration dans le cas d’un modeéle discret. On a donc

L(x;0) = P(X = z;0).

22



Chapitre 2 Exhaustivité

(=) Si T est exhaustive, P (X = z|T(X) = k) ne dépend pas de 6. Par conséquent :

L(z;0) = P(X=z;0)=P(X =2)N(T(X) =t(z));0)
= P((X =2)Nn(T'=1());0) = P(X = 2|T = t(2)) P(T = t(x);0)

qui est bien de la forme g(¢(z), 8)h(x).

(<) On suppose que
L(x;0) =P (X = 2;0) = g(t(x); 0)h().
I faut montrer qu’alors P (X = z|T = t) ne dépend pas de §.On a:

POX = of7 =ty = PO =0T =00

B 0 si t(z) # to
g((?::;?) si t(x) = t.
Or
B(T = to; 0) = P(T(X) = t0:0) = P(X =yi6).
y,t(y)=to
Dong, pour t(z) = ty,ona:
P (X = x;0) g(t(x)); 0)h(z)
P(X =2x|T =ty,0) = =
X =al=0:f) = =B X =y0) = % g0 0h)
y:t(y)=to y,t(y)=to
gt O)h(x) )
> g(te;0)h(y) >, h(y)
y:t(y)=to y,t(y)=to

qui ne dépend pas de 0. Donc T est exhaustive, d’ou1 le théoreme.

Exemple 2.1.2. Statistiques exhaustives dans le modele de Poisson
Soit X1, ..., X,, issu de X ~» P(0), 0 inconnu. La statistique T(X) = > | X, est-elle exhaus-
tive pour 6 ?.

Ona:

f(x,0) = e(’%,T = Xi ~ P(nb).

=1

23



Chapitre 2 Exhaustivité

Notons Py la quantité Po( X = 21, Xo = 29, ... X, = x,|T = t).

Pg(Xl = .‘E1.,XQ = 9, ...:Xn = :If.n._,'T = t)

P =

n—1

P,g(X-l = .’B].IXQ — I, ...:Xn = ili.n,Xn_ =1t — Z Ii)
_ i=1
a ]PQ(T = f)
o P,g(X-l = :Bl)...Pg(Xﬂ_ = :I?.n)
_ .;-1;[1 f(@:.9) _ e_”gﬁglxi !

T " f o0
i=1
n o )

= — = — (=)=t indépendante de 0

[T zilnt I[z:! "

i=1 i=1

Donc T est exhaustive pour 8.

Ou bien :
n n hzi o= Hte—nb
L(E;g):Hf(-’B@:g): ( T ) — n
i=1 i=1 v I] =!
i=1
_ (nB)te t!
= ; —
& nt(T] z!)
i=1

= g(t,0) - h(z).

D’apreés le principe de factorisation, T est erhaustive pour 6.
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Remarque 2.1.1. Le principe de factorisation nous donne donc un moyen de reconnaitre
si une statistique est exhaustive, mais permet difficilement de la construire ou méme de

savoir s’il en existe une.

Le théoreme de Darmois répond a ces deux préoccupations :

Définition 2.2. (Famille exponentielle). Soit X une variable aléatoire réelle, dont la loi
de probabilité dépend d'un parametre §. On dit que la loi de X appartient a la famille
exponentielle si et seulement si P (X = z;6) (cas discret) ou fx(z;60) (cas continu) est de

la forme :
exp {a(x)a(0) + b(z) + £(0)} .

Ce théoreme est un util trés puissant dans la recherche des statistiques exhaustives.

Exemple 2.1.3. La plupart des lois usuelles appartiennent a la famille exponentielle :

e La loi Bernoulli 5(p) :

p  stx=1 . L
P(X=mzp) = =p"(1—p) " =explzlnp+ (1 —z)In(l - p)]
l—p st x=0

= exp[aj'(lnp — ln(l - p)) + ln(l - p)]

+In(1 — p)]

= exp[zrln b
1—
qui est de la forme souhaitée avec

p

a(z) =z, a(p) = In-——,b(z) = 0 et f(p) = In(1 — p).
e Loi exponentielle exp()).
fx(z; X)) = Ae™® = exp[—Az + In \]

qui est de la forme souhaitée avec

a(x) =z,a(X) = =\ b(x) =0, et B(p) =InA.
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Le lien entre famille exponentielle et exhaustivité est donné par le théoréeme sui-
vant :
Théoreme 2.1.2. (Théoreme de Darmois).
Soit une variable aléatoire X dont le domaine de définition ne dépend pas de §. Une
condition nécessaire et suffisante pour que 1’échantillon (X7, ..., X,,) admette une statis-

tique exhaustive est que la forme de la densité soit :
f(z,0) = expla(z)a(f) + b(z) + B(9)] (famille exponentielle).

Si la densité est de cette forme et si de plus 'application z; — > | a(z;) est bijective et
contintiment différentiable pour tout i, alors T' = )" | a(x;) est une statistique exhaus-

tive particuliére.

Exemples

e Loi de Bernoulli de parameétre p inconnu: 7' = > | X, est exhaustive pour p.

e Loi normale NV (u, o)
- sioconnu, T' = )" | X, est exhaustive pour p
— sipestconnu, T'= "7 | (X; — p)? est exhaustive pour o2

e Loi exponentielle de densité +e~3, Ainconnu: T = 37" | X; est exhaustive pour \.

Remarques

e On peutremarquer que toute fonction injective d"une statistique exhaustive est encore
exhaustive.

e Une statistique exhaustive T, qui est fonction de toute statistique exhaustive est dite
exhaustive minimale.

On arelié la notion d’exhaustivité a celle d’information sans définir précisément
I'information. Il y a en fait un lien entre 1’exhaustivité et 'information de Fisher,
comme on le verra plus tard.

2.2 Cas multidimensionnel

Théoréme 2.2.1. (Théoréme de factorisation de Fisher-Neyman).Dans un modeéle d’échantillonnage

(x; A;Py; 8 € © C RP)™, pour qu’une statistique 1" soit exhaustive pour 6, il faut et il suf-
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fit qu'il existe deux fonctions mesurables g et h telles que :
Vo € x,V0 € ©, L(z;0) = g(t(x),0)h(z).

Exemple 2.2.1. Echantillon de loi normale (N (p, 02)).

La vraisemblance de I’échantillon est donnée par :

1 I & 1 1 . -
Lai %) = (2m02)2 eXp[—@ Z(mi—,u)Q] B (2mo?)> o [_ﬁ (Z " 21“2% ’ nﬁﬁ)]
=1 =1 =1

qui est de la forme g (3.7, @i, > i, @?);p,02), donc le couple (37, x;, > .7 2?) ou

(X, 5?) est une statistique exhaustive pour le parametre 6 = (y, 0?).

Théoreme 2.2.2. (Théoréme de Darmois). Dans un modele d’échantillonnage
(x; A;Pyg;0 € © C RP)™, ot le support de la loi des observations ne dépend pas de 6,

il existe une statistique exhaustive si et seulement si cette loi appartient a la famille

exponentielle. Alors

est une statistique exhaustive.

Exemple 2.2.2. Loi normale NV (p;0?) , 0 = (u,0?%) : ai(z) = = et ay(z) = 2?, donc on

retrouve T'(z) = (31, x5, Y i, 2%) ou (X, S?) est une statistique exhaustive pour le

= =11

couple (u, o?).
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Qualité d’un estimateur et méthodes

d’estimation

3.1 Introduction

L’estimation consiste a donner des valeurs approchées aux parametres d"une popu-
lation (y, 0, etc) a I’aide d’un échantillon de n observarions issues de cette population.
Les lois des grands nombres justifient I'usage de X et S? comme estimation de u et de

2 . . ~ P.s 9 Ps o A 2 . .
o respectivement : on sait que X — p et S* = o°. De méme la fréquence empirique
F d’un événement est une estimation de sa probabilité. Les variables aléatoires 7, S? F
sont appelées alors des estimateurs de i, o2 et p respectivement.

Cependant le méme parametre peut étre esimé a 1’aide d’estimateurs différents :
pour une distribution. Afin de choisir entre plusieurs estimateurs possibles d’un
méme parametre il faut définir les qualités exigées d’un estimateur.

3.2 Estimateur ponctuel

On souhaite estimer un parametre ¢ d'une population. Un estimateur de ¢ est une
statistique 7" (donc une fonction de (X3, ..., X,,)) dont la réalisation est envisagée comme
une “bonne valeur” du paramétre §. On parle d’estimation de # notée  associée a cet
estimateur la valeur observée lors de I'expérience, c’est-a-dire la valeur prise par la fonc-
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tion au point observé (z1, ..., x,) :

0= f(x1,...,x).

3.3 Qualité d’un estimateur

Définition 3.1. (Estimateur sans biais). On appelle biais de 7" pour ¢ la valeur
Biais(T) =E(T) — 6.

e Un estimateur 7 est dit sans biais si E (7') = 6.

”Cela signifie que la valeur moyenne de 7" est égale a ¢ ”.

Remarque 3.3.1. De fagon générale, on peut écrire
T -9 = (T —E(T))+ (E(T) - 6).

ainsi
— la grandeur T-E(T) représente les fluctuations de 7" autour de sa moyenne

— et E(T") — 0 représente 1’erreur systématique (biais).

Définition 3.2. (Erreur quadratique moyenne). La qualité d’un estimateur se mesure

également par l'erreur quadratique moyenne ou ( risque quadratique) définie par
R(T,0) = E[(T — 0)?.
Théoreme 3.3.1. Soit T un estimateur du parametre ¢ a étudier. On a :
R(T,0) =E[(T — 0)*] = Var(T) + (Biais(T))* = Var(T) + [E(T) — 0]*.
Preuve.

E(T - 0)"] = E[(T —0+E(T)—E(T))’]
= E((T-E(T))?) +E(E(T) - 0)*) + 2E((E(T) - 0)) E((T - E(T)))
= Var(T)+ (E(T) — 0)* car E((T —E(T))) = 0.
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Le critere d’erreur quadratique moyenne n’est pas parfait mais il est préféré a
d’autres criteres qui semblent plus naturels comme I’erreur absolue moyenne E(7'—6)
car il s’exprime en fonction de notions simples comme le biais et la variance et est
relativement facile a manipuler analytiquement.

Théoreme 3.3.2. (Meilleur estimateur). Soient 7 et T, deux estimateur de #. On dit que
T, est meilleur que 75 si :

R(T,0) < R(T»,0), 0.

Théoréeme 3.3.3.
Si T est sans biais alors R(7',0) = Var(T).

3.3.1 Performances asymptotiques d'un estimateur

Définition 3.3. (Estimateur asymptotiquement sans biais). Un estimateur 7" est dit
asymptotiquement sans biais si lim E (7") = .
n—oo

”Cela signifie que la valeur moyenne de 7" doit étre proche de  quand n est assez

grand”.
Remarque 3.3.2. Un estimateur sans biais est asymptotiquement sans biais.

Définition 3.4. (Estimateur convergent). Un estimateur 7 est dit convergent si

lim Var(T) = 0.

n—o0

Définition 3.5. (Estimateur faiblement consistant). On dit quun estimateur 7" est fai-
blement consistant si 7' converge en probabilité vers 6 lorsque n tend vers l'infini,i.e.
pour tout e > 0, on a

lim P[(T —0) > ¢] = 0.

n—oo
” On l'interprete comme le fait que la probabilité de s’éloigner de la valeur a estimer
de plus de € tend vers 0 quand la taille de I’échantillon augmente. Cela signifie que 7’

s’écarte de 0 avec une faible probabilité quand n est assez grand”.
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Définition 3.6. (Estimateur fortement consistant). On dit qu'un estimateur 7" est forte-
ment consistant si et seulement si 7" converge presque sirement vers ¢ lorsque n tend
vers l'infini,i.e.

]P’[limT:O] _ 1.

n—oo

”Cela signifie que 7" est proche de ¢ quand n est assez grand”.

La consistance est la propriété la plus importante d'un estimateur. Ainsi, pour de
grands échantillons, I'approximation de 0 par T’ est correcte. Par exemple, la loi forte
des grands nombres affirme que, X, est un estimateur consistant de la moyenne .

Théoréme 3.3.4. Si T est convergent et de variance tendant vers 0 lorsque n tend vers

I'infini alors T est consistant.

Preuve. On a, pour tous réels 6 et o > 0,
|T—0|>a=|ET)-T|>a—|0-E(T)].
Silim E(T') = 6, alors a partir d'un certain rang N, ona | § — E(T) |[< i. Ainsi

PIT-0] = PIET)-TI[>a-[0-E(T)]]
1
- ]P’(\@—E(T)\g§)

4
= EV&T(T),
borne supérieure qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Proposition 3.3.5. Soit 7' un estimateur convergent du parametre 6, et ¢ une fonction de

R dans R, continue au point 6. Alors (¢(7")) est un estimateur convergent de ¢(6).

Exemple 3.3.1. Considérons par exemple comme modele la loi uniforme sur [0, 6], out
le parametre 6 est inconnu. La moyenne empirique X, est un estimateur convergent de

'espérance de la loi, qui vaut 6/2. Donc T" = 2X, est un estimateur convergent de 6.
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Exemples

1. X est un estimateur sans biais de la moyenne p. Son estimation 7 est la moyenne
observée dans une réalisation de I’échantillon.

2. S? est un estimateur consistant de 0% (mais biaisé).

3. S* = 252 est un estimateur sans biais et consistant de o2.

n—1-"n
4. Sip est la fréquence d'un caractere, F constitue un estimateur sans biais et consis-
tant de p. Son estimation est notée f.

Entre deux estimateurs sans biais, le “meilleur” sera celui dont la variance est mini-
male (on parle d’efficacité).

3.4 Réduction de la variance et statistique complete

Le théoreme suivant permet, a partir d'un estimateur sans biais, de construire un
autre estimateur sans biais de variance inférieure, pour peu qu’il existe une statistique
exhaustive.

Théoreme 3.4.1. (Théoréme de Rao-Blackwell). S'il existe une statistique exhaustive T’

et un estimateur sans biais 7} de 6, alors Z = E[T}|T] est un estimateur sans biais de 6,

de variance inférieure a celle de 73.

Définition 3.7. (Statistique compleéte). Une statistique 7' est complete ou totale si et

seulement si pour toute fonction mesurable ¢, on a:
E(p(T)) =0,Y0 € © = =0

presque partout sur le support de la loi de T'; c’est-a-dire partout sauf sur un ensemble

de mesure nulle.

Exemple 3.4.1. (Contrdle de qualité).
X = (Xy,...,X,),outles X; sont ii.d. de loi de Bernoulli B(p). On sait que
T(xq,...,x,) = X" z,; est une statistique exhaustive pour p. Est-elle complete ?
On sait que 7'(z4, ..., z,,) = X7_,z; est de loi binomiale B(n;p), donc :
E(o(T)) =Y ¢k)P(T =k) =) _w(k)Chp*(1—p)" .
k=0 k=0

32



Chapitre 3 Qualité d'un estimateur et méthodes d’estimation

I faut montrer que
ng ChpP(1 —p)" ™ =0,Yp e [0,1] = Vk € {0,1,...,n}, (k) = 0.

En effet, comme le support de 7" est fini, doit étre nulle partout sur le support.

Or,
> ek)ChipF (L —p)" = (1= p)" ) p(k)CE {%] .

Soit = £-.On a

1-p

ng Crpf(1—p)" ™" =0,¥p € [0,1] = Y @(k)Cr6" = 0,70 € R*.
k=0

C’est un polynome de degré n en ¢ qui est identiquement nul, donc tous ses coeffcients
sont nuls. Par conséquent,

Vk € {0,1,...,n}, o(k)C* =0,

et donc
Vk €{0,1,...,n}, (k) =0,

ce qui prouve que 1'(xy, ..., z,) = X! ,z; est une statistique complete.
Les notions d’exhaustivité et de complétude permettent de trouver un ESBVM (esti-
mateur sans biais de variance minimale) de § a partir d’un estimateur sans biais.

3.5 Estimateur sans biais et de variance minimale

Théoreme 3.5.1. (Théoréeme de Lehmann-Scheffé). Si T} est un estimateur sans biais
de 6 et T est une statistique exhaustive et complete, alors Z = E[1}|T] est 'unique

estimateur sans biais de ¢, de variance minimale parmi tous les estimateurs sans biais

de 0.

Corollaire 3.5.2. Pour trouver un estimateur optimal, il sufft de trouver un estimateur

sans biais fonction d"une statistique exhaustive et complete.

Exemple 3.5.1. (Contrdle de qualité).
Ty = X, = 2377 | X, est un estimateur sans biais de p, fonction de la statistique ex-

haustive et complete Y | X;, donc c’est 'ESBVM de p.
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Propriété 3.5.3. Le théoreme de Lehmann-Scheffé reste valable si on remplace 6 par
©(0), ol ¢ est une fonction mesurable quelconque. Autrement dit, 'ESBVM de ¢ () est

un estimateur sans biais de ¢(¢) fonction d'une statistique exhaustive et complete.

Théoreéme 3.5.4. Dans un modele statistique ou la loi des observations appartient a la
famille exponentielle, si «(f) est bijective, alors la statistique exhaustive X!" ,a(z;) est

complete.

3.6 Information de Ficher et efficacité

On a dit qu'une statistique exhaustive contenait autant d'information sur 6 que 1’ob-
servation x toute entiére, mais on n’a pas défini ce qu’était 1'information sur un pa-
rametre. Il y a en fait plusieurs fagons de la définir.

“Intuitivement, I'information mesure la capacité de 1’observation a estimer avec précision
le parameétre 0”.

Définition 3.8. On appelle quantité d’information de Fisher /n(f) apportée par un

échantillon sur le parametre 0, la quantité suivante positive ou nulle (si elle existe) :

o 2

Théoréme 3.6.1. Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 0 alors :

1,(0) =E

2

0
In<9) =—-E [ﬁ IHL(Xl, ,Xn,e):| .

Propriété 3.6.2. Sile domaine de définition de X ne dépend pas de 6 alors :
2

I,(0) =nl(0) = —nE [% In f(X; 9)} :

Cette propriété traduit I'idée naturelle que, dans un échantillon, chaque observa-
tion porte la méme quantité d'information sur 6, et que la quantité d’information est
additive.

Exemple 3.6.1. Soit X ~» N (p,0?). Calculer 'information de Fisher apportée par un

n-échantillon issu de X sur le parametre .
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Li(p) = nli(p) = —nE [aa—ug ln(fx(w;u))]
o~ 207 (@)
In(fx(zx,n)) = In [ﬁ] =— (T;(x — M)2) — In(oV2r)
Sen(fxle) = Sle-p)
Sl (fxle) = =5 = L =7

L'intérét principal de la quantité d’information est qu’elle fournit une borne inférieure
pour la variance de n'importe quel estimateur sans biais de 6.

3.6.1 Borne de Freshet-Damois-Cramer-Rao (FDCR)

Théoréeme 3.6.3. (Inégalité de FDCR).

1. Si le domaine de définition de X ne dépend pas de ¢ alors pour tout estimateur

sans biais :
1

Var(T) > .0

2. Si T est un estimateur sans biais de h(6), alors

1

Var(T) > @)

Estimateur efficace

Définition 3.9. Un estimateur 7" est dit efficace si sa variance est égale a la borne de

FDCR.

Propriété 3.6.4.
1. Un estimateur sans biais efficace est convergent.

2. Un estimateur efficace T est un estimateur sans biais de variance minimale.

Exemple 3.6.2. Soit (X1, ..., X,,) un échantillon issu de X ~ N (u, 0?).
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On a les propriétés suivantes :
e X est un estimateur sans biais de la moyenne p.

o EX)=p, Var(X) = 2, lim Var(X) = 0 (X est un estimateur convergent) .
n—oo
o I,(1) = %, laborne de FDCR est ;.5 = < = Var(X).

Donc X est efficace pour y et c’est un estimateur sans biais de variance minimale de .

3.7 Cas multidimensionnel

Dans cette section, nous allons approfondir cette notion d’information de Fisher, en
commengant par la définir pour un parametre ¢ de dimension d quelconque.

3.7.1 Score et matrice d’information

On se place dans un modele paramétrique (x, A, Py, € R?). Le parametre 6 s’écrit
donc 0 = (64, ...,0,)".

Quand on estime un parametre de dimension d, les notions usuelles liées a I’estima-
tion s’écrivent sous forme vectorielle. Par exemple :

e Le vecteur aléatoire 7' = (71, ..., T,,)" est un estimateur sans biais de § si E(T") = 6 :

E(Ty) 0,
E(T3) 02 .

BT = | L0 = T | ou vie{l..dhET) ;.
E(Td) 04

e L'erreur quadratique moyenne de l'estimateur 7" est

d

E(IT -0l =) E((Ti-67%).

j=1
e Pour définir les notions qui vont suivre, on a besoin de faire les hypotheses suivantes :

1. Le support de Py ne dépend pas de 6 (ce qui, par exemple, exclut la loi uni-
forme sur [0; 0]) et VO, Va, L(z : 6) > 0.

2. In L(x : #) est dérivable 2 fois par rapport a chaque composante 6, de 6.

Sous ces hypothéses, on peut définir les quantités suivantes.
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Définition 3.10. Le score est le gradient de la log-vraisemblance :

Z1(X;0)
Z5(X;0) — 0
Z(X;0)=VInL(z:0)= . , ol ‘v’j6{1,2,...,d},Zj(X;9):a—glnL(X;H)
: J
Za(X:0)

Définition 3.11. La matrice d’information de Fisher 7(6) est la matrice de covariance du

score, de terme général
1,4(6) = Cov [Z;(X:6), Z,(X;6)].
Propriété 3.7.1. Le score est centré :
E(Z(X;0)) =0.
On en déduit que :

Lx(0) = Cov[Z;(X;0), Z,(X;0))
= E[Z,(X;60)Z,(X;0)]

0 0

82
= —E {aejaek lnL(X,H)}

Exemple 3.7.1. Soit (X;, X5, ..., X,,) un n-échantillon issu de A (u, 0?), avec i, o2 incon-

nus.

1 1
L(z; p; 0%) = o ——E i — )
1 n
mL@mmaz—gm@ﬂ—gm@%—Zﬁ§x@—uﬂ
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% InL(z;0) = (% In L(z; p; 0%) = % :1 (@ — 1)
a—;lnL(ﬂc;u; 0%) = —%
%mL(x 0) = %lnL(x;u; o?) = —%2 + %‘4 ; (25 — p)?*
%;2 In L(x; p;0%) = %‘4 — % :1 (2 — p)?
(95(9202 In L(x; p;0%) = —% 4” (zi — )

Pour calculer I'information de Fisher, on remplace la réalisation x par la variable aléatoire
X, et on prend l’espérance

1;(60) = —E 5 e?-; 7. lnL(X;Q)}
I1(0) = —-E :8(3;2 In (X5 s 02)} = %
I»(0) = —-E -32(82) In L(x; 9)} —-E {82(62 72 In L(X; pu,0 )}
= 5 — EX?) — 2UE(X) + 1)
= 5o~ S EO) =) == |5~ S0P ) = g =5y
20 ) o 2g o 20 o 20
Halt) = 1n6) = < | wL(X:6)| = B | 5oL (X o) = - [ SEX) - w] =0

La matrice d’information de Ficher est donnée par :

(In L2\ _ (% O
o= )= (5 &)

Théoréme 3.7.2. Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (FDCR). On considére
(x; A, Py, 0 € R?) un modele paramétrique vérifant les hypotheses de cette section et tel
que la matrice d’information I,,(6) soit inversible. Soit 7" une statistique a valeurs dans

R?, A la matrice de covariance de 7" et A la matrice de terme général

9 S
.: 7q7.j:17d'
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Alors V0 € R?, 1a matrice A7 — AI1(0)A! est semi-définie positive. Quand d = ¢ = 1,

alors : Ar = Var(T), A = ZE(T). Alors on obtient :

Var(T) — —[%

Propriété 3.7.3. Quand ¢ € R?, I'inégalité FDCR appliquée aux termes diagonaux de Ar
permet d’obtenir une borne inférieure pour la variance de chaque composante de 7" :

Vie{l,..,q}, ona

q d
_ OE(T;) OE(T;)
_ 1 7 )
k=1 j=1
Propriété 3.7.4. En particulier, si 7" est un estimateur sans biais de ¢, on a pour tout i,

E(7};) = 6;. Donc

OE(T) (1 siisj
29; | 0 sinon

qui est la borne de Cramer-Rao.

d'ou Var(Ty) > I.;'(0),

Définition 3.12. Un estimateur sans biais T est efficace si et seulement si A = I71(6).
Alors, pour tout i,
Var(T;) = I;'(0).

Le théoréme suivant donne une condition d’existence d’un estimateur efficace
dans un modele d’échantillonnage paramétrique, liée a la famille exponentielle.

Théoréme 3.7.5. Dans un modele dstatistique (x, A, Py, 0 € R?)", la borne de Cramer-
Rao ne peut étre atteinte que si Py appartient a la famille exponentielle. La vraisem-

blance s’écrit :

n n

LX,0) = exp | S5 as(wi)as(0) + 3 blai) +nB(6)|

i=1 j=1 i=1
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3.8 Meéthodes de calcul d’un estimateur

3.8.1 Méthode des Moments

Soit (X1, X3, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X de densité
f(x,01,04,...,0;) ol : 01,05, ...,6; sont des parametres inconnus. La méthode des mo-
ments consiste a estimer les paramétres 6,0, ..., 0;, en égalisant les moments empi-
riques calculés a partir de I’échantillon avec les moments théoriques de méme ordre.
Soit p1, = E(X"),r = 1,2, ..., k moments d’ordre r de la population (théorique) et on note
M, = £ 37" X7 moment empirique d’ordre r de I’échantillon. La solution du systeme

M, = p,, 7 = 1, k nous donne les estimateurs de 61, 05, ..., 0;.

Ml == ,u17
Ml = M2,

: k équations a k inconnus;
My = pu,

Propriété 3.8.1. Dans la plupart des cas, les estimateurs obtenus par la méthode des
moments sont consistants, convergents, asymptotiquement normaux mais en général

ne sont pas efficaces.

Exemple 3.8.1. Soit (X}, X5, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N (i, 0%), ot i, 0 sont

inconnus. Estimer p et 02 par la méthode des moments.

m = EX)=p

pe = E(X?) =0+’

o= 30X

M, = %ZXZ?.
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'estimateur de pest i = £ 37" | X; = X.

n n n 2
o’ = %ZXE—@Q:%ZXE— <%ZX)
=1 i=1 i=1

_ %Zn:xg_ﬁziz(xi_m?
=1

=1

3.8.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Définition 3.13. La méthode consistant a estimer 6 par la valeur qui maximise L (vrai-

semblance) s’appelle méthode du maximum de vraisemblance.

0= {e/L(é> = sup Lz 9)} .

La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien une fonction croissante,
il est équivalent et souvent plus simple de maximiser le logarithme népérien de la
vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui est plus simple a dériver).
Cette méthode consiste a résoudre :

{ OL(wrown®) (g gy LELewzni) _ permet de trouver la valeur 6

20 a0
O2L(x1,...,xn;0 02 InL(xy,...,xn;0 .
% <0 ou % <0, pour assurer lexistence du maxgy L(z;0)
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Exemple 1 : Avec une loi discréte

On souhaite estimer le paramétre A d'une loi de Poisson & partir d'un n-échantillon. On a f(r;\) =

P(X=1x)= e_A%. La fonction de vraisemblance s’écrit

n

L(xy,...,2n; M) = He_)\& = E_)m]:[l i“‘::

;L'i!

i=1

Il est plus simple d'utiliser le logarithme, la vraisemblance étant positive :

n n n n
AT ATi
I L(zy,....20;A) =Ine ™ +In[] — ="M+ > In —7=-An+hi. Y wi—= ) In(x).

i=1 " i=1 v i=1 i=1

La dérivée premiére
8].11}_—;(;{7],--- 'In,ﬁ) :_n+2?=1 Ti
06 A
s’annule pour A= # La dérivée seconde
PWML(rs, wni) T
062 A2

est toujours négative ou nulle. Ainsi 'estimation donnée par A = L’%ﬁ = X conduit & un estimateur

du maximum de vraisemblance égal & A = 7. Il est normal de retrouver la moyenne empirique qui est le
meilleur estimateur possible pour le paramétre A (qui représente aussi 'espérance d'une loi de Poisson).

Exemple 2 : Avec une loi continue
On souhaite estimer les parameétres p et o d’une loi normale A partir d'un n-échantillon.
La loi normale N (p, o) a pour fonction densité

flzip,0) = fuol(z) = #exp (—%) :

m

Ecrivons la fonction de vraisemblance pour une réalisation d’un échantillon de n variables indépendantes :

)" e (Zile ),

2o 202

f(xlj---sfn;ﬂ'so—) = Hf(i‘«;;p‘,,(f) = (
i=1

Or Yo —p) = (i —T+T—p) =Y (5 — TP+ (T —p) on T
représente la moyenne de ’échantillon. Ainsi la fonction de vraisemblance peut étre écrite sous la forme

) (Bt

202

f(i-l,...,xnm,o):(

2ol

O (LN (T =B 4 nE ) _,_ 2nE )
op o 2mo? 252

On obtient donc 'estimateur par le maximum de vraisemblance de 'espérance :

n

ﬁ:T:ZIi/n.

4=
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Pour le second paramétre, on calcule

2. 0 (n [ 1\ Thm-D+a@-m?\_ n, Tr (-1 +0E-p)?
— InL=—{(-In e = ——
do o \ 2 2mo?

Donc

que 'on peut traduire par

On vérifie que c’est bien des maxima locaux :

o2
aath /e’ <0
in

88:12}:‘ =n/o? — E(Z(If —7) +n(T - p)?).

Au point &,

9?InlL,. . 3 _
W(O’) =n/6? — F(ngz +n(@T—p)?) <o0.

La méthode fournit un estimateur non biaisé de la moyenne (E(j1) = p) mais par contre, I'estimateur de

n

la variance est biaisé (E(6%) = —2;0?). Néanmoins Pestimateur est asymptotiquement sans biais.
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3.8.3 Estimation par intervalle de confiance

Au lieu de se donner une fonction (estimateur) qui donne une estimation ponctuelle
d’un parameétre, on cherche un intervalle dans lequel se trouve le parametre étudié avec
une probabilité contrdlée (et généralement grande).

Définition 3.14. Un intervalle de confiance pour le parametre ¢, de niveau de confiance
1 — a €]0,1], est I'intervalle qui a la probabilité 1 — « de contenir la vraie valeur du

parametre 0.

”Un intervalle de confiance indique la précision d’une estimation car pour un
risque o donné, l'intervalle est d’autant plus grand que la précision est faible”.

Principe de construction

Le principe de la méthode d’estimation par intervalle de confiance est le suivant :
Soit T un estimateur de # (meilleur estimateur possible) dont on connait la loi en fonc-
tion de §. On détermine par la suite un intervalle de probabilité de niveau 1 — « pour T
ie:

P(ti(0) <T <ty(0)) =1— v
Il faut ensuite inverser cet intervalle pour T, dont les bornes dépendent de ¢ pour obtenir
un intervalle pour 6,

i.ePy(a(T) <0 <b(T) = 11—«
ou bien P(t;'(0) <T <t7'(9) = 1—«

Intervalle de I’espérance 1 d"une loi (0, 1).

a. Cas ou ¢? est connue

g - g
P(p— a <X < o] = 1-
(“ Jnls S ST TS @
d’ou :
]C(l—a) (M) {f - %u;,f—l— jﬁu;]
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oit : ua est le fractile d’ordre (1 — §) de N'(0, 1) i.e:

D’ou: o

Exemple 3.8.2. Pour1—a =0.95
X —
P( & SUg> =1-5 =097,

Sur la table de (0, 1) on aura us = 1.96

S

g g
IC a(p) = |T — —=1.96,7 + ——1.96] .

b. Cas ol ¢? est inconnue :

n n

SXi-n)=Y (X —-X) +n(X—n).

i=1 =1

En divisant par o :

_ 2
i(Xi—,LL)z_nSQ_i_ (X—u)
Soit ZZ = (%)

Z; ~ N(0,1) :>ZZ-2 fo.
D’ot,

zn: Z X
=1

(Comme somme de n carrés de variables aléatoires indépendantes normales centrées

réduites).
— _ 2
X — X —
UIUM_)_/\/'(()’l):>< JM> wxf_
NG v
Donc
nS? 9
o2 7 Xn—1-
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D’o1, on en déduit :

2 ~ _Xn—l
o
Alors la variable aléatoire :
X—p _
e X —u
T = N = T,

(TL—I)S*2 S* \/ﬁ ~ 17
(n—1)02

ou T,,_; est une variable aléatoire de Student a n-1 degré de liberté (ddl).
X —
P(—t;g S*”\/ﬁgtg) — 1-a

P(| T |<ty) = 1—a
P(| Tt |> ta) = « (to est tiré de la table de Student).

On trouve l'intervalle de confiance pour 1 :

T te D Tt
> /n’ Vn

si a = 0.05,n = 10 on trouve t = 2.262.

w[R

S* S*
1 = |T — 2.262—,7 + 2.262 .
C(p) {x 6 \/ﬁ,x%— 6 \/ﬁ}

Intervalle de confiance pour ¢* d’une loi NV (u, o).

a. /4 connu : B
OnaT = 13" (X;— X)? estle meilleur estimateur de o

nT 9

0_2 ~ Xn

T
P(klgn—ZSkg)Zl—Ox
g

L'intervalle de confiance pour o est :

Avec k; = gb;%(%) et ky = gzﬁ;%(l - 9).
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b. pinconnu:

Ona
(n — 1)8*2 2
T ~ Xnp—1-
_ 1 *2
P(klg%gkj) =1-oq.
D’ou:

1) — [(n — 182 (n— 1)5*2] |

ky k1
Exemple 3.8.3. Si 1 — o = 0.95, on cherche :

—1)5*2
ki tel que P (% < k‘l) _ 2 0.025.
o 2
-1 *2
ko tel que P u <k = _¢ = 0.975.
o2 2

Estimation d’une proportion par intervalle de confiance

On considére une population telle que pour le caractére observé la proportion p
d’une certaine catégorie est inconnue. On souhaite estimer cette proportion p de cette
population a partir d"un échantillon de taille n dont la fréquence de la catégorie étudiée
est f. Soit F la variable aléatoire qui a chaque échantillon de taille n associe la fréquence
du nombre d’éléments qui appartiennent a la catégorie choisie. On sait que F suit ap-
proximativement la loi V(p; o) avec o = /2%, pour n suffisamment grand (n > 30). On
dispose de

/ f(l_f)

o =
n

l'écart type associé a la fréquence f de I’échantillon de taille n. On se sert de 'estimation
ponctuelle de o puisque p est inconnue :

U,:U\/z: /f(ln—f)\/z_

Donc la variable aléatoire Z définie par :

F—f

o

7 —

suit approximativement une loi normale centrée réduite N'(0,1). On cherche un inter-
valle de confiance de la proportion p, c’est-a-dire un intervalle tel que la probabilité que
la proportion p n’appartienne pas a cet intervalle soit égale a a ot @ € [0, 1]. On appelle
cet intervalle de confiance avec le risque o ou avec le coefficient de confiance c = 1 — a.
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Le risque que I'on prend a dire que p appartient a cet intervalle est donc de o ou encore
la probabilité que p n’appartienne pas a cet intervalle est le risque a. Déterminons cet
intervalle de confiance : On rappelle que I'on a défini z¢ comme étant la valeur telle que

P(Z>2) =75

ot Z suit (0, 1). A I'aide des propriétés de la loi normale centrée réduite, on a
P(Z < —zs) =%et

(% o

F_
P(—ZQ<Z<ZQ) & P(—za< p<2a>:1—a
2 2 2 2

o
& P(F—z%a<p<F+z%0):1—a

& P(F—za\/M<p<F+za\/M> =1-oa.
2 n—1 2 n—1

L'intervalle de confiance de la proportion p avec un niveau de confiance de 1 — o est :

Remarque 3.8.1. Lorsque n est grand, la différence entre n et n-1 devient négligeable,

aussi la formule devient

IC(p) = [f—zw/@,f%—z;ﬂ@] .

C’est la formule la plus couramment utilisée.
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