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Exo 1: (11 Points=3+(1+41)+(1+1)+2+2), Exo 2: (06 Points=3+(1+1+1)), Exo 3: (03 Points=1.5+1.5)

Exercice N°01 ~s~o~s

Considérons le programme linéaire (Py), ou A > 0:

Z(max) = 2wy + 19 + Axs
s.t. T, + x2 + 323 <6
2561 + To + 5%3
Ty, 72,73 >0

(Py) :

IN
oo

1. Etudier, en fonction de )\, la variation de la solution optimale.
Premiérement, on met le probléme sous forme standard:

Z(mazx) = 2x1 + x2 + Az
(P/\) : s.t. Ty + Tg + 3]33 + x4 =6
2[L‘1+ZL’2+5ZE3 —I—CL’5 :8
T1,T9, T3, Ty, T5 > 0

La base initiale est Ag = {a4,as5}, d’ou Jg = {4,5}, Jy ={1,2,3}.

X Ty Xy T3 Ty s
C 2 1 X 0 0

Cg |Base | bla ay as a4 as B ) )
5 o 1671 1 3 1 0 E;, = max{Ej;,j € Jy}, on aura alors deux cas de figure:
0 as |82 1 5 0 1

2=0 El2 1 X 0 0

(a) Si A < 2, alors, Ej, = 2 = Ej, la variable entrante dans la base est: x;. Pour déterminer la

variable sortante de la base, on cherchera minf = min{-"%-, a;;, > 0} = min{6,4} = 4. La
)
variable sortante de la base est donc: 3, la nouvelle base est: Ap = {a4,a1}, Jp = {4,1},
Iy =12,3,5}.
X Ty | @o | T3 | X4 | T
C 21| X100
Cpg |Base | blaj |ay|as | as| as ) . .
0 ” 510 % % 1= % Alors la solution optimale est x* = ( 4 0 0 20 ),
2 | e [4]1]3]2]0] 3
7=8 Ef0]0]-40]-1

la valeur de la fonction objectif est: Z = 8.
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(b) Si A > 2, alors, Ej, = A = Es, la variable entrante dans la base est: z3. Pour déterminer la
variable sortante de la base, on cherchera min¢ = min{--, a;;, > 0} = min{2, 2} = £. Alors
130

la variable sortante de la base est: x5. La nouvelle base est: Ap = {a4,a3}. Jp = {4,3},

Jy = {1,2,5}.
X T To T3 | 4 Ts
C 2 1 A O 0
Cg Base | b ay as as | as | as
0w [ =T 2 ol
A as | £ 2 = 10 £
— 8 2 T T

7 = E) E[2-2X[1-Ix[0]0 | —ix

i. Pour A > 5, la solution actuelle z* = (0,0, %, g,O) est optimale, la valeur de la fonction

objectif est: Z = g/\.

ii. Pour 2 < A < 5, on remarque que F5 < 0 et £} < Fy < 0,V2 < A < 5, Alors jp = 1 et
la variable entrante a la base est x1, pout déterminer la variable sortante de la base, on
calcule le ratio § = {f—jo, aij, > 0} = {00,4}, alors j; = 3 ainsi, la variable sortante de la
base est: x3.

X Ty | Xy | X3 | T4 | X5

C 211 X100
Cg |Base|blaj |ay|as| as| as
0 ag 21025 [1]—3

2 ap |41 ] 3]2]0] 3

Z =8 E|L0,0]-2]0]-1

Alors la solution optimale est x* = ( 4.0 0 20 ), la valeur de la fonction objectif est:

Z = 8.
Résumé:
A [0, 5] [5, 00|
Solution (4002 0)][(,0%50)
Valeur de la fonction objectif 8 7 = %

2. Soit (P;) le probléme obtenu pour A = 1:

2.1 Déduire la solution de (Py). La solution est-elle unique?
La solution ( 4 0 0 20 ) est déja trouvée dans la section 1.a, elle n’est pas unique, car il
existe une composante correspondante a une variable hors base du vecteur des estimations qui
nulle: Fy =0, tel que 2 € Jy.

2.2 Ecrire le probléme (D) le dual de (Py).

(D W (amin) = 691 + 8y,
s.t. Y1 + 2y > 2
1): y1+ Y2 > 1
3y1 + 5y >1
yi,y2 > 0

Déduire la solution optimale du probléme (D;). D’aprés le tableau final du simplexe obtenu
pour A = 1, la solution optimale du dual est y* = (0,1). Elle est vérifiée graphiquement, voir



2.3
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Vérifier que le théoréme fort de la dualité est vérifié.
Z(4,0,0) =8 =W(0,1) = 8, alors le théoréme est vérifié.

la figure.

La solution z = ( 240 )T est-elle une solution de base réalisable pour (P;)? Est-elle optimale
pour (P;)?

La base correspondante a Oui x = ( 2 40 )T est Ag = {a1,a3} = <

2
4
solution de base réalisable. Pour vérifier I'optimalité de cette solution, on calcule le vecteur des
estimations Ey = Ch — CHAZ Ay = (—4,0,-1) <0=2= (2 4 0 )T est une solution
optimale de (P).

11

9 1),detAB:

—1 # 0 alors, Ap est une base. Comme Az'.b = > 0, alors, x = ( 2 40 )T est une

Exercice N°02

Partie 1.

Soit le probléme de programmation linéaire suivant:

Z(mazx) = 2x1 — x9 + X3
3.’,13’1—LL'2—|—$3 =1
(P) T+ X9 =
2$1—l’2 ==
x; >0 7=13

1. Ecrire le probléme auxiliaire correspondant & (P).

Z(mazx) = —t; — tg

3.231 — X9 + X3 =1
(Paum) : T1+ 20+ 17 =5
2(E1 — T + tg =3

z; >0 j=13

2. Résoudre par la méthode des deux phases du simplexe le probléme (P).



X Ty | Ty | T3 | T4 | Ts
C 0olo]0/[-1]-1
Cp |base|b|a; |ay|as|as|as| 0
0 ag |13 ]-1|1]0/|0||s
1 [ a [5[1 1T ]O[1T]0]5
-1 | as [3]2]-1]0[0]1] 3
7—-8 E olololo
X Ty | T2 | T3 | T4 | Ts
C 0] 0[]0 [-1]-1
Cp |base | b |a | as | ag | a4 | a5 | 6
0 | a [3]1]-2]3]0]0]
-1 ag | H]0| 5 |—=5[1]0]|]
1 Jas [ 2]0]—=2[-2]0]1]
7—-7 E|O0 -1]0]0
X T | To T3 Ty Ty
C oo o0 |-1]-1
Cg base | b | a; | ax | a3 | a4 | as
0 ap | 2] 10X ] 3]0
0 a [Z]0]1]—1] 210
-1 as [2]0]0[—5] 1 |1
Z=-1 El0]0]-2]-2]0

Comme tous les E; > 0, alors, la phase 1 est terminée. Mais, on remarque qu'il existe une vari-
able artificielle dans la base du dernier tableau de la premiére phase. Donc le probléme (P) est
IMPOSSIBLE.

Partie 2.

Ce qui suit, est le tableau final de la phase 1 du simplexe, d’une résolution d’un probléme de program-
mation linéaire. Ou, t; et ¢ sont des variables artificielles pour deux des trois contraintes du probléme.

X T1 | xo | T3 | x4 | T5
C 0/0]0[-1]-1
Cg base | b | a1 | ax | as | a4 | as
0 ap [Z]1[0] 3 |35]0

0 az |01 ][—3]%5]0
-1 a; |a| 0] 0[—] ;|1
Z =\ E[0]O0] B[]0

Trouver les conditions pour les paramétres «, 3, A, d tel que les énoncés suivants soient vrais.
1. Le probléme est irréalisable: o >0et f <0et d <0et XA # 0.
2. Le probleme est réalisable: a=0et < 0et d <0et A=0.

3. Le probléme est réalisable mais il contient une contrainte redondante: a =0et 8 < 0et § <0 et
A = 0. La troisiéme contrainte est redondante.

Exercice N°03

1. e S convexe ssi:
Ve,y € Si,a€(0,1]] = z=[az+ (1 —a)y] € S :



On a

r € S, ie xp+xo<1....(1) et 1 >0.....(2),

y €Sy, ie y1+ys<1...(3) ety >0...(4),

En multipliant (1) par a et (2) par (1 — «), on aura:

(1— @)+ (1- o)y < (1-a)
s=1l-aypm+(1l-—a)yp—1< -«
=—(1l-a)y—(1—a)ya+1>a....(6)

De (5) et (6), on aura: ax; +azrs < —(1 —a)y; — (1 —a)ya + 1
=ar;t+ares+(1—a)y1+ (1 —a)ye <1
sar+(l—a)yi+ars+ (1—a)y, <1

Onaz; >0, et y; > 0 alors: a.x; > 0, et (1 —a).y; > 0. La somme de deux nombres non
négatif est négatif, alors:

ari+(1—a)y; >0< 2 >0...... (k).
De (*) et (**), on conclue que z € Sj.

e De méme que pour S,
2. Tl suffit de trouver deux points dans .S, I'un x € S; et 'autre y € S, tel que leur combinaison linéaire

n’appartient pas a S. Exemple: © = (0,1), y = (1,1), et « = %, alors z = + (1 —a)y = (5,1) ¢
Sietz=(3,1) ¢ Sy =z ¢ S. Alors, S n’est pas convexe.




