Cours
Traitement du signal avancé 1 Masterl ESE

Chapitre III (suite): Analyse de Fourier a temps discret

IITI.3. La transformée de Fourier rapide (TFR ou FFT)

La transformée de Fourier rapide est une méthode qui permet de
réduire considérablement le temps de calcul de la transformée de
Fourier discréte (TFD).

La transformée de Fourier discréte (TFD) donnée par la relation
suivante

N-1 _jor™
X (k) = 1 > x(ne =N
N n=0

Peut s’écrire sous forme matrice suivant la relation sulvante

N-1

X (k) = % > XMW
n=0

2
_Ji
Avec Wy =e N

j2m= nk, .. nk
Wik =e N=COS(27TW)—]SII‘I(27TW) appelés coefficients de la TFD se

trouvent sur le cercle unité comme le montre la figure ci-apres.
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Figure 1

L’ équation matricielle correspondante a la transformée de Fourier
direct est donnée par
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Pour la transformée inverse,

X, 11 1 1 1 Xq
X, . 1 W W2 w3 w N Xg
X, -3t W2 w* WA w2y
Xyt 1 WD \W2N-D y3(N-D) W (N-D(N-1) Xy1

1
il suffit de retirer FI et de changer

W" en W,
i 1 1 1 1 ]
Avec : Ty=[1 W? w4 WA w 2(N-D)
_1 W N-D\y 2N-1)yr3(N-1) W(N—l)(N—l)J

La matrice Ty présente des particularités qui sont les suivantes

e Les lignes et les colonnes de méme indice ont les mémes

éléments c-a-d W(L2)=W(2,1) etW(13) =W (32).....etc.

e Tes éléments de la matrice TN sont des puissances d’un
nombre de base W
Des simplifications importantes peuvent étre donc envisagées

conduisant a des algorithmes de calcul rapide. Ces algorithmes une
fois implémentés nous effectuons ainsi une transformation de Fourier
rapide (TFR) ou (FFT).

La transformée de Fourier rapide (en anglais Fast Fourier Transform,
en abrégé FFT), publiée pour la premiere fois en 1965 par J.W.
Cooley et J.W. Tuckey, est une technique de calcul rapide de la TFD.
Le gain en temps qu’offre la FFT par rapport au calcul direct est de
1" ordre de

gain=——
log , (N)
1024

Par exemple si N =1024, gain=———-=
log , (1024)

Dans, pour N =1024, la FFT est environ 148 fois plus rapide que ce

que pourrait donner un calcul direct a partir de la définition de la
TED.

Prenons le cas ou N =8
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Sachant que
1 N-1 K
= > x(mWy
N n=0

1 4 nk
=2 Z X(nWg
8 n=0

X(k) =

= % (X(0) + X(YWg* + X(2QWX + X(3WeK + X(4)Wg™ + X(5)Wg* + X(6)Wg ¥ X(7)Wg * )
- % {(x(0) + x@WZ* + x(@W + x(BWSX)

FWE (X(D) + XEWZ + XBW + x(TIWE)
- % {(x(0) + X@W/ + x(@W2 +xBWH)

W (X(0) + XEWS + XEW + x(TW))

On a ainsi remplacé une TFD de taille 8 par deux TFD de taille 4. En
itérant le procédé, on divise chaque fois par deux la taille de la
TFD. Ce gqui donne a 1l’étape suivante

(X(0) + X(HW,) + W, (x(2) + X(B)W,2) = (X(0) + X(4W* ) + W, (X(2) + X(B)W,)
et

(XD + XBW) + W (X(3) + X(T)W,) = (X(D) + XBIW, ) + W, (X(3) + X(7)W,)
Un tel calcul est représenté sur la figure suivante

Xo
X, m&

Xy

XG —_ W84|( Ez ;) W82k

X
Xe g4k
e g
X3
X
K
X W84k - 82k R ng X $

La figure précédente fait apparaitre une structure élémentaire
appelée, du fait de sa forme, papillon (Butterfly).

La suite X(nN) a été ainsi décomposée en deux suites entrelacées,
celle des éléments d’indice pair et celle des éléments d’indice

impaire. On parle dans ce cas d’une transformée de Fourier rapide
(FFT) avec entrelacement temporel.
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La figure précédente montre le calcul d’un terme de la FFT. Pour le
calcul de touts les termes de la FFT, les éléments X(k) seront
décomposé en deux partie de N/2 éléments comme suit

[ X, ]| % ] 1 0 o0 - 0 | x|
X2 =TN/2 X4 + 0 O W2 e 0 TN/2 X5
Xnr2a | Xoni2-y | |0 O WM X

Et
XN/2 i XO | _1 O O 0 ] i Xl ]
X124 X2 0w 0 0 X3
Xnjzeo [=Tnje| X |-|0 0 W?Z .. 0 [Tni2| Xs
R | Xoni2y | [0 O 0O - WN/H_ | XN-1
Avec
1 1 1 7
1 W2 W 2(N/2-D
Ty, =|1 w4 W ANT2-D
i WZ(I\;IZ—l) W ANT2D(N 2

La calcul de la TFR (FFT) peut se résumer en un diagramme représenté
comme suit : r A

Xo
X2
X B Ligne k
k + )¢ ® Iyl X4
O<k<N/2-1 %
| Xa(N72-) | X5
Ligne k
w
XN-1
Exemple : la transformée d’ordre 4

La transformée d’ordre 4 a pour matrice

1 1 1 1
1 —j -1 +]j
T, = J J
1 -1 1 -1
1 +j -1 -]
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Son diagramme est donné par la figure suivante

Xo =Xp + Xy + X + X3

\ ® (Xo +X,) Xo
X1 =X =X = J(X —X3) >Q< o (Xg —X;) Xy

X3 =X =Xy + J(X —X3)

o (X —X3) X3

D’apres le diagramme précédent, on remarque qu’il y a une nette
réduction de calcul.
A titre d’exemple, le nombre de multiplications complexes a été

réduit parce que certaines puissances de W présentent des
particularités ; W%=1 et WN*=—j pour N=4 on a Wl=—j. ce qui
ne demande pas de multiplications complexes.

Cette réduction de calcul est nettement observée dans la matrice T4.
On peut remarquer dans le traitement précédent que les X(Kk)
apparaissent dans 1’ordre naturel des indices alors que les X(n)se

présentent dans un ordre permuté comme cela est indiqué dans le
tableau qui suit

Codage renversement

binaire
X (0) 000 000 x(0)
X @ 001 100 x(4)
X(2) 010 010 x(2)
X(3) 011 110 X(6)
X (4) 100 001 x(1)
X (5) 101 101 x(5)
X (6) 110 011 x(3)
X (7) 111 111 x(7)

La suite X(K) peut étre aussi décomposée de la méme facon en 2
suites entrelacées ; on parle dans ce cas de transformée de Fourier
rapide avec entrelacement fréquentiel.

Dans MATLAB, la transformée de Fourier rapide est calculée par la
fonction fft. Elle a pour syntaxe

xf = fft(xt,N)

La séquence obtenue Xf est la TFD de la séquence Xt de longueur P

calculée sur N points de fréquence. Si le paramétre N est absent,
il est pris égal a P.
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Bien que la fonction fft permette de calculer les valeurs de la TFD

pour un nombre N quelconque de points de fréquences, 1l est
conseillé, pour des raisons de rapidité, de prendre N é&gale a une
puissance de deux. Exemple : 128, 256, 512, 1024

Dans MATLAB, la fonction N=nextpow2 (P) fournit la puissance de 2 la
plus proche de P par valeurs supérieures.

Limitations de la durée d’analyse

Un signal ne peut étre compléetement restitué par N échantillons de
sa TFD que si sa durée effective est inférieure ou égale a N. Dans
la réalité, les signaux ne sont pas de durée strictement limitée
donc on est amené a établir wune approximation de la TFD en
sectionnant le signal pour en limiter 1la durée. En pratique, ce
sectionnement se fait en multipliant le signal par une fonction dans
le domaine temporel. Pour cela on dispose de plusieurs types de
fonctions (appelées fenétres de pondération) avec des
caractéristiques spécifiques : fenétre rectangulaire, fenétre
triangulaire, fenétre de Blackman,...
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