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1/ Calcul Propositionnel : (3 _points)

A/ Pour quelles valeur de n 1’expression suivante est-elle vraie :

(n=1) — (n=2).

Il suffit de dresser le tableau de vérité du connecteur conditionnel (A — B) ; Ainsi il faut gue 1A
soit vrai ou B soit vrai. Donc il faut que A soitfaut ou B soit vrai. Ainsi , pour que l'expression
(n=1) — (n=2) soit vraie il faut que nsoit different de | et égala 2. /1.5 points)

B/ Mettre sous forme normale disjonctive la formule suivante :

((Ipvr)>q) e (pAq) —r).

En construisant le tableau de vérité, on trouve :

pla|r | Tpvr|{lpvr)=qg)|pad | (lpag)-r) |((Ipvr)>qg)e(pag)-r)
VIV V)| VvV v v v v
VIV]F F v Vv F F
VIFlVv] Vv F F v F
(VIFIAH| F v F v v
FiV) v]| Vv v F v v
(Fl V] F Y v F Y v
FIF]V] Vv F F v F
FIF|F v F F v F

Ainsi , en appliguant la régle de construction a partir du tableau de verité disjonction de la
conjonction des littéraux ou les lignes son  vraies, on obtient : pAGAr v pAlgalr v Tpag.

(1.5 points)

2/ Déductions : (4 points)

A/ Démontrer le théoréme suivant :
S CNO XA

(aAP)oa=l(a AP va=I]{(a A B)A ).

Supposons donc que l'expression (aw A B) A T est vraie ;

(0 ABAe

(a A B

a

(AE)

(AE)

(a APl

o

(AE)

Tl A B)ATa]

(11)

Donc: } (o A B)—> a. [2points)

B/ Rappeler le théoréme de complétude. Utilisez le pour démontrer le théoréme suivant :

F (@AB) = (@vp).

Théoréme de complétude (Revoir le chapitre Déductions) ;

Pour démontrer que (anAnB) >(avP), envertu du theoreme de complétude, il suffit de
démontrer que |= (aAB) > (avP). Il faut donc construire le tableau de vérité.




a | B |anB | avB | (@A) = (avp) Donc k (@ AB) =»(av B),ce qui en
V|V \4 \4 \4 revenant  au théoréme de complétude,
V | F F \4 \4 permet de conclure que :

FIV] V v v b @AB) - (avB)

F | F F F A\ (2 points)

3/ Récursivité : (3_points)

A/ La fonction f suivante est elle primitive récursive ?
f: N—> N
n — Reste(n/3)

Il faut commencer par remarquer que la fonction

Reste (n/3)=| O sin=3m
I Si n=3m+1
2 Si N=3m+2

Donc f(n) ={0 =Z(n)
I =5(Z[n))
2 =35(5(z{n)))

On remarque donc que f{n) est soit une fonction de base ou la composeée de deux fonctions de
pase ou la composeée de la composée de deux fonctions de base, donc c'est une fonction
primitive recursive.

(1.5 points)

B/ L’ensemble des nombres impairs divisibles par 3 est-il récursif.

En fait, cet ensemble est I'ensemble des nombres entiers dont le reste de la division par 3 est nul et
qui ne soient pas pairs.

Il suffit de définir la fonction (reste de la division de n par 3) comme étant la fonction
caractéristique  de I'ensemble des nombres impairs divisibles par 3. Il est ainsi tres facile de
démontrer que cette fonction est primitive récursive, d'ou I'ensemble des nombres impairs divisibles
par 3 est recursif.

(1.5 points)

4/ Machines de Turing : (4 points)
A/ On se donne la machine de Turing MT; (Sy, Ej, 1) définie par le graphe suivant:

(P~ 0, O,
OO0 0

Sachant que S,={0, 1, b}, E;={qo, q1, 9, 93}

Trouver la fonction de N dans N calculée par cette machine de Turing, sachant que cette fonction est
de la forme : n —» an+b, n étant représenté en binaire.

Remarque : la téte de lecture est positionnée sur le 0 ou 1 le plus a gauche, les nombres sont
représentés en binaire. Prenez les exemples 4 et 7.

En exécutantla machine sur I'exemple 4(100) la machine positionne la téte a la fin du ruban et
rajoute 10 on obtient donc (10010) donc c'est la représentation binaire du nombre 18.

En exécutantla machine sur I'exemple 7(111) la machine positionne la téte a la fin du ruban et
rajoute 10 on obtient donc (11110) donc c'est la représentation binaire du nombre 30.

La fonction calculée étant de la forme an+b, on a donc:

4a+b=18

7a+b=30

En résolvant le systétme d'équations, on obtient a=4 et b=2, d'ou la fonction calculée par la
machine de Turing est: f(n)=4n+ 2. [ /.5 points)



B/ - En vous inspirant sur la machine de Turing précédente, proposer une machine de Turing qui
calcule la fonction suivante :
f:N—> N
n — 4n

En fait, la multiplication du nombre n par 4 (100 en binaire), revient a rajouter deux 0 a la fin
du nombre.

Il suffit donc de reprendre la méme machine en remplacant linstruction qob1 g; par linstruction
do PO @y, et Trinstruction g; 1D g par linstruction q; OD q; , on obtient donc la machine
suivante :

g@ = QQ . bD @ / 1.5 points)

- Est-elle récursive ?

La fonction f(n)=4n est récursive, puisqu'elle est calculable par la machine de Turing ci-dessus.
( 1 point)

5/ Calcul des Prédicats : (6 _points)

A/ Souligner les variables libres et entourer les variables liées en indiquant par une fléche le
connecteur auquel elles sont associées.

1. IX A, y) A Bx).

Ix (A(x, y) A B(x)).

3x dy (A(x, y) — B(x)).

Vx Vy (A®X, y) A B(y)) — 3w C(x,w).
Vx (VW (A(x, y) A B(W)) — Jy C(x,y)).

3X A(G. ¥) A B(x).

2. 3Ix (A(® ) A B(®)).
«—
3. 3@) ~ B(®)). /3 points)

4. v@) A B(Q)) — Elwm).
4’/.\ A/\
5. Vx (Vw (A Y) A B@®) — 3y C(®,H)).
R e

AN

—

B/ Exprimer les phrases suivantes

1. Certains politiciens sont honnétes
3Ix politicien(x) = honnéte(x)
2. Si tous les hommes sont mortels alors Socrates est mortel.
(Vxhomme (x) A mortel(x) ) — mortel(Socrates)
3. Tout le monde cherche quelque chose mais tout le monde ne le trouve pas
V x (3y (Chercher(x,y) A Ttrouver (x.v})
4. Tous les malades consultent un médecin.
V x (malade(x) — consulter un médecin(x))
5. Si les enfants font du bruit alors le maitre les puni. [3 poirnts)
V x [(enfant(x) A faire du bruit(x) — punir(maitre, X))



