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Exercice 1. (07 points) :
On considére deuz suites numériques (Uy)nen €t (Vi)nen définies par :

Vn ~ouly, avec 0 <V < U
n+1 —

Un+Vn

1. Montrons par récurrence que : Yn € N,0 <V, < U,
Pourn =20, on a:0<Vy < U,y vraie.
Supposons que : 0 <V, < U, et montrons que : 0 < V11 < U,q1
OnaUn>0etVn>0al0r8Vn+1:%>0
(Produit, somme et rapport de nombres réels strictement positifs).
D’autre part, on a : (U, —Vy,)? > 0. Mais U,, # V,, car sinon U, 11 = U, et Vi1 =V,
et les deux suites seraient constantes.
Alors (U, = Vo) >0 U2 =20, V, + V2> 0% (U, +V,)*—4U0,.V,, > 0
S AU, Vi) < (Up + V)P & Fae < Bt 07000 < Vg < Upi
AlorsVYn e N0 <V, < U,

2. Montrons que (U,) et (V,,) sont strictements monotones.
Ona:UnH—Un:%—Un:%<0carVn<Un
D’ou U, est une suite strictement décroissante.

Ona: V=V, =2ate v, = GnzWu)ls > cor U, —V, > 0,V, >0 et U,+V;, >0

D’ou V,, est une suite strictement croissante.

3. Convergence des suites :
Ona:Vo<Vi<VWVo<---<V,<U,<U,1<---<U
Alors, U,, est une suite décroissante minorée par Vj
Et, V,, est une suite croissante majorée par U.

D’ou, la convergence des deux suites (Uy,) et (U,).

4. On pose lim U, =1let lim V, =1, montrons que [ =1I'.
n—-+oo n—-+00

! .
On a: Upyr = 25 alors | =55 on tire L =1'.

5. (a) Vérifions que Upy1.Vyyr = U,.V, ,¥n € N.
On 0 ¥ € N, Upyy Vs = Uizt 2ate 1, v,
D’ou, (par récurrence) : Upi1.Vyer = U,V =
Uy V.

Alors la suite (U, . Vy,)nen est constante.
(b) De U,.V,, = Uy.Vyy, on a : 1* = Uy.Vy on tire | = /Uy.Vp.

Unpr Vs = - = UV =



Exercice 2. (05 points) :
Soit f la fonction définie par :

e.cosx —1
flx) = —— Vz eR"
x
1. Développement limité a l’ordre 3 au voisinage de O de la fonction f.
On a:
cosx =1— —i— 2 4oz

51 Y)
e —1+93+ C + 2+ 2+ o(at)

Leproduzteco =1+z —i—%—l—%—i——él—%—%—%—k%—i—o(x‘*):1—|—x—x——
© +o(at) =

Alors, le DL a lordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f est :

e®.cosx — 1 2 2d

f(ﬂf):T:l—?—ngO(ng)

2. Ona : hmf( )—llm(l————+0( 3) =1.

z—0 3
3. (a) Montrons que f est prolongeable par continuité sur R
On a : f fonction continue sur R* car f est le produit, somme et rapport de
fonctions continues sur R*
De plus, liII(l)f(l‘) =
T—r
Alors, f est prolongeable par continuité sur R

(b) Le prolongement de f est définie par :
- e®.cosx—1 s 7& 0
)= { 1 six=0

f est une fonction dérivable sur R* car f est le produit, somme et rapport de
fonctions dérivables sur R*

2 3
f)-]©) GO R T il e GO S PO 2)) —
De plus, hm glﬂir(l) . glﬂlg(l] s ili%( 3 — & to(z?))
0 d’ou la derwabzhte de f en 0 avec f'(0) = 0.
Conclusion :

f est une fonction dérivable sur R

Exercice 3. (04 points) :
Soit la fonction f: R — R définie par :

o) = { Vot +1 — (az? +b) + 1%z 5 240

z2 i
0 st x =

Ou (a,b,c) € R



1. Si a # 1, montrons que lilil f(z) = £o0.
T—r+00

On a : f(l’) — \/W_ (al.2 + b) + l—coscz _ 1.2( 1+ 1 a) _ b+ 1—0;)280.33

T2

D’autre part : lim (4/1+ 9%4 —a)=1-a
Tr—+00

Et lim =% =0 (car |1 — cos c.z| < 2 fonction bornée et lim - =0)
x40 T x—+oo®

Alors, pour a < 1, lim f(z) =400, et poura > 1, lim f(z)= —oc.
T—+00 T—+00

2. Sia=1, calcul des valeurs de b et c,
f est continue sur R donc en 0.

. 1: l—cosc.x __ 1:.. (14cosc.z)(l—cosc.x) 1. 2 (sinc.z\2 1 _
On a : lim =G = lim ==5m e == = I e (U3 ey = 9
Dot lim f(x) =1 — b+ < et £(0) = 0.
z—
D’autre part : lir}rl f(z)=-3<b=3.
T—r+00
Alors, on tire % =2& | =2
Conclusion :
a=1
b=3
lc] =2

Exercice 4. (04 points) :

Soient a,b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — R wune fonction continue telle que
fla)=a, f(b) =0 et soit g : [a,b] — [a,b] une fonction continue.

Montrons qu’il 3¢ € [a,b] telle que f(c) = g(c)

Considérons la fonction h définie par h(z) = f(x) — g(x),Va € [a,b]. h est continue sur
la,b], car f et g sont continues sur [a, D]

De plus, on a :

ha) = f(a) —g(a) = a —g(a) et h(b) = f(b) — g(b) =b— g(b).

Et, a < g(x) < b,V € [a,b] car g: [a,b] — [a,b].

En particulier :
a<ga) <0
a<g(b)<b

Si g(a) = a alors g(a) = f(a) alors ¢ = a CQFD
Si g(b) = b alors g(b) = f(b) alors ¢ =b CQFD
Sia+# gla) et b# g(b) alors a < g(a) et g(b) <b< h(a) =a—g(a) <0 et h(b) =
b—g(b) >0
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on aura :
dc €la,b[ telle que h(c) = f(c) —g(c) =0
Conclusion
dc €la,b| telle que f(c) = g(c)



