Corrigé

Solution .1

1) Soit x > 0. On considére la fonction f :t+— Int.

La fonction f est continue sur [z, x + 1], dérivable sur |x, x + 1[. D’aprés le théoréme des
accroissements finis, on a :

Jde € Jx,x + 1[tel que f(x+1) — f(x) = ' (¢),

ou encore )
dee€lr,z+1]: n(x+1)—Inzx = -.
c
Or . .
ln(a:+1)—lna::1nx+ :ln(1+—)
x x
On a
1 1 1
O<r<ce<or+l— ——<-<-—
r+1 ¢ =
D’ou . ) )
Vx>0,—<ln(1+—><—. (1)
r+1 x x
De (1), on a

1 1
Vo >0, xln<1+—) <1<(ac—|—1)ln(1+—>
T T

La fonction x — e® étant strictement croissante sur R, on déduit que

(+3) (+2)
zln| 1+— (z+1)In| 14—
Ve >0, e T) <e<e r

ou encore

En particulier

On a

vneN*, a, <e=— lim a, <e.

n—-+00

(DR

1
vneN*, a, (1+—) >e= a, >
n n
Ainsi lim a, =€
n—-4o00

2)Us—Uy=1-In2—-1=3-In2>0 et

1 1 1 1 1
Vn>2: Uyp—U,=——In(n+1)+lnn = ——In U (1 + —) >0 (d’aprés (1)).
n n n n n

Donc (Uy),,cy- €8t croissante.
D’autre part,

Vn € N*, Vo —V, =

1 1
I —1In (1+ —) <0 (d’apres (1)).
n

n -+



1
Ainsi : (Vn)neN* est décroissante. De plus¥n > 2, V, — U, = —, donc lim (V,, —U,) =0.
n

n—-+400
On conclut que (Up),cn+ €t (Vn),en= S0nt adjacentes . Par conséquent, elles convergent vers
la méme limite 1.
3) E={V,, ne N*}. E non vide et borné , puisque (V;,), o+ €st convergente. Donc sup E
et inf /' existent.

(Vn)nEN* étant décroissante , on a sup =V, =1 etinf £ = lir_"I_l V,=1.
n—-roo

Solution .2 1) Montrons que f est dérivable en 0. On a

— f(0 - 1 1 L
limM —lim&" = lim — =1limZ =0 (car lim-*- = 0)
x—0 €T — 0 x—0 xHOxezfg x%Oezfg r—0,722
2) Ona :
2
—36_9%2 six#0
ffla)=q7
0 81X =
FO-rO L mE) -
limZ———— = — lim & = lim2.-22~ = 0 (car lim — =0, Ya € R)
z—0 z—0 z—0 x x—0 ez r—-+o0 e¥
D’ou f' est dérivable en 0 et f” (0) = 0.
3) En dérivant successivement f (x) pour x # 0, nous obtenons
2 _a 4 6 1 1 1
/ _Z 5 " N -5 (n) _ - —=
J@) = e, () = ( ) e e [ (@) = Qu () e

ol Q3p, (%) est un polynome de degré 3n suivant les puissances de —.

x
Au point t =0. On a f'(0) =0, f"(0)=0,.., f™ (0) =0.
Montrons par récurrence que

Qan (1) e siz £0,

0 st x = 0.

Vn e N*, f( (z) =

Supposons que

Qan (1) e sia #0,

) (z) =
0 st x = 0.
et montrons que
Qsnis (L) e sia £0,
£ (@) =
0 st x=0.
On a .
FrD (@) = (f™) (@)
Six#0




Six =0

™) (z) — £ 1) g3z 8

fF I (0) = limf (z) = /™ (0) = limQ3n+3 (2)e =0 (car lim i 0, Ve R )
z—0 x—0 z—0 €T z—+400 T

Dot f™ (0) =0, Vn € N.

4) Puisque f € C™(R*) et lirr(l)f(”) (z) = 0 = f™(0), donc f € C"(R), Vn € N et

f(0)=f"(0)=..= f™(0) =0 alors le développement de Taylor de f en 0 est:

xn—i—l

(n+1)!f(n+1) (0x), Vo € R avec 0 < 0 <1

fx) =

Solution .3 1) On écrit la fonction g sous la forme g (x) = e® cot@-In(cos).

a) On cherche le DL3 (0) de la fonction x — x.cotg x.In(cosz). Il y a plusieurs méthodes
pour trouver le D3 (0) de la fonction x — x.cotg x

1ére méthode

Au voisinage de 0, on a :

2 3
cosle—?—i-o(xg) et sinx:x—%+o(x4).
D’ou
3 2
4 3
- cot _xcosx_$_§+0($)_1_7+0($)_1_x_2 ,
gr= . - 3 - P - +0(.§C)
sin x x x 3
r——+o(z*) 1——+o0(a?)
2éme méthode
2
x
3
CoS T 1_5—’_0(‘%) z? 5
reotgx = — = 5 zl—g—i—o(x).

A
x 1 — 3
5 + o (x3)

b) On cherche le Dis (0) de la fonction x +— In (cosz) .
De méme qu’au voisinage de 0, on a :
u? 3
ln(1+u):u—?+§+o(u).

Done
2

In(cosz) =In((cosz —1)+1) =1In ((—% +0 (x3)> + 1> = —% + 0 (2°)
D’ou
z.cot gz.In (cosz) = (1 — %2 +o (az?’)) <—%2 +o (:c3)) = —%2 +o0(z%).

Par suite, puisque
2,8

u U_ - 3
=ltut ot o + o (u?)
alors
ﬁ 3 :E2
g($)2672+0($):1—?+0<$3)
2) Ona:



