
Corrigé

Solution .1
1) Soit x > 0: On considère la fonction f : t 7! ln t:
La fonction f est continue sur [x; x+ 1] ; dérivable sur ]x; x+ 1[ : D�après le théorème des
accroissements �nis, on a :

9c 2 ]x; x+ 1[ tel que f (x+ 1)� f (x) = f 0 (c) ;

ou encore
9c 2 ]x; x+ 1[ : ln (x+ 1)� lnx = 1

c
:

Or
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D�où
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De (1), on a
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La fonction x 7! ex étant strictement croissante sur R, on déduit que
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En particulier
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Ainsi lim
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2) U2 � U1 = 1� ln 2� 1
4
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� ln 2 > 0 et
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Donc (Un)n2N� est croissante.
D�autre part;
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�
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Ainsi : (Vn)n2N� est décroissante. De plus 8n � 2; Vn � Un =
1

n
; donc lim

n!+1
(Vn � Un) = 0:

On conclut que (Un)n2N� et (Vn)n2N� sont adjacentes . Par conséquent, elles convergent vers
la même limite l:
3) E = fVn; n 2 N�g : E non vide et borné , puisque (Vn)n2N� est convergente. Donc supE
et inf E existent.
(Vn)n2N� étant décroissante , on a supE = V1 = 1 et inf E = lim

n!+1
Vn = l:

Solution .2 1) Montrons que f est dérivable en 0. On a
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2) On a :
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D�où f 0 est dérivable en 0 et f 00 (0) = 0:
3) En dérivant successivement f (x) pour x 6= 0; nous obtenons
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est un polynôme de degré 3n suivant les puissances de
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x
:

Au point x = 0: On a f 0 (0) = 0; f 00 (0) = 0; :::; f (n) (0) = 0:
Montrons par récurrence que
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Si x = 0

f (n+1) (0) = lim
x!0

f (n) (x)� f (n) (0)
x� 0 = lim
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D�où f (n) (0) = 0; 8n 2 N.
4) Puisque f 2 Cn (R�) et lim

x!0
f (n) (x) = 0 = f (n) (0) ; donc f 2 Cn (R) ; 8n 2 N et

f (0) = f 0 (0) = ::: = f (n) (0) = 0 alors le développement de Taylor de f en 0 est:

f (x) =
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(n+ 1)!
f (n+1) (�x) ; 8x 2 R avec 0 < � < 1

Solution .3 1) On écrit la fonction g sous la forme g (x) = ex: cotx: ln(cosx):
a) On cherche le DL3 (0) de la fonction x 7! x: cot g x: ln (cos x). Il y a plusieurs méthodes
pour trouver le Dl3 (0) de la fonction x 7! x: cot g x
1ère méthode
Au voisinage de 0, on a :

cosx = 1� x
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2ème méthode
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b) On cherche le Dl3 (0) de la fonction x 7! ln (cos x) :
De même qu�au voisinage de 0, on a :
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Donc
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D�où
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Par suite, puisque
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