Théorie des Langages -TD 5
AUTOMATES ET EXPRESSIONS REGULIERES

Exercice 1 - Soit £ = {a, b). En utilisant le théoréme d'Arden, donnez sous forme

d'expressions réguliéres les langages L(M) et L(M') reconnus respectivement par les
automates suivanls :

i

|or

Rappel sur les propriéiés des expressions réguliéres
PLTI+s=58+T
PZL r+@0=0+r=r
Pl r+r=r
PA (r+s)+t=r+(s+tf=r+s+t
PS. E=er=r
P6. 0=0r=0
P7. (msit=nst) = st
PR ris+0=ms+n
PO. r*=(")=rrr=(+0*=r*(r+e)=(r+ep* = e+ m* =+ r*r
P10. (r+ s)* = (r*s*)* = ("s)*r* = (s*r)*s* = r*(s*)*
P11. r(sn)* = (s)*r
P12. (r*s)* =e+ (r+s)*s
P13. (5*)*=c+r(r+s)*
Pl4 (r+e)*(r+e)+s=9*
P15. m* =r*r=r



Corrigé :
Le systéme d'equation des langages L(0), L{1), L(2) et L{3) associé a M

LO = aL1+bL2 (e0)
L1=al0+e (e1)
L2 = bL3+aL0 (e2)
L3 =bL2 {e3)

En utilisant e3, remplagons L3 dans I'équation e2
L2= bL3+alLD
L2= b(bL2)+alL0D
L2= bbL2+al0

Eliminons L2, en utilisant le théoréme d'Arden

L2=(bb)*aL0 (e2)
= En utilisant e1 et e'2, remplagons L1 et L2 dans e0
LO=alL1+bL2

LO=a(alL0 +&)+b(bb)*alL0
LO=(aa+b(bb)*a)LD+a
Eliminons LO, en utilisant le théoréme d'Arden
LO=({aa+b(bb)*a)*a
- L'expressions réguliéres reconnue par ['automate M est (aa+b(bb)*a)*a

Le systeme d'équation des langages L{0), L(1), L(2) et L(3) associé a M’

LO=aL0+aL1+bL2+¢ (e0)

L1=bL0O (e1)
L2=hL3 (e2)
L3=alL0 (e3)

-  Remplagons L3 dans (e2), en utilisant (e3)
L2=hL3
L2=b(al0)
L2=ball (e'2)
Remplagons L1 et L2 dans (e0), en utilisant (e1) et (e'2)
LO=al0+al1+bL2+¢c
LO=al0+abL0+bbal0+e
LO=(a+ab+bba)L0+e (e'0)
-  Eliminons LD de I'équation (e'D), en utilisan! le théoréeme d'Arden
LO=(at+ab+bba)*
L'expressions réguliéres reconnue par I'automate M' est ; (a+ab+bba)*



Exercice 2 - Soit £ = {a, b}. Soit 'automate M suivant

1. Montrez, en utilisant le théoréme d'Arden, que L(M) = (a‘ab)’
2. Determinisez M, Proposez une grammaire qui engendre L(M).

Corrigé :

1. Le systéme d'équalion des langages L(0), L{1) et L(2) associé a M

LO=alLl+al2+¢ (e0)
L1=bLO (e1)
L2=aL2+all (e2)

Eliminons L2 de I'equation (e2), en utilisant le théoréme d'Arden
L2= a"al1

Remplagons L1 dans (e'2), en utilisant (e1)

L2= a"abL0 (e'2)

Remplagons L1 et L2 dans (eD), en utilisant (e1) et (e'2)
LO=alLl1+al2+¢

LO=abL0+aa"abL0 +¢

LO=(ab+aa"ab)L0+e

L0=(ab+aa’ab)LO+e (aa'=a'en appliquant P15)
LO=(e+ a*)abL0+e (care+ a*= a")

LO=(a"ab)’t (care+ a*=a")

LO=(a"ab)"

LO= (a*b)" (en appliquant P15)



2. Déterminisons M
A partir de I'equation (e0) on obtient
LO=a(L1+L2)+e
En utilisant les équations (e1) et (e2), on obtient
L1+4L2= bLO+ a(L1+L2 )
Le systéme d'équation des langages de |'automate M déterminisé est comme suit ;
LO=a(L1+L2)+e
{ L1+#L2= a(L1+L2) +bLD

L'automate M déterminisé peul élre constrult comme suil :

Une grammaire gui engendre le langage L(M) peut éire déduite & partir du systéme
d'équation ci-dessus : ( en appliguant |a partie cours sur la transformation d'un
automate fini en une grammaire linéaire a8 droite —voir page 47 du chapitre 3
« Automates finis »).

En prenant S=L0 et A=L1+L2, on obtient les régles de production suivantes :
S—aAle
A—aAbs



Exercice 3 - Par la méthode d'élimination des états, donnez les expressions réguliéres
equivalentes aux automates sufvants :

1. Automate Mjy

b-boe

2. Automate Mz

3. Automate M3 (& gauche) et automate M4 (4 droite)
~*® @@

: ‘ |

@4 o

Corrigé :

1. Pour oblenir I'expression réguliére de l'automate M1 par la méthode d'élimination
d'état, on suivra I'algorithme du cours décrit dans le chapitre 4 — page 19 -

L'automate M;

- 0On ajoute 3 My deux nouveaux élats que l'on note w et a el des e-transitions comme

- 5



000000

On élimine la transition 2 comme ceci
a h
— £ a ‘ ab E .
O—C—0—0—E

On élimine la transition 0 comme ceci

ga*a=a‘a (par la propriété P5)

On élimine la transition 3 comme cecl:

a*a b*abe
—0—0@
b*abe=b*ab (P5)

On elimine la transition 1 comme ceci;

a*ab*ab
©

a'ab’ab=a*b*ab (P15)
L'expression réguliére de l'automate M1 est:a* b*ab

L'automate M2




aba

- L'expression réguliéere de Mz est comme ceci: (aba+a)*b(a+b)*abala+b)*

Méme chose pour les automates M3 et Ms
Exercice 4 - Construire sur l'alphabet £ = (a, b} les automates qui reconnaissent les
langages :

1.L=(aa + bb’a + abb™a)’

2. L= (b{aa)b)"

3.L=((a +b)b'a)

4. L =(ad)s

Corrigé :
1. L= (aa + bb*a + abb*a)*

L= (aa + bb*a + abb*a)* (En utilisant le théaréme d'Arden, on obtient ;
L=(aa + bb*a + abb*a)L+¢)

L= aal+bb*al+abb*al +£

L=aL1+bL2+al3+¢e (En posantL1=alL, L2=b*al et L3=bb*al)

L2=b*al (En utilisant théoréme d'Arden, on obtient ; L2=bL2+alL)



L3=hb*al
L3=b*bal ( En utilisant le théoréme d'Arden on obtient : L3=bL3+bal)

L3=bL3+bal
L3=bL3+bL4 (En posant L4=al)

En rassemblant les équations linéaires, on obtient le systéme d'équation du langage
L comme suit :

L=al1+bL24al3+e
L1=al

L2=hL2+al
L3=bL3+bL4
L4=al

. L= (b(aa)*h)*

L= (b(aa)'b)’e  (p5) (e)

En appliquant le théoréme d'Arden sur I'équation e, on obtient :
L= b(aa)*bL+e) (e)

L=bL1+e {En posant L1=(aa)"bL dans |'équation (e’ )

L1=(aa)*bL (e1)

En appliquant le théoréme d'Arden sur I'éguation (e1), on obtient :
L1=(aa)L1+bL (e'1)

Li=alL2+bL (En posant L2=al1 dans I'équation (e'1)

En rassemblant les équations linéaires, on obtient le systéme d'équation du langage
L comme suit :

L=bL1+e
L1=al2+blL
L2=al1



Exercice 5 - Les langages sulvants sont-ils réguliers?
L Iy={"/nz1)
2. la={0"/nz1)
3 Ly = {0™® /n= 1}

4. Ls = {x€{0,1}"/xna pas 3 zéros concécutif's)

Corrigé :

Rappel sur les expressions régulieres et les langages représentés par des expressions
régulieres — page 7, B et 9

1. Pourn=1, w=00
Pourn=2, w=00.00 etc.
L1 = 00(00)*. C'est donc un langage régulier.
Rappel sur le théoréme de pompage — page 30

2. Supposons que Lz soit régulier. Soit n 2 1. Alors, le théoréme de pompage nous dit
que, camme z=0° €L, et2™ > n, on peut écrire z = uvw avec |v| < n tel que z' = uviw
€ Lz. Or [z0] = juv®w| = 2" + n. Mais 2"+ n < 2"+1 donc on ne peul pas avoir Z'e Lz.
C’est une contradiction, donc L2 n'est pas régulier.

3. Supposons que L3 soit régulier. Soit n21. On applique le théoréme de pompage
avec 2=0"1". Donc z=uvw et z'=uv’w doit étre dans L3. Donc v a autant de 0 que de
) b

4. Ls estregulier car reconnu par 'automate :




