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ThÈorie et codage de l'information

Les codes linÈaires

- Chapitre 6 -
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Principe

DÈnition d'un code linÈaire

Soient p un nombre premier et s est un entier positif. Il existe un unique corps de

taille q = ps, notÈ Fq. L'ensemble (Fq)
n de tous les n-uples formÈs d'ÈlÈments de

Fq est un espace vectoriel sur Fq.

DÈnition 1. L est un code linÈaire si L est un sous-espace vectoriel de (Fq)
n.

On dit que L est un [n; k]-code si dim(L) = k. Si la distance minimale de L est d,

on parle de [n; k; d]-code.

B Attention aux notations "(:)-code" et "[:]-code" !

1



'

&

$

%

Principe

Poids d'un code linÈaire

DÈnition 2. Le poids !(x) du mot x de (Fq)
n est le nombre de composantes

non nulles de x.

Le poids minimal !(L) du code L est le minimum des poids de tous les vecteurs

non nuls de L.

Exemple

!(1101) = 3

L = f00000; 10111; 11010; 01101g °! !(L) = 3
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Principe

Poids d'un code linÈaire

DÈnition 3. Si x et y sont deux mots binaires, on appelle intersection de x et y,

notÈe x \ y, l'ÈlÈment dÈni par (x \ y)(i) = 1 si x(i) = y(i) = 1, et 0 sinon.

En considÈrant les dÈnitions ci-dessus, on peut dÈmontrer les relations suivantes :

8x; y 2 (Fq)
n; dHam(x; y) = !(x° y);

8x; y 2 (F2)
n; dHam(x; y) = !(x) + !(y)° 2!(x \ y):

ThÈorËme 1. Soit L un code linÈaire. On a : d(L) = !(L).
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Principe

Codes dÈtecteurs et correcteurs linÈaires

En utilisant ce qui a ÈtÈ vu au cours prÈcÈdent, on a immÈdiatement que :

ThÈorËme 2. En utilisant la rËgle de dÈcodage par distance minimale, un code

linÈaire peut dÈtecter jusqu'‡ t erreurs, avec t = !(L)° 1.

De plus, il en corrige jusqu'‡ t0, avec !(L) = 2t0 + 1 ou 2t0 + 2.

Exemple

L = f00000; 10111; 11010; 01101g est 2-dÈtecteur et 1-correcteur.
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Matrice gÈnÈratrice

DÈnition

DÈnition 4. Soit L un [n; k]-code. Une matrice G de dimension (k £ n) dont les

lignes forment une base de L est une matrice gÈnÈratrice de L. On a alors :

L = fxG j x 2 (Fq)
kg:

Exemple

La matrice gÈnÈratrice suivante permet d'encoder les mots de (F2)
3.

G =

0

BB@

1 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1

CCA
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Matrice gÈnÈratrice

Forme systÈmatique

DÈnition 5. Un [n; k]-code L est dit sous forme systÈmatique s'il existe k

positions i1; : : : ; ik telles que, par restriction des mots du code ‡ ces k positions, on

obtient les qk mots q-aires possibles de longueur k.

Exemple

Le code C = f0000; 0110; 1001; 1010g est systÈmatique sur les positions 1 et 3 :

00 °! 0000

01 °! 0110

10 °! 1001

11 °! 1010
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Matrice gÈnÈratrice

Forme standard

ThÈorËme 3. Tout [n; k]-code linÈaire a une matrice gÈnÈratrice de la forme

G = (Ik j A), dite standard, o˘ Ik dÈsigne la matrice unitÈ de dimension k.

Exemple

La matrice gÈnÈratrice suivante est sous forme standard.

G =

0

BBBBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

ØØØØØØØØØØØ

0 1 1

1 0 1

1 1 0

1 1 1

1

CCCCCA
:
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Dual d'un code linÈaire

DÈnition

DÈnition 6. Soit L un [n; k]-code.

L? = fx 2 (Fq)
n j x:c = 0;8c 2 Lg

est appelÈ code dual de L.

ThÈorËme 4. Soit L un [n; k]-code linÈaire et L? son dual. On a :

1. L? = fx 2 (Fq)
n j xG> = 0g o˘ G est gÈnÈratrice de L ;

2. L? est un [n; n° k]-code linÈaire ;

3. L?? = L.
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Dual d'un code linÈaire

Matrice de test

Soit L un code linÈaire de matrice gÈnÈratrice G = (Ik j A) de dimension (k £ n).

On pose H = (°A> j In°k).

DÈnition 7. La matrice H est dite matrice de contrÙle ou matrice de test

du code linÈaire L.

On montre aisÈment que H est une matrice gÈnÈratrice de L?. Cette matrice sera

utilisÈe par la suite pour le dÈcodage.

ThÈorËme 5. Soit L un code linÈaire ayant H comme matrice de contrÙle. Il

existe un mot de poids ! si, et seulement si, il existe ! colonnes de H linÈairement

dÈpendantes.
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Exemple

Matrice gÈnÈratrice

On construit un [6; 3]-code linÈaire binaire en choisissant trois vecteurs linÈairement

indÈpendants de (F2)
6.

G =

0

BB@

1 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1

1 1 0 1 1 0

1

CCA :

On obtient l'ensemble des mots du code L en calculant tous les produits xG avec

x 2 (F2)
3.
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Exemple

Mots du code

Les mots du code L ainsi que leur poids sont donnÈs par :

x L !

000 000000 0

001 110110 4

010 011101 4

011 101011 4

100 100101 3

101 010011 3

110 111000 3

111 001110 3

°! L est 2-dÈtecteur et 1-correcteur.
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Exemple

Matrice de contrÙle

On Ècrit la matrice G sous forme standard (pivot de Gauss) :

G!

0

BB@

1 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1

0 1 0 0 1 1

1

CCA ¢ ¢ ¢ !

0

BB@

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ØØØØØØØØ

1 0 1

0 1 1

1 1 0

1

CCA = (I3 j A):

La matrice de contrÙle H = (°A> j I3) de L est donnÈe par :

H =

0

BB@

1 0 1

0 1 1

1 1 0

ØØØØØØØØ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

CCA :
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Exemple

Mots du code dual

A partir de H, on obtient les mots du code dual L? :

x L? !

000 000000 0

001 110001 3

010 011010 3

011 101011 4

100 101100 3

101 011101 4

110 110110 4

111 000111 3
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DÈcodage par tableau standard

Notion de syndrome

Nous allons ‡ prÈsent exposer une rËgle de dÈcodage ‡ distance minimale reposant

sur un tableau, dit tableau standard.

DÈnition 8. Soit L un [n; k]-code linÈaire de matrice de contrÙle H. Soit x un

ÈlÈment de (Fq)
n. le mot xH> est appelÈ syndrome de x.

Cette dÈnition permet d'introduire l'application linÈaire s suivante :

s : (Fq)
n °! (Fq)

n°k

x °! s(x) = xH>

Soit x un ÈlÈment de L. On note que s(x) = 0, ce qui signie que

L = ker(s).
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DÈcodage par tableau standard

Classes d'Èquivalence

On dÈnit la classe de x, notÈe Cx ou x+ L, par :

Cx = fx+ I j I 2 Lg:

ThÈorËme 6. L'ensemble des classes Cx, x 2 (Fq)
n, forme une partition de (Fq)

n.

ThÈorËme 7. Soit L un [n; k]-code. Les ÈlÈments x et y de (Fq)
n ont le mÍme

syndrome si et seulement si ils dÈnissent la mÍme classe.
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DÈcodage par tableau standard

Construction du tableau

Soit x le mot reÁu. Le dÈcodage par distance minimale requiert que l'on dÈcode x

par le mot de code c pour lequel e = x° c a le poids le plus faible. …tant donnÈ que

c varie dans L, e est un ÈlÈment de Cx. Le vecteur d'erreur e a donc le mÍme

syndrome que x.

(Fq)
n

Cx ¥ Ce

x

e
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DÈcodage par tableau standard

Construction du tableau

Mode de construction

1. La premiËre ligne comporte les mots de L.

2. La ligne j est constituÈe des ej + L, o˘ ej est un mot sÈlectionnÈ de plus petit

poids ne se trouvant pas dans les j ° 1 lignes prÈcÈdentes.

3. Le processus est itÈrÈ jusqu'‡ ce que tous les mots de (Fq)
n soient reprÈsentÈs

dans le tableau.

0 c1 c2 : : : cm

e1 c1 + e1 c2 + e1 : : : cm + e1 ! e1 + L

e2 c1 + e2 c2 + e2 : : : cm + e2 ! e2 + L

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

es c1 + es c2 + es : : : cm + es ! es + L
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DÈcodage par tableau standard

Exemple

Soit L un [4; 2]-code linÈaire binaire dÈni par la matrice gÈnÈratrice

G =

0

@1 1 0 1

0 1 0 0

1

A :

On a donc :

x L !

00 0000 0

01 0100 1

10 1101 3

11 1001 2
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DÈcodage par tableau standard

Exemple

Ceci nous conduit au tableau standard suivant :

0000 0100 1101 1001

1000 1100 0101 0001

0010 0110 1111 1011

1010 1110 0111 0011

InconvÈnient : espace mÈmoire occupÈ (16 Go pour un [32,6]-code !).

=) dÈcodage par syndrome
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DÈcodage par syndrome

Principe

Les mots d'une mÍme ligne du tableau standard ont mÍme syndrome.

) construction d'une table de reprÈsentants et de syndromes

0 c1 c2 : : : cm s(ei)

e1 c1 + e1 c2 + e1 : : : cm + e1 e1H
>

e2 c1 + e2 c2 + e2 : : : cm + e2 e2H
>

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

es c1 + es c2 + es : : : cm + es esH
>

Le calcul du syndrome d'un mot reÁu x dÈsigne son reprÈsentant ei. Le dÈcodage

s'eectue en calculant x° ei.
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DÈcodage par syndrome

Exemple

On considËre le code linÈaire L dÈni par la matrice gÈnÈratrice G :

G =

0

@1 1 0 1

0 1 0 0

1

A
√ G

0
=

0

@1 0 0 1

0 1 0 0

1

A
√ H =

0

@0 0 1 0

1 0 0 1

1

A :

ReprÈsentant ei Syndrome eiH
>

0000 00

1000 01

0010 10

1010 11
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DÈcodage par syndrome

Exemple

On suppose que x = 1110 a ÈtÈ reÁu. Le calcul de son syndrome donne :

xH
>
=

≥
1 1 1 0

¥
0

@0 0 1 0

1 0 0 1

1

A
>

=

≥
1 1

¥
:

Le reprÈsentant de la classe est donc 1010 et l'on obtient

c = 1110° 1010 = 0100:
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