Théorie de I’information et du codage - Examen écrit
Exercices - 19 janvier 2005

1. Expérience aléatoire, calculs d’entropies et d’informations mutuelles

Soit un jeu de 32 cartes comprenant les valeurs (7, 8, 9, 10, Vaet, Dame, Roi, As) pour les
quatre couleurs (Coeur, Carreau, Trefle, Pique). On associe un score a chaque carte selon sa
valeur, indépendamment de sa couleur :

Valeur |7 8 9 10 Vaet Dame Roi As
Score [0 0 0 2 3 4 10 11

On tire successivement et sans remise deux cartes de ce jeu. Soient les variables aléatoires :

e X désignant lavaleur dela premiéere carte (quelle que soit la couleur);
e ) désignant lavaleur de la deuxiéme carte (quelle que soit la couleur);
e S, lasomme des scores associés aux deux cartes.

Cdculer :

(@ H(X), H(Y), HY|X), H(X|Y), H(X,)) et [(X;)).
(b) H(S), H(X|S), H(S,X), H(S|X) et [(X;S).
© H(S,X,Y), H(X|Y,S), [(X,V;S) et [(X; V|S).

2. Réseaux bayesiens et modélisation de sources d’information
Soient trois suites de variables a éatoires binaires

Ao, Ay, - ..

et une distribution conjointe P( Ay, By, Co, A1, B1,C1, . . . ) telleque

P(Ao, By, Co) = P(Ay)P(Bo|Ao)P(Co|By)
P<Ai76ivci’A07B(]7COa .- '7-/41'—1781‘—1761‘—1) = P(.AI)P(BA.A,,B,_l)P<C,’B,) pOUfi >1

Trois sources Sy, S, €t S3 sont modélisées par, respectivement, les suites de variables aléatoires



(@) Dessiner le graphe d'un réseau bayesien sur les variables { Ay, By, Cy, A1, B1,Cy, ... } re-
présentant lesindépendancesimpliquéespar lafactorisation de P(.Ag, By, Co, A1, B1,Cy, - . . ).
Représenter au minimum les neuf premieres variables.

(b) Envousaidant éventuellement du graphe du point 2a, discuter, en fonction desindépendances
qui peuvent étre vérifiées pour laloi P(Ay, By, Co, A1, B1,Cy, ... ), lapossibilité pour les
sources S;, S, et S5 d' étre sans mémoire ou de Markov.

Supposons que
P(Ay=0) 0.2
P(By=0/4,=0) = 0.5
1
P(By =014 =1) = 75
P(Cy =0|By =0) 0.3
P(Cy=0|By=1) = 0.78
et que, pour z > 1,
P(A;=0) = 02
PB;, =04, =1,B,.1=0) = 05
P(C;=0B;=0) = 04
P(C;=0|Bi=1) = 04

(c) Lessources Sy, S, et S5 sont-elles sans mémoire, de Markov?

(d) Dessiner le diagramme d’ état de chague source sans mémoire ou de Markov.

(e) Si, .9, et S3 sont-elles stationnaires et ergodiques? Expliquer.

(f) Calculer I’ entropie (ou débit d’ entropie) de chacune destrois sources S, Ss €t Ss.

3. Propriétés de processus
On dispose d’ une piéece possiblement biaisée. Désignons par p la probabilité de tomber sur pile.
(8 On lance la piece et on note par X' la variable aléatoire qui désigne le résultat de cette
expérience. Quelle est I’entropie de X' ? Quelle est la valeur maximale de cette entropie et
lavaleur de p qui réalise ce maximum ?
On répete cette expérience indéfiniment et on déeduit de la suite X; ainsi générée une suite
de variables Z; de lamaniéere suivante :
e initidisation: Z, = 0; i:=1
e boucle:
-9 X, = pzle aors Z, =21
- S X, = facedorsZ, = Z;_ 1+ 1
—i:=1+1

(b) Quelles sont les valeurs possibles de Z;
(¢) Z est-il un processus stationnaire ? ergodique ? de Markov ? sans mémoire ?

2



Sip=0.3,

(d) calculer I'entropie des 100 premiers symboles générés par ce processus.

()
(f)

Quel est le débit d’ entropie de ce processus ?

Quel est le nombre moyen de lancers nécessaires pour que le processus Z prenne pour la
premiere foislavaleur m ?

4. Codes de Huffman

@

(b)

(©

Soit une source stationnaire et sans mémoire S d’alphabet binaire S = {57, 5,} avec
P(S;) =0.7.

Construisez un code de Huffman binaire pour les extensions S? et S® de cette source et
comparez |es longueurs moyennes de ces codes avec les entropies H(S?) et H(S3).

Considérez une source d alphabet quaternaire quelconque sans mémoire. Trouvez une dis-
tribution de probabilités (p1, ps, p3, p4) telle qu'il existe deux codes de Huffman binaires
pour cette distribution qui donnent lieu a deux ensembles différents de longueurs de mots.

Soient /4, ¢, . .., {19 les longueurs des mots de code d’' un code de Huffman binaire corre-
spondant a une distribution de probabilités (p1, p, . . ., p1o) tellequep; > ps > ... > po.
Supposons que I’ on dérive une nouvelle distribution de probabilités en decomposant p 1
comme sulit :

(pllvpl27 S Jp/107plll) - (plap27 - -y P9, P10, (1 - a)plO) 0 S (04 S 1

Déterminez, enfonctionde ¢4, 45, . . ., /19, leslongueurs des mots de code du code de Huff-
man construit pour cette nouvelle distribution de probabilités.



Formules utiles

Entropie, information, divergence

Hx) 2 —ZP .) log P(X;) (F1)
H(X), Xo, .. X)) 2 —Z %PXul,...,Xm,im)logP(Xl,z-l,...,Xm,z-m) (F2)
H@Y) = =3 POXIY) g POXY) F3)
@) 2 =33 P(X.Y)log PX,Y)) Fa)
HXY) = 3 POHY,) )
. é n m P(Xl,}/])
HAY) 2 32N POGY)) g g (F6)
I(x;Y) = H(X)-H(X|)Y) (F7)
= H(QY)-H|X)=H(X)+H(Y) - H(X,)) (F.8)
[(X;Y|2) = H(X|2)-HX|Y,2) (F9)
. _ v P(X;, Y| Zx)
I(x;))2) = %P(Xz,%,Zk)logP(X,Zk) PYVIZ) (F.10)
D(P||Q) £ ZP(w)logP(w) (F11)
we Q(w)

Additivité et chainage

HX,Y) = HX)+ HY|X)=H(Y)+ H(X|Y) (F.12)
H(X,Y|2) = H(X|Z)+HQ|X, Z) (F13)
H(X, X, ..., X)) = H(X)+ H(X|X) + H(AXs| X, X)) + ...+ H(X | X1, ..., X))
S S HX| X, ..., X) (F14)
=1
H(X17X27"'7Xn|y) = H(Xl|y)+H<X2|X17y)++H(Xn|Xn—177ley)
S STHWX|X ..., X,Y) (F15)
=1
[(Xl,XQ,...,Xn;y) = Z[(Xl,y|xl_1,,/¥1) (F16)
=1




Positivité, convexité et monotonicité

HX)>0 e HXY)>0 e HXY >0 (F17)
H(X,Y) < HX)+ H(Y) <2H(X,)) (F.18)
0<HWX)<HWX,Y)<HX,Y, 2 <... (F.19)
H(X)> H(X|Y) > HX|Y,Z2)>... >0 (F.20)
I(X:Y)>0 e I(X;|2)>0 (F21)
0<I(X;)) < I(X;0,2) <I(X,T; ), 2) (F.22)
D(P[|Q) =0 (F.23)

Non-création d’information
Si X < ) < Z forment une chaine de Markov alors

I(X; V) > I(X2) et I(V:2)>I(X:Z) (F.24)

En particulier Z = ¢())

I, Y) > 1(X;9(Y)) (F.25)

Inégalité de Kraft
Soient n4, ..., ng des longueurs de mots candidates pour coder une source ()-aire dans un alphabet
g-aire. Alors!’'inégalitée de Kraft

Q
Sgri<i (F.26)
=1

est une condition nécessaire et suffisante d’ existence d' un code déchiffrable respectant ces longueurs
de mots.




