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EXERCICE N°1 : (05Pts)
La loi de Newton montre que la vitesse de refroidissement d’un corps est proportionnelle a la
différence entre la température du corps et la température externe, autrement dit qu’il existe une
constante K <0 telle que la température du corps suit I’équation différentielle :
dT
’Jt’ = K(T(t)_Text) (L1)
- 10)=1
1- Soit Ar le pas du temps, écrire le schéma d’Euler implicite pour approcher la solution de
cette équation différentielle.
2- SoitT,,, = 0°C , en déduire une forme du type : 7, = g(At,n, )
Avec g(Ar,n,Ty) a préciser.
Que peut-on en déduire sur la convergence de la méthode ?

EXERCICE N°2 : (08 Pts)
La température 7 4 une distance X d’une extrémité d’une tige mince, de conductivite
uniforme X , aprés un temps ¢ est donnée par :
2
L L - 0 (dL1)
or  ox*?
Soit Z la longueur de la tige et 7; une temperature de référence. On pose

X T
x=—¢et0=—
L T
T . or 9T . .
9.1-Calculer 2— et ~—— en fonction de — et —— . Déduire une nouvelle expression de ’EDP
ax  ax? x  ox?
(IL1)

K
2.2-On poset = zﬁt— _ Montrer que I’EDP (IL1) se transforme sous la forme :

0 9%
—=— (112
> (IL2)
2.3-On considére les schémas d° apgroximation spatio-temporelle suivants :
0(x;, Tpe1)= 0(x;, t,)+ At —aﬂ%ﬁi + O(A‘Cz)
2
9(x,-+13 1,)= 6(x;, T, )+ Ax 6(—)(x,-, t”) i (Ax)2 9 G(xi’ t”) + 0(Ax3)
Oox 2! ox?
3
O 157) = O, 1) A D Ta) BT T5Ta) (0
ox 2! axz

Quel est le schéma d’approximation résultant pour 'EDP (I1.2) et quel est son ordre de précision en
temps et en espace.
2.4-Montrer que la formule de récurrence explicite obtenue peut s’écrire sous la forme :

o = rol +(1-2r ] +107,

A 1
Ou 6er = e(xiatn+l): 6? :G(x,-,tn), 6?+1 = e(xi+171n) et 9?_1 = e(xi—latn)
Préciser la valeur de r
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EXERCICE N°3 : (07 Pts)

On considére un probléme de transport qui consiste a chercher I’inconnue u(x,t) CRXRT >R

Vérifiant :
oulx,1) +c(3u(x,t):f(x’t), xeR >0

{e0)=n0(s)

On suppose que le parametre ¢ est positif.
Pour résoudre ce probléme, on adopte un schéma explicité en temps et centrée en espace. On

discrétise R X R*. En introduisant les points x; = jAx pour jeZ et les instants¢” = nAf, on

3.1

cherche alors une approximationu’; ~ u(x .t ) Le schéma centré s’écrit

n+l n n n
o i B et o
+c = f;, pourn 21 (3.2
At 2Ax 2)
Zl? =Uy (.XJ
n _ r n
Avec f; = f (xj,t )
: S s A , .

1-Ce schéma peut s”écrire sous la forme : "' =u} + —2—(14;’-_1 - u;+1)+ Asf ', Déterminer A

2-Pour /' =0, on choisit la donnée initiale uo(x j)=§oeikjm et on cherche la solution sous la

forme u;’- (x j )= & neﬂqAx . Etudier la stabilité du schéma (3.2) au sens de Von Neumann/Fourrier
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CORRIGE EXERCICE N°1 : (05 Pts)
La loi de Newton montre que la vitesse de refroidissement d’un corps est proportionnelle a la

différence entre la température du corps et la température externe, autrement dit qu’il existe une

constante K <0 telle que la température du corps suit I’équation diftérentielle :

dr
E = K(T(t)' Text)
1(0)=To
1- Soit Ar le pas-du temps, écrire le schéma d’Euler implicite pour approcher la solution de
cette équation différentielle.
La méthode d’Euler implicite est une méthode d’intégration numérique des EDO du premier ordre

de la forme %— =F(¢, 7()). En choisissant un pas de discrétisation Az, on obtient une suite de valeurs

(t,.T,) qui peuvent étre une approximation excellente de la fonction 7(¢)

Ty = Ty + AF (41, Tpi1) o

La méthode d’Euler implicite pour cette EDO s’€écrit donc : .

{ t, =1 +nAt <01pt

Ty =Ty +KA’(Tn+1 _Text)

2-Soit T,,, =0°C , en déduire une forme du type : 7, = g(At,n, Tp)
Avec g(At,n,Ty) & préciser.

' = l N 0
Tps1 = Tp +KATyy | Tnet = 8(88,1,T0) = ——=Ty = (1_ gary*1

Que peut-on en déduire sur la convergence de la méthode ?

L’itéré en 1, ne dépend que de Ar et de » mais ne dépend pas de 7,,.

solution numérique est stable et convergente

Comme 0< . L = <1 pour tout Ar, la suite est positive décroissante, ce qui assure que la
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CORRIGE EXERCICE N°2 : (08 Pts)
La température 7 & une distance X d’une extrémité d’une tige mince, de conductivité
uniforme X , aprés un temps ¢ est donnée par :

, 2
T x5 @y
o ax?
Soit L la longueur de la tige et 7, une température de référence. On pose
X £ et 6= —Z—
L Ty
or . o%r : B . BT s : a
2.1-Calculer — et — en fonction de <~ et <~ . Déduire une nouvelle expression de ’EDP
oxX ox?2 ox B
(IL1)
Ona x=%
L
a_la #? 18
ool o T § a7 e Cosm D

2 2
Ce qui donne : a—T_-zlaT grdd LT
X Lor  ax2 2 2
2.2-On pose t = —[izf , Montrer que I’EDP (I.1) se transforme sous la forme -
L

50 0720
e - .2 W2

Ona 6:1- = T=T09 <0p59t5 > et 't:ﬁ - ng——(’i @
T - 12 ot 2 5t

0 I
D’ou
2 2 by
O _ 0T o, KB K50 _ 0,!5pts>
o px? 2o 252 —
®_o%

Finalement : - CQFD
naleme P Q @.

2.3-On considére les schémas d’approximation spatio-temporelle suivants :
& 3
0(x;, Tyl )=6(x;, T, )+ A'c——(—g;—‘cy—’) + o(Arz)

T 2 520(x:
01, 50) =0 5y ar ) (0 27007)
ox 2! o2

0(x;, Ax2629 B
]wﬁwﬁmem ). (o) 20 )

Quel est le schéma d’approximation résultant pour ’EDP (IL2) et quel est son ordre de précision en
temps et en espace.

+ o(Ax3)

Ona:
G(x,, Tn+1) = e(xi > Tp )"‘ATW +0(A12)

D’ou
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66(x,t)~6(x,‘t 1) G(x,t)

Et
v, - 3 By |
9(x,—+],1:n)=9(x,-,tn)+AxOe(x"ln)ﬁ-(Ax) 0 6(x”r”)+o(Ax3)
ox 2! 6x2
. 2 320(,.
G(x,-,],tn):e(xi,tn)—Axae(x"T”)Jr(Ax) 2 e(x”T")~!~o(Ax3)
ox 21 o2

D’ou

20(x
- 000141, 7) +0(xi1, T ) = 26(x;, 7, )+ (Ax a*e(%l'ﬁ + O(Ax
ox "
Alors 529(xi"fn) = 9(x1+1,rn)—29(x,-,rn)+9(x,-_],tn) +0(Ax) //

ox® (Ax)?

On obtient finalement

® 92_9 _ 8(x,-,‘cn+1)—9(x,-,'cn) _ 6(x,~+1,‘cn)—ZG(x,-,tn)+9(xi_1,'cn) +0(Ax y
o e (P Cos ps D

Qui s’écrit sous la forme :
0 629 ~ e;’H-l _en 9;7+1 zen +9n
N m2 At (Ax)?

L+ o(Ax, At)

Ce schéma est d’ordre un en temps et d’ordre deux en espace (El pt>
* R

2.4-Montrer que la formule de récurrence explicite obtenue peut s’écrire sous la forme :
07 =107 | +(1-2r)p" +10”

i+l

Ou e;‘Hl = e(xi » Tn+l)a 9? = G(xi »Tn )> 9?_,_1 = e(xi—i-l’ Tn) et 9?_1 = e(xi—l ) Tn)
Préciser la valeur de

1 n
At (Ax)2
D’ou ol =7 + Ea - 28] +@ . ]
j+1 »
(™
: L n+l _ At n., n
On obtient alors : e/ o7 6/, +(1 ) P ]e el 1

Qui s’écrit sous la forme : 9”*1 =97 +(1-2r)p? +r07
At

Avec r:(Ax)z >
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SOLUTION EXERCICE N°3 : (07 Pts)

On considere un probléme de transport qui consiste a chercher I'inconnue u(x,r) : RXR* - R

Vérifiant :
Ou(x, 1) o 8u(x,t)

u‘(aytc,O) =u, ()Sx

On suppose que le paramétre ¢ est positif.
Pour résoudre ce probléme, on adopte un schéma explicité en temps et centrée en espace. On

discrétise RX R*. En introduisant les points x; = jAx pour jeZ et les instantss” =nAr, on

= f(x,1), xeR >0 (3.1)

cherche alors une approx1mat10n ;’ (x t ) Le schéma centré s’écrit
n+l u”
b/ le?
J 4y J+1
+c =f:, pournz1
Al Tram N (3.2)
0

Avee £7 = flx,,")

Déterminer

; P A
1-Ce schéma peut s’écrire sous la forme : »*! =" + Z (" + AT,
J AW J+1 I

n+l n

n n
U, —u; oy As
J J j+l1 n+l _ c ( 7 ) "
Ona - Ar +c 2Ax —fj = uf j+__2AX Ty =l )+ Aef] ot D

D’ou A o B

Ax
3-Pour /' =0, on choisi la donnée initiale uo( ) ioe et on cherche 11 a solution sous la

forme u’; ( ) g,,
Etude de la stabilit¢ du schéma (3.2) au sens de Von Neumann/Fourrier
En injectant I’expression "} ( ) € e e dans I’expression (3.2), on obtient

ot =14 e gt r= tra=li-msintarl, o>
D’ou 2’“1 [1+ A% sin (kAx)] <§D

n

Pour kAx¢ n,ona ’1 +32 sinz(kAxX >1 quel que soit A. @)

Conclusion ; Le schéma centré est toujours instable au sens de Von Neumann/Fourier

e

01 pL)



