Chapitre 2 Intégration numérigue

CHAPITRE 2 - INTEGRATION NUMERIQUE

1. INTRODUCTION

L’objectif de I’intégration numérique est d’obtenir une valeur approchée d’une intégrale définie I =
b .y e , . . , .
fa f (x)dx lorsque cette derniére ne peut étre évaluée analytiquement (soit que 1’expression de f est

compliquée ou que f est mal connue : on ne dispose que d’un ensemble de valeurs de f).

Le principe des methodes qui seront eétudiées consiste a remplacer f sur [’intervalle
d’intégration [a, b] par son polynéme d’interpolation B, de degré n, il s’agit d’un polynéme proche
de la fonction car ayant un ensemble de points communs avec cette derniére, puis intégrer ce
polynéme et dire que I = [, = ff P,(x)dx. Les méthodes basées sur ce principe sont dites
méthodes de Newton-Cotes.

Trois méthodes seront décrites dans ce chapitre : rectangles, trapézes et Simpson. Pour chacune de

ces méthodes deux versions ou formules seront proposées : simple et composite.

2. METHODE DES RECTANGLES

2.1. FORMULE SIMPLE

Elle consiste a remplacer f sur l’intervalle [a,b] par une constante (polynéme de degré 0)
correspondant a sa valeur en un point donné de cet intervalle f(c) tel que ¢ € [a, b].

La valeur approchée de I’intégrale, notée I,, correspond dans ce cas a la surface d’un rectangle de

largeur (b — a) et de hauteur f(c).

1{(0) ) y=f(x)
fe)f-----

I~1Iy=(b—a)f(c) f(a)

A\ 4

On note les cas particuliers suivants :
c =a = I, =(b— a)f(a) Formule des rectangles simple point-gauche.

c =b=1I,=(b— a)f(b) Formule des rectangles simple point-droit.

c= asz =>Iy=(b—-af (“T”’) Formule des rectangles simple point-milieu.
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2.2. FORMULE COMPOSITE

. Y 5. . A b—a .
Elle consiste a décomposer I’intervalle [a, b] en n sous-intervalles de méme longueur h = —, puis

appliquer la méthode des rectangles simple sur chaque sous-intervalle. La valeur approchée de

I’intégrale, notée dans ce cas I, correspond a la somme des surfaces des rectangles hachurés.

En adoptant les notations suivantes : A y=f(x)
xo =a f(b)
X1=xoth=a+h
X, =xy+h=a+2h

f(a)

X; =Xj_1+h=a+ih

Xo=a X1 X2 Xn-1 Xh=Db
Xp, =b=a+nh

Et en appliquant la formule simple des rectangles point-gauche pour chaque sous-intervalle, on

aura :

~ I = Z surfaces des recatngles

=h.f(xo) + h. f(x) + -+ h. f(xp-1)
D’ou on obtient la formule des rectangles composite :

b—a

et x;=a+ih

n-1
Ig = hZf(xi) avec h =
i=0

2.3. MAJORATION DE L’ERREUR
Les relations suivantes donnent une estimation de ’erreur absolue entre la valeur exacte et la valeur

approchée de I’intégrale pour chacune des méthodes simple et composite

(b — a)?
— < - 7 /
I—1,| < > -r[g%df (x)]

(b — a)?
— < - - !
I —1Ig| < m r[llllgﬁtlf €3]

2.4. EXEMPLE
2dx

1 X

I =

1

Pour cet exemple nousavons:a=1; b =2; f(x) = -
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Valeur exacte de ’intégrale
Zdx

I = f — = [In(x)]? = In(2) =~ 0.6931
1

Valeur approchée de I’intégrale

1. Méthode des rectangles simple point-gauche
h=b-af(@=2-DfD)=1x1=1
Erreur absolue : E, = |I — 1| = 0.3069

Erreur relative : E, = i—“l ~ 0.4428 = 44.28 %

2. Méthode des rectangles simple point-milieu
a+b 1
T) = (2= DF(15) = 1 X — =~ 06667

I = (b - (
E, = 0.0264
E, ~3.81%

3. Méthode des rectangles composite avec 4 intervalles

Ir = hnz_ff(xi)
i=0

Pourn=4 h=22=-21_1_025
n 4 4

x0=1;x1=1.25; x2:1.5; x3:1.75

1.25

3
1 1
e =h ) FO) =h(F(r0) + F ) + ) + () = 025 (1 + =+ =+
i=0

E,=|I—Iz| =0.1785

E
E, = ITaI ~ 0.0827 = 8.27 %

3. METHODE DES TRAPEZES
3.1. FORMULE SIMPLE

Elle consiste a remplacer f sur ’intervalle [a, b] par f(b))
une droite (polynéme de degré 1) passant par les

points (a, f(a)) et (b, f(b)) puis calculer I'intégrale.

La valeur approchée de I’intégrale, notée I;, correspond fa)
dans ce cas a la surface d’un trapéze ayant pour bases
f(a) et f(b) et pour hauteur (b — a).

(b -
2

D (F(@) + F b))

1z11=

1
m) ~ 0.7595

y=f(x)
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3.2. FORMULE COMPOSITE

Elle consiste & décomposer Iintervalle [a, b] en n sous-intervalles de méme longueur h = =—, puis

appliquer la méthode des trapezes simple sur chaque sous-intervalle. La valeur approchee de

I’intégrale, notée dans ce cas I, correspond a la somme des surfaces des trapézes hachures.

Soit S; la surface d’un trapéze sur I’intervalle [x;, x;41]:

(xi+1 xl)

Si = ———(f(x) + f (xis1))
= §(f<xi) + f(x141))

On aura donc :

I = Iy = Z surfaces des trapézes

n-—1
_ z s,

1=

| =

=3 Z(ﬂxa +fe4)

i=

Aprés développement et simplification, nous obtenons la formule des trapézes composite :

IT=hM Zf(xl)] avech—bna et x;=a+ih

3.3. MAJORATION DE L’ERREUR

On montre que

- 1] < &2 max|f" (o)
[a,b
(b_a) "
|I_IT| S 12n2 lﬁ%ﬁ‘lf (x)l
3.4. EXEMPLE
Reprenons 1’exemple précedent I = f‘i—x

Rappelonsque:a=1; b = 2; f(x)=§ .

Valeur approchée de I’intégrale
1. Méthode des trapézes simple
(b

D (Fa) + £ ) = 2= L (F() + () = —( %) - Z — 0.75

E, =0.0569 ; E, = 821 %

I =
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2. Méthode des trapezes composite avec 8 intervalles

<f(b) f@ )
2_

Pourn =8, h——=—=——0125
n 8

It =h

NMS

X9 = 1;x; = 1.125; x, = 1.25; x3 = 1.375; x, = 1.5; x5 = 1.625; x¢ = 1.75; x;, = 1.875

7
b —
Iy = h<w+zof(x”>

1—01251(1 1)+(1+1+1+1+1+1+1+1> 0.6941
e 2\2 1.125 ' 1.25 ' 1.375 1.5 ' 1.625 1.75 1.875/)

E,=|I—1I;] = 0.0010

E
E, = ITaI ~ 0.0014 = 0.14 %

4. METHODE DE SIMPSON
4.1. FORMULE SIMPLE

Elle consiste a remplacer f sur ’intervalle [a, b] par son polyndme d’interpolation de degré 2,

noté P, passant par les points (a, f(a)) ; (azﬂ,f (a+b)> (b, f(b)) puis intégrer ce polyndme.

Contrairement aux formules simples précédentes, ou le calcul pouvait étre effectué graphiquement
car la valeur approchée de I’intégrale correspondait a la surface de formes géométriques connues
entre autres rectangle et trapéze, pour la formule simple de Simpson nous somme contraint de faire

le calcul analytiqguement en 2 étapes :

()| W y=f(x)

A 4

S
o g
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Etape 1 : Détermination du polynéme P,

Ceci peut étre effectué soit en appliquant une méthode d’interpolation polynomiale (Newton ou
Lagrange, voir le chapitre concernant 1’interpolation), ou en appliquant une méthode directe qui
conduit a la résolution d’un systéme d’équations linéaire pour déterminer les coefficients du
polynéme.

Considérons le polynéme P,de degré 2 suivant

Py(x) = a, + a;x + a,x?
P, passe par les points (a, f(a)) ; (asz’f (a+b)) (b, £ (b)) signifie que

( P@=f@ a, + a0 + aya® = f()

ipz<a-;b)f(a-;b)@{ao+a1<a+b)+az<a+b)2=f<a+b>

2 2 2
P,(b) = f(b) a, + a.b + aybh? = f(b)

La résolution de ce systeme permet de déterminer les coefficients a, , a; , a, du polynéme P,.

Etape 2 : Intégration du polynéme P,

Intégrer le polynébme P, sur ’intervalle [a, b] pour obtenir une valeur approchée de 1.

b
I =1, =f P,(x)dx
a

Apreés calcul et simplification, nous obtenons la formule simple de Simpson :

=21 )(f() af (22 )+f(b)>

4.2. FORMULE COMPOSITE
En suivant le méme principe des méthodes composites on obtient la formule de Simpson composite

Is = g f(b) — f(a) +2 Z f(x) + 42 ( it xl+1>]

b—a

avec h = et x;=a+ih

4.3. MAJORATION DE L’ERREUR

On montre que

(b-)® @
I1-1,| < .
1 - 1| < o max| f O ()
(b—a)®
- 15| < T - max|f@ ()]

Ou @ est la dérivée d’ordre 4 de f.
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4.4. EXEMPLE

Pour I’exemple précédent I = f‘;—x

a=1;b=2; f(x)=i .

1. Méthode de Simpson simple

L= (f(a) +af (2 )+f(b>> s(ro+ar(G)rr@)=5(1+5+3) -5
2 6 3 2 36

=~ 0.6944
E, =0.0013;E, = 0.19%
2. Méthode de Simpson composite avec 4 intervalles

[f(b) fla) +2 Z Fx) +4 Z (xl + xl+1>]

Pour n = 4, h=b;—“=2‘1= = 0.25

4

x0=1;x1=1.25; x2:1.5; x3:175, x4:2

Yot M jqps, X2 _ygpe X2t Xy oe B3t

= 1.875

h
=% lf(b) = f(@) +2(f (o) + ) + £ (x2) + £ (x3))

() o () ()

I 02511 1+2(1+ ! +1+ 1)+4< ! + ! + . + . )] 0.6932
ST 76 [2 1.25 1.5 1.75 1.125 ' 1.375 ' 1.625 1.875/]1

E, = |l - I;] = 0.0001

E,
E, = m~00014_001 %

Page 7



