CORRIGE DE LA SERIE DE TD N° 2
EXERCICE 1

Valeur exacte de lintégrale (intégration par partie)

4
I = f In(x)dx = [xIn(x) — x]3 = 6In(2) — 2 =~ 2.1589
2

Valeur approchée de intégrale en utilisant la méthode des rectangles composite

n-1
I=h) fGx)
i=0
b—a 4-2

= Pourn =14, h=—=—=5=0.5
n 4 4

x0=2;x1=2.5; x2:3; X3:3.5

Iz = h(f(xo) + f(x1) + f(x2) + f(x3)) = 0.5(In(2) + In(2.5) + In(3) + In(3.5)) ~ 1.9804
E,=0.1785;E, ~ 827 %

= Pourn=8, h=22=-%2_2_025
n 8 8

Xo=2;x,=225; x,=25; x3=275; x,=3; x5 =3.25; x4 =3.5; x;, =3.75
Ig = 0.25%7_,In(x;) ~ 2.0709 ; E, = 0.088; E, ~ 4.08 %

EXERCICE 2

Valeur exacte de l’intégrale | = folexdx =e¥|§ =e—1=~1.7183

Valeur approchée de l’intégrale

1. Méthode des trapézes simple

=(b;a)(f(a)+f(b)) avec a=0;b=1; f(x) =e*

1-0 1
11=( > )(f(0)+f(1))=5(1+e)z1.8591

E, =0.1408; E, = 8.19%

I

Méthode des trapézes composite 5 intervalles

n—1
_ (1) - f@
Ir=h (T + ZO f(xi)>

b— 1-0
Pourn=>5, h=—2==""
n 5

=1-02
5

x0=0; X1=O.2; x2=0.4; X3=O.6; X4=O.8

= h (f(b) ~f@

5 + (o) + fx) + f) + fx3) + f (x4))>

1
Ir =0.2 (E (e—1)+ (1 +e% +e% +e06+ e°-8)> ~ 1.7240

E, = 0.0057 ; E, ~ 0.33 %



2. Méthode de Simpson simple

b —
I, = <f(a)+4f< >+f(b)>=—(f(0)+4f(05)+f(1))——(1+4e°5+e)
~ 1.7189
E, = 0.0006; E, ~ 0.03 %

Méthode de Simpson composite

[ﬂb) f(a)+22f(x)+4z (ﬁ)l

1-0
4

Pourn=4, h=22=-22_1_¢25
n 4

x0:0;x1:0.25; x2=0.5; X3:O75, X4_:1

Yot _gqp5, BEX2 _gags. 22X ooe X3t s

= 0.87
2 2 ’ 2 2 0875

h
=% [f(b) —f(a) + Z(f(xo) + f(x) + f(x) + f(x3))

P e (T e () ()

0.25
I = T[e — 1+ 2(1 + %25 4 05 4 075) 4 4(e0125 4 0375 4 0625 | £0875)] ~ 17183

N

EXERCICE 3

x | 0| 1| 2|3 4
f) | 1 | 05| 020100588

1. Valeur approchée de f: f(x)dx par les méthodes composites

Pour obtenir la valeur approchée la plus précise en utilisant les méthodes composites, on doit choisir le

nombre maximum de sous-intervalles possible.

Méthode des trapézes composite, on doit choisir n = 4
b— a 4 0 _q
n 4

Xo=0;%,=1; x,=2; x3=3

b — n-1 b —
A (M £y f(xi)) —h (M F(Flx0) + FOr) + f ) + f(xs))>
i=0

h =

2
0.0588 — 1

Ip = > +(1+05+02+0.1) ~ 1.3294



Méthode de Simpson composite, on ne peut pas choisir plus que 2 intervalles, qui sont [0,2] et [2,4].

En effet, pour pouvoir appliquer cette méthode on aura besoin des valeurs de f au milieu de ces
intervalles, c'est-a-dire en 1 et 3, qui sont disponibles dans le tableau. Ceci ne serait pas possible si on
avait choisi n = 4.

b—a 4-0
= :2

n 2

x0+x1_1 Xy + X
2 2

I =%[f(b)—f(a)+sz(xi)+4zf(%)]

h 0T ——
15=g[f(b)—f(a)+2(f(Xo>+f<x1>)+4(f(x ;x)”(x ;x»l

2
Iy ==[0.0588 — 1+2(1 +0.2) +4(0.5 + 0.1)] ~ 1.2863

Xo=0;x1=2; x,=4; 3;

1
1+x2

2. Comparaison_avec la valeur exacte de lintégrale en sachant que f(x) =

I = j:f(x)dx = j: T :l_xxz = [arctg(x)]¢ = arctg(4) — arctg(0) = arctg(4) ~ 1.3258

|I —I;] = |1.3258 — 1.3294| = 0.0036 ; E, = 0.27 % ;

|I —Ig] =11.3258 — 1.2863| = 0.0395 ; E, =2.98%;

La méthode des trapézes composite avec 4 intervalles a donné un meilleur résultat par rapport a la

méthode de Simpson composite avec 2 intervalles.

EXERCICE 4

I = (cos(x))zdx
/

Valeur exacte de |

1

1 ) 1 )
I= j(Cos(x))de = j—l teos(x) 4 llx + Sm;zx)lo - %(1 + Sln2(2)> ~ 0.7273
0 0

2 2

Valeur approchée de |

Méthode des trapézes composite avec 4 intervalles

() -f@ T
Iy = h(f"‘;f(xi))

b—a 1
n=4; h= =—-=0.25
n 4

xO=0;X1=0.25; XZ=O.5; X3=O.75



b) —
Ir =h (/M + (f(xo) + f(x) + f(xp) + f(’%)))

21) -1
Ir = 0.25 (% + (1 + cos?(0.25) + cos?(0.5) + c052(0.75))>

Ir = 0.25(—0.3540 + (1 + 0.9388 + 0.7702 + 0.5354)) ~ 0.7226

Méthode de Simpson composite avec 2 intervalles

Is = %[f(b) - fla) + ZnZ_:lf(xi) + 41121]:(%)]
=0 i=0

h 1 1 2
I =5 |F0) = F@ -+ 20700+ £00) + 41 (25 72) £ (2572))
0.5
I = - (cosz(l) — 1+ 2(1 + cos?(0.5)) + 4(cos2(0.25) + 6052(0.75)))
Is = 0—: (—0.7081 + 2(1 + 0.7702) + 4(0.9388 + 0.5354)) ~ 0.7274

Calcul des erreurs
|[I —I;] =10.7273 — 0.7226] = 0.0047 ; E, = 0.65% ;
|[I —I;| =10.7273 — 0.7274| = 0.0001 ; E, =0.01%;

La méthode de Simpson composite avec 2 intervalles a donné un meilleur résultat par rapport a la

méthode des trapézes composite avec 4 intervalles.

EXERCICE 5

z 2
I=Je‘xdx
0]

1. Valeur approchée de | en utilisant la méthode des rectangles composite 8 intervalles

I = hff(xi)
i=0

Pourn=8 h=2%=-2%9_1_025
n 8 4

Xo=0;x,=025; x, =05; x3=0.75 x,=1; x5 =125; x, =1.5; x;, =175

Ip = 0.25(1 + e70%5" 4 ¢705" 4 075" 4 71 4 71257 o715 4 0~175%) x 1,0044

2. Borne supérieure de Uerreur absolue

(b — a)* ,
E,=1—-1Igl < T-?;%P]df ()|




En remplagant a et b par leurs valeurs on aura

Fo= 11~ 1ol < = maxl (0|

flx) = e~ = f'x) = —2xe™*"

Pourx € [0,2] : |f'(x)| = 2xe™*’

On doit trouver m = r[r&%ﬁdf’(x)l. Pour cela, on pose g(x) = |f'(x)| = 2xe~*"

Il faudra étudier les variations de g(x) pour pouvoir déterminer son maximum sur I’intervalle [0,2].

g x)=2(1- 2x2)e™"

Le signe de g'(x) est le signe de 1 — 2x2 = 2 G - xz) =2 (i - x) (i + x) qui est lui-méme le signe

V2 V2

de (% — x) car I’étude est restreinte a ’intervalle [0,2]. On aura donc :

1 1
gx)>0=>——-—x>0=x<— gestcroissante

V2 V2
, 1 1 ,
g'x) = 0:5—x= 0='x=ﬁz 0.7071 g admet un maximum
gx)<0= 1 x<0=>x> L g est décroissante
V2 V2

De cette étude on déduit que

= ()| = —g(X)=2 “7 = VZe~05 ~ 0.8578
m—r[r(gglf(x)l—r[rg)g?g(x)—g(ﬁ)—ﬁe =V2e " = 0.

Finalement, on peut donner une majoration de I’erreur absolue
2 2
E,=|I-Ig]l < —.m= §>< 0.8578 = 0.2145

Et comme estimation de la valeur de I’intégrale, on peut écrire
I =1y £ E, =1.0044 + 0.2145
Ce qui revient aussi a dire que 0.7899 < I < 1.2189

3. Valeur de n (nombre d’intervalles) pour avoir E, < 0.1

2.m _2x0.8578
01 0.1
Valeur de Ip pourn =18

I = 0.9365

=17.1560 >n =18

2
E,<—m<0l=n2

Estimation de la valeur exacte de l’intégrale

[ =I1R+E,=09365+0.1 (0.8365<1<1.0635)

Estimation de Uerreur relative

L’erreur relative maximale est obtenue pour la valeur minimale de 1
E, 0.1

= =0.1195 = 11.95 ¢
I.—E, 08365 %

E, =



