Signaux et Processus Aléatoires : Rappels et formules

ST(2018/2019)

Chapitre 0 : Rappels TF

La transformée de Fourier est une technique mathématique
permettant de déterminer le spectre de fréquences d'un signal:
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oLinéarité : ax, (t) +bx,(t) O - aX,(f) +bX,(f)
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oDécalage fréquentiel : x(t)e*™/°" O - X (f - f,) (MA)
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olInversion et conjugaison :
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TF au sens des distributions Pour les signaux a puissance moyenne finie
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=

1

oEchelon et signe: U(¢) O - ﬁ + %5(f) !
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Re{X(f)} est une fonction paire
Im{X(f)} est une fonction impaire
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Pour les signaux a énergie finie, E. = I

—00 —00
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Y(/)=H(f)=X(f)

— 2 _ 2mjfr
La densité spectrale d'énergie (DSE) est la TF de 'autocorrélation §.(f)= |X (f )| - ,[ R (De """ dr

Pour les signaux a puissance moyenne finie, on définit une densité spectrale de puissance (DSP):
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Chapitre I : Notions de convolution et corrélation

Signaux déterministes a temps discret usuels

- Fonction signe - Fonction échelon (unité)
() = 1 nz=0 Un) = F(n) = 1 nz0
T n<o YT 00 m<o

1 T T T T & @
Fonction Echellon
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"~ Fonction porte’ " - Fonction réctangle causal

I =N/2<sn<N/2 1 0snsN-1
MN(n) = . rect(n/ N) = '
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- Fonction Dirac (impulsion unité) "
0.5
1 n= 0 0.4
5(”) = = U(n) - U(I’l - 1) 03
0 n#0 02
0.1
o x(n). An-ng=x(ng) .dn-ng)  * x(n)* dn-ng=x(nng)  KTETETETETSE T

- Fonction sinus cardinal

sin(71@n)
TOn

sinc(@n) =

50 40 -3 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Théorie des systemes linéaires et invariants dans le temps (SLIT) discrets et continus

Linéarité x1(H)+a xa(t) N yi(t)+ay(t)
> Systeme >
ou x1(n)+a x:(n) ou y1(n)+ay(n)
Invariance x(t-1) . Systime y(t-1) R
x(n-m) y(n-m)

Si le systeme est linéarité et invariant, on peut caractériser le systéme par sa réponse impulsionnelle h(t)

(ou h(n)).
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x(t) R v(t) = x(t) Ch(r) = jx(r)h(t -7)dr = j x(t=T)h(T)dT
x(n) h(t) (ouh(n)) o w
y(n) = h(n) Ox(n) = > h(m)x(n=m) = > x(m)h(n—m)

Si on applique a un SLIT une entrée sinusoidale réelle ou complexe de fréquence fo, alors, la sortie sera une
sinusoide dont 'amplitude et la phase pourront étre modifiées mais qui conservera la méme forme (une
sinusoide) et la méme fréquence fo. On dit que les sinusoides sont les fonctions propres des SLIT.

Un systéme linéaire invariant est un systeme dont le comportement dans le temps, peut—étre décrit par :

M
- soit par une équation différentielle linéaire a coefficients constants: z d'y (t) z b; a x(t)

i=0 dr' i=0
M N
- soit par une équation aux différences, pour le cas discret: Z a;y(n—i)= Zbix(n =),
i=0 i=0
Stabilité et causalité
Causalité : h(t) =0 pour t<0 (ou h(n)=0 pour n<0).
Stabilité : une entrée bornée = la sortie reste bornée I|h(t)| dt<M (ou Z|h(”)| <o)
Energie et puissance o
2
Soit un signal x(n) a temps discret a énergie finie E = Z|x(n)| = Puissance nulle

Dans le cas général, on parle de signaux a puissance moyenne finie définie par:
N/2-1

P.=lim, N _NZ/Z ‘x(n)‘2 ou P.=lim, ﬁfzzh(n)r = énergie infinie
1 N2 ) 1 N )
Pour un signal périodique P =— Z ‘x(n)‘ ou P = —Z|x(n)|
N 575 2NH

Corrélation et auto-corrélation

La fonction de corrélation permet de mesurer le degré de ressemblance entre deux signaux en
fonction d"un décalage.

o N/2-1
* *
Signaux a énergie finie R, (k) = ZX(n)y (n—k) et périodiques ny(k) :N Zx(n) y (n=k)
n=—co n=—N/2
1 N/2-1

*
Auto-corrélation des signaux a EF Ry (k) = Zx(n)x (n—k) et périodiques: R, (k)= ZX(”) x (n—k)
n=—oo n=—N/2

Propriétés :

- Pour k=0, on retrouve I'énergie du signal Ru«(0) = Ex et Ru(k) est maximale en k=0
- Si x(n) est réel, I'auto-corrélation est réelle et paire.

- L’auto-corrélation d"un signal de durée N aura une taille 2*N-1

Apvlications fondamentales des fonctions de corrélation

Extraction d'un signal noyé dans du bruit, mesure d'un temps ou retard, détection d'un signal périodique.

Le rapport signal/bruit SNRa,=20 Log(Ps/ Ps)
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Chapitre 11 : Rappels sur les variables et vecteurs aléatoires

Variables aléatoires et probabilités

Une variable aléatoire est caractérisée par I'ensemble des valeurs qu’elle peut prendre et par I'expression
mathématique de la probabilité de ces valeurs p(x) ou prob(x;)

déf .

Ou A un résultat possible d'une expérience aléatoire, N le nombre de réalisation de

..n
hm —% Oi1 A et B deux événements distincts avec r145 = nombre de fois que A et B sont apparus

p(A) = lim 24 ) . p
N-+o N l'expérience et nale nombre de fois que le résultat A est apparu
def .
p(A,B) =
n n,
AB—hm——A=l —Dhm—— B/ A)p(A
plaB)= Jim %222 )= 1| 22 i (%12 (81 4) ()

Ou (B/A) une probabllité condltlonnelle c'est la probabilité que B ait lieu sachant que A a eu déja lieu.
Si A et B sont indépendants p(A/B)=p(A) de méme p(B/A)=p(B) d'ot1 p(A,B)=p(A). p(B)

VA discréte

_ Zprob(xi) =1

- Fonction de répartition F,(x,)=Prob(X <x,)

Fy(x;)= Zi:Prob (x;)

j=inf

Moments statistiques f ( x)

j fFlx

o VA discrete:
N
mw=m=ﬂﬁ:2&mw
l N
Var =0 {(x M) } Z(Xi — 1) px,)
. 1
Var = Z)cizp(xi) —,LIX2

Propriétés de l'espérance E{X+Y}=E{X}+E{Y}

Lois de probabilité usuelles

E{aX}=aE{X}

VA continue

- J- p(x)dx =1
- Fonction de répartition F (X

()=

= X
P dx

= i p(x)dx

o VA continue x [ [a,b]
b

moy = [ == E{x} = J-x.p(x)dx

a

= Bl 1)) = [ (e p,)? plosds

Var =

b
Var = .[xzp(x) —,ux2

OaOR Efa}j=a OaOR

Loi Gaussienne LG-g
i pyx(x)= exp(—— ) 2
: A om0’ 2 H .
Loi uniforme -
1/{b-a) P =bi pour a<x<b _atb 2 :(a_b)2
- 2 12
Loi exponentielle \ = = 0 <0 =y ur
K X Ae™ x20
Loi de poisson = - -
e M. = A 2 _
| et o: =
x!
Loi Binomiale i ‘ =
Py =Cip*d-p)" __n! L=np g =np(-p)
" kl(n-k)! X
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Théoréme central limite et approximations : Chaque fois qu'un phénomeéne peut étre considéré comme la
résultante d’un grand nombre de causes aléatoires, il suit une loi de distribution normale (Gaussienne).

Vecteurs Aléatoires

Une variable aléatoire est caractérisée par :
- fonction de répartition conjointe : Fxix2,....xn(x1, x2,...... xn) =P(X1<x1, X2<x2,...... ,Xn<xn)

-densité de probabiltié conjointe : pxix2,....xn (x1, X2,...... ,xn) liée par:

xI xn
Foixoxn (X1, X2, xn) = I""Ile,XZ,.....,Xn (U;, Uy,...... Ju,)du,........ du,

Loi de distribution marginale
400 +0o
le,X2,....Xm ()CI, x2, ...... ,xm) = J- J-le,XZ,.....,Xn (I/t], ..... Uy s U] e e e YUy ) dum+1 ........ dun
—00 —00

Changements de variables : Soit X une VA continue caractérisée par sa densité de probabilité px(x) alors la VA
continue Y=£f(X) a une densité de probabilité donnée par :

0X
py(y) = |J|[PX (x)]x:f“<y> = ‘5‘[%{ (x)]x:f“<y>

Généralisation pour n VA: Soit (X1,X2,...,Xn) un vecteur de VA continue caractérisée par sa densité de
probabilité pxix2...xn(x1,x2,...xn), alors le vecteur de VA continue(Y1,Y2,...,Yn)=£(X1,X2,...,Xn) a une densité

de probabilité donnée par : [ox1 0X1]
aYlr = ovn

Py (YL, ayn):|‘]|[px1 AAAAAAAA xn (XL ’xn)]xl .......... an=f (3l y) avec J=det| =
Loyl oYn|

Covariance et coefficient de corrélation Py =C.n/ (U Y x2)

+00+00

Cop =0 = E{(x1 — M )(x, /’IxZ)*} = E{xl -xz*}_ M x2* = _[ _[ xlxz*P(xl’xz Ydx,dx, = [, ’/’IxZ*

—00—00

Si X1 et X2 sont indépendants=C.ax=0. On dit que les variables sont décorrélées. _Ul c, .. C
2

Le coefficient de corrélation mesure le degré de { T} Ca 0 . G,
dépendance linéaire entre X1 et X2. Pour un vecteur Cx =E\X o Xc [=

aléatoire
, . . . c, ¢, .. C,
Cas d’un vecteur aléatoire Gaussien : Un vecteur aléatoire - -
réel de dimension n (X1,.....,Xn) est un vecteur gaussien si |
toute combinaison linéaire de X1,.....,.Xn est une variable DX, X X )= 1 e‘g(X‘HX)T cx (X‘Hx)
aléatoire gaussienne réelle Pz \/ Qm'd et(C )
X
La variable aléatoire : Y =) a,X, =a’ X est une _N — AT
kZ:; Kk £ E{y}-ZakE{Xk}—a H,
k=1
variable aléatoire réelle Gaussienne.de moyenne et sa .
variance qui ont pour expressions respectives : o, = z aa, cov{X X k} =a'C.a
jk=1
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Chapitre I11 : Processus aléatoires

Un processus aléatoire ne posséde pas de représentations temporelles analytiques. Chaque signal aléatoire
observé représente une réalisation particuliére de ce processus.

- Chaque tracé fournit un signal aléatoire Iy AM? VW““M Al

- a l'instant t;, le processus se réduit a une v.a x;
dont la densité est p(x; ti) = p(x;)

- Deux instants t; et ¢; permettent de définir deux variables aléatoires
x;et xj on peut définir des p(x; 1,1, ) = p(x;,x;)

Statistiques de 1er ordre
- moyenne statistique: [, (ti) = E{x(ti )} = E{xi} = J-x Ep(x, t, )dx
- variance: O (ti) = E{ X, — U, (ti )2} = E{xiz}— M, (;‘: )201‘1 E{xl.z} = f x’ Q)(x, t; )d,valeur quadratique moyenne

—00

Statistiques de 2éme ordre: 2 instants t; et t> donc probabilité conjointe.

- Fonction d'autocorrélation statistique £ . (612) = E{ [ xG) = o, (e )]0 xt) = 2, (6, )] } = R (o10) = 2, (e ) O, (1)

+00+00

- Fonction d'autocovariance statistique :

Si processus centrés (ux(t)=0): Cx(t1, t2) = Ru(ty, t2) o
- Fonction d'intercorrélation statistique: tl,t { x(t, )Ey (t, )} { X, [y*z }
- Fonction d'intercovariance statistiqgue:  C, (t1 ,t, ) R, (t1 A ) M, (t 1 ) Dly* (t 2)
C |zt
- Le coefficient de corrélation est définie par: p (tl , t2) = M -1<p,, (t1 , t2) <1
ANAD

Processus stationnaires :. Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens - p(x, [l.) = p(x);

N

strict lorsque toutes ces caractéristiques statistiques c'est a dire tous ses u (t-)= U
X\l X

moments a tout ordre sont indépendants de I'origine du temps. R, ( . ) R, (T) avec T=t
1l2 2~

- Un processus stationnaire est stationnaire d'ordre 1 4, (t) = U, =csteet O’ (t; -)-= o’

X X

- Un processus stationnaire est stationnaire d'ordre 2 R, (tl ) 12) =R, (T) avecT=t1, —1,

Propriétés de la fonction d'autocorrélation pour x aléatoire réel SSL

- Rx(r)=Rx(—T) avecT=t, —t, et RX(O)2|RX(T)|

Rx(T)

R.(1.1,) = Efx) 3 (1)} = By, 3, } = [ [x 0, Dol xyet,.1, ) iy, G,

- R(0)=Ex(?) =’ +o 2 imR (1) =lim E{x(t)x(c + D)} = 1”45}

0 T -

Cas discret :

,le(n)I,uX =cste et Rx(nl,nz)IRx (k) avec k=n,-n, °
R(O)  R() R.(N-1) 7
R (1 R (0) ... R (N-2
R.(n.n)= (D +(0) N ) . ol
""" Matrice de Toeplitz 1
R(N-1) R.(N-2) ... R.(0) 0l I e
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Bruit blanc : R,(r)=020(r) décorrélé et =0 S.(f)=0?
Discret: R (k)=0?0(k) =R, (k)=0 pour k#0et u (k)=

Puissance et DSP: Py = E(x(1)’) = R,(0)= p,” +0,> Ey = Pydt=[ E(x(t)*)dt

5.(£)=["R (r)e* " ar P.=["s (f)df =R, (0)

Processus ergodiques :Assimiler les résultats obtenus sur une réalisation a ceux obtenus pour un instant
donné ¢t; pour différentes réalisations. Un processus aléatoire stationnaire est dit ergodigue lorsque les valeurs
moyennes statistiques et temporelles sont identiques.

= e .1 .1
uo=% R@=0.0) - p=[ls()dr=tim [ w0 a5, (r)=TFR, ()} = lim —|x, (1)
Chapitre IV : Filtrage et modélisation linéaire des signaux aléatoires

Si x(t) est un signal aléatoire SSL, le signal en sortie y(t) est forcément un signal aléatoire SSL avec :

Y(t)

avec M, (1) = H(0) (f=0) X(t) -

S, (F)=TFR, () =[H(f)S,(f)
La puissance moyenne du signal de sortie est :E{y(t)z} =R, (0)= J.|H(f)| ? S (fHdf

Formule des interférences

S (N =H (HSun(HHL () S (H=S(HH(f) et R, (M=R.(D)*MD)=S,(f)=H()S.(f)

Filte Formeur
DSP du signal de sortie

Si le signal en entrée est un bruit blanc b(t) alors Sy(f) = constante | H(f) | 2

Amplitude (dB)

Filtrage adapté et filtrage optimal

But : Rehausser le signal utile x(t) noyé dans le bruit b(t) SSL : s(t) = x(t)+b(t)

o 2000 4000 6000 8000 10000
Frequence (Hz)

Recherche d'un filtre H(f) qui maximise le SNR a un instant To.

2l
S, (f)
Si le bruit b(n) est blanc, filtre adapté: A x(t) h(t)=x(To-t)

H( ) =k X (D 15,05) VR, = [

H(f) iy =k 10, X7 () = h(t) s =k 10,5 (T, =1)

adaptél

N /

12000

SNR(T,),.. =E./0;}

max

Application : x(t) signal émis signal recu y(t) bruité atténué (de a) et retardé de Tar y(t) = a.x(t —Tar)+b(t).
h(t) = X*(To —t) alors : Ryx(t—To) = lZ.Rxx(t =Ty - TAR)+be(t—T0) maximum en Ty + Tar
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Modele auto-régressif (AR)

Signaux obtenus par passage d'un bruit blanc dans un filtre purement récursif : H(z) =1/ (1 +
N
ot x(n) est un bruit blanc R (k) = o’d(k) y(n) =x(n) = Z a,y(n—1i)
i=1

L'obtention des parametres a; et 02 par la résolution de ces équations :

Ryy (0)
R, (D)

Ryy M
R, (0)

R,(N) I[17 [
R, (N-1|| q, 0

R,(N) R, (N-1)

Modele a moyenne ajustée (MA)

Les signaux a moyenne mobile sont obtenus par passage d'un bruit blanc dans un filtre purement

M M
transverse. H(z) = Zbiz_i y(n) = Zbix(n —-1)

i=0 i=0

M-k
=R, (k)=0> > b, b,
j=0

Remarques :
-Equations non linéaires.

M o0
- Tout modele MA peut étre identifié a un modele AR d'ordre infini: Zbi =1/ Zaiz_i

i=0 i=0
T L 40 T T
05l ’ phrase Vousavez du courrier en attente ‘7 ~ 7 Filter formeur AR d ordre 20
H ‘ Q 20 —— Spectre de la voyelle
(o}
0 B of
g
0.5} . E 20t
L L L L L L L L L L
40 \ | \ | \
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Temps (s)
Frequence (Hz)
Voyelle sur 25 | 0 ‘ ‘
051 oyelle sur 2o ms Filter formeur MA d ordre 20
_@ 2070 — Spectre de la woyelle
op 1 S
2
£
-0.5- b Ei -

095409560958 096 0962096409660968 097 09720974

Temps (s)

Modele ARMA

Ces signaux sont une combinaison des signaux AR et MA

M ) N . N '
H(z)= Zolbiz_’/[l+zl:aiz j R, (k)= —Zl:aiRyy(k—z)+J Z;)bj+k.bj
1= 1= = Jj=

Applications: Modélisation, prédiction de série temporelle, estimation du spectre d’un signal aléatoire, etc.

FEI, USTHB [akourgli@usthb.dz; assiakourgli@gmail.com
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Chapitre V :Notions d'Estimation

L’estimateur £ a pour biais b = E {£ — x} et pour variance: 02 = E {(X - E{ £ })2}=E {£* }- E{ X )2
Le biais est la moyenne de 1'écart et la variance est la puissance de I'écart (mesure les fluctuations de

I'estimateur autour de la valeur souhaité).

Un estimateur est consistant si lim b, = lim 0, =0
N

N - +oo — +00

Estimateurs des moyennes statistiques

Soit N échantillons (xo, X1, .....Xn) indépendants et identiquement distribuées (méme loi avec méme

parametre) d'un signal aléatoire stationnaire

) ) ~ 1 N-1
» Estimation de Moyenne m=-— ) x,
=0 o 1 N-1 ) 2 1 N-1 .o
» Estimateurs de variance : g, =—) (x, —m) o, = —z (x, —m)
N k=0 N -1 k=0
Estimateurs de la corrélation ] Nokot N 1 Nk
R (k)y=— > xx,,, R (k)=—F > x,x,
o +k N —k g +k

» Estimateurs de la densité spectrale

~ 1 ) N-1 o
- périodogramme S« (f) = Y[ avec Y(f) =Yy
N k=0

- corrélogramme  § (k) = TFl_Iéxx (k)]
- périodogramme moyenné : Séparer le signal en K tranches (de longueur N/K), a calculer le

périodogramme sur chaque tranche et a faire la moyenne.

FONCTIONS FONCTIONS FONCTIONS
simpLes | PERVEES Ioe roncrion|  PERVEES  ne Foncrion DERIVEES
y=x y=i y=u '=u’ y=u+v-w y=u+'-w
y=ax y’:a y=a-u y’: a-u y=u-v y’=u’v+uv’
y=x" y'=mx™! y=u" y=m.u".u y:% y=RYZUY vv;“v
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Rappels et formules

Signaux et Processus Aléatoires

u

(xu)sod

(0)5090 = Xp((X)us) | ¢ (X)u1s = Xp(()509) |

(

soo 1 = ((Murs) ¢ (s 1O = (n)s09)

(0500 = ((Yus) ¢ (VSO = ((509)

LIppdoun), g

Ldidouts,, g

4 dUippsos, e

S0

uis

X002 =4

© =xp((xwurs) | *

S0) -« U

(xuus

) : SaAmwg (X1

(ws-«s0n) 1 sa9ARQ (TIIA

(pg)s00+1
o1 ~
(4 -_—_
CECTRR
4 -—_
50D |A5~m8

: Uonesiieaul| ap sanwiod (A

[=(p) uis+(v) s0o
0BV 9100 s
——————— —ojuadue
asoddQ 2109 ! L
asnuayiodAH
—————— —snuIg
9soddQ 9190
asnugyodAH
= snuiso)

ue)

Jua0elpy 9190

: 3seq ap sajnwiiod (11

09400 TP 0003,

| N N
. v“xﬂé ((9+v)s00+(q—p)s0d VM nSvmoaQ&mOo A =d vmooA bed vaNnASmoo+A5mou

1 SBWWos us sjinpoid sp Ss|nwio4 A> . S}InpoJd ua saWWos ap Sa|nWIo4 A>~

ISIS-0300

aup | ¢ Elo]xw
0|0 wox |- [T & i
0 0 1 % w M 0 x us
(d 4 i .
1 1- 0 M q q 1 X s02
-, |2 e P2
s £ x x x x 0 *
2185(1
o09¢€ | 081 06 009 | oSV | 0 | O u
s8uy
O,
fi | =
=Ep((mjson) | H3pwoucsu] neajgel (X
() ey -1 S
oz O
(b)sod(d)sod (q)uey (v)ues@®p
(p)s0d(p)uisg = (pg)urs —————=(b)uey—(d)uey il
(b—d)urs sup 1 (@EO@m (90p)uey
(p) wsg—1=[—(») 8007 = (v) uis—(p)_s0d = (p7)sOd (b)soa(d)s0d wpur g (Que(rumo]
—_— = (b d bl =
. By (b)uey +(d )uey T (g®p)uey
: UopFed|dnp op S9NWIOT (A . .
G=us( " FustO= (b)s000)(d)so0 (g)uis (»)s09 — (g)s00 (v)uis = (¢ — v)uIs
[4 =
((g+p)urs +(q —p)uis) — = (q)s0d (v)urs T — € . 1500+001$
I Goa s Grg 0T =usO(@us (g)uts (v)s09+(g)s0d (v)urs = (g +v)uis
—_— o
((q+p)s00 —(g- Smoovﬂ = (s e G m 7590 mw U = (Bus@(d)us (g)u1s (p)uts +(¢)s00 (£)s00 = (¢ — P)SOD

(q)uis (p)uis — (¢)s0d (p)s0d = (g + v)s0d

: UORIppE,p s8I0 (111

X+ £ - m -
Axvm0u®qu+ IMA |v:_m - — (x)s00— = A X \%lv .

(x)uis nAx+=h\vmou vk\+ H (uis ~ HA X \%lvmou Axv_.__m®qu |vc_m
253 o (x)s0o = A x |v S0

g . uJ m snugso))

++ ot (x)uis — quvEm

(x)s02 HAX l%v:_m W ﬂv (x)s02 HAX +%v:_m ()s02 Hvamou

(x)uis qu \%vms s05 o&:m@nAx +%vmou

10

(xuis — = Ax + #v:_m

(x)s00 — = Ax +wv sog

(X)uis = Ax \Ev uis

(x)s09(=)= Ax - HV so]

L 99AY (T

1 5910055€ S9[BuY (]

; assiakourgli@gmail.com

.dz

FEIl, USTHB [akourgli@usthb



