CHAPITRE 1
Rappels sur les transformations
discretes



INTRODUCTION

C’est quoi ’analyse spectrale?
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Peut on interpréter et analyser ces signaux uniquement dans le domaine temporel?
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Exemple d’un signal de parole du mot *’Samedi”

Peut on interpréter et analyser ce signal uniguement dans le domaine temporel?
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Exemple d’un signal ECG

Peut on interpréter et analyser ce signal uniguement dans le domaine temporel?
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Exemple d’un enregistrement EEG

Peut on interpréter et analyser ce signal uniquement dans le domaine temporel?
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Exemple d’un bruit blanc centré et Gaussien

Peut on interpréter et analyser ce signal uniguement dans le domaine temporel?
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Exemples d’images Barbara

Peut on interpréter et analyser ces images uniquement dans le domaine spatial?
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Exemples de series temporelles économiques

Ces courbes sont des données obtenues grace a une étude économique sur /’inflation et
le chébmage. Elles représentent donc des séries brutes utilisées dans cette étude
economique et celles détendues correspondantes: chémage (brut: ligne mince, détendu:
ligne en gras) et /’inflation (brut: ligne fine en pointillés, détendu: ligne en pointillés
epais). Les données sont mensuelles et couvrent la période Jan60-Dec01.

Peut on interpréter et analyser ces données économiques uniguement dans le
domaine temporel? Que doit faire I’économiste
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Exemples de series temporelles d’épidémiologie

Peut on interpréter et analyser ces données de la crise sanitaire due a la covid-19 a
New York (nombre de gens contaminés par jour) uniguement dans le domaine
temporel? Que doit faire I’ épidemiologiste ?
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Exemples de series temporelles d’épidémiologie
Peut on interpréter et analyser ces données de la crise sanitaire due a cla ovid-19 au
Michigan (nombre de gens contaminés par jour) uniguement dans le domaine
temporel? Que doit faire I’ epidémiologiste?




INTRODUCTION

C’est quoi ’analyse spectrale?

30k

25k

20k

15k

Confirmed new cases

10k

Sk

L =< ,_‘_———;’:_wf—;é;—-fyf—h__

0
Feb 2020 Mar 2020 Apr 2020 May 2020 Jun 2020

Mexico India
Russia Feru

Brazil s
Chile United Kingdom
Pakistan Iran

Exemples de series temporelles d’épidémiologie
Peut on interpréter et analyser ces données de la crise sanitaire due a la covid-19
dans différents pays (nombre de gens contaminés par jours) unigquement dans le
domaine temporel? Que doit faire I’ épidémiologiste?




INTRODUCTION

C’est quoi ’analyse spectrale?

C’est l'ensemble des methodes permettant de mettre en évidence les
composantes periodigues présentes dans un signal, une série de donneées, une
courbe, une image ou méme une video.

Donc elle permet d’identifier le contenu spectral (ensemble des fréquences)
presentes dans ces donnees traitées.

Pour guelles applications?

Les données mesurées et/ou acquises (signal, images, vidéos données ....etc)
doivent étre traitées surtout numériguement (par exemple un filtrage, un
débruitage, une extraction, une detection, une compression, une synthese
....etc). Souvent il est plus intéressant d’effectuer ces traitements dans le
domaine spectrale (dit domaine transformé) au lieu du domaine original dit
direct (temporel, spatial, spatio-temporel ...etc)



INTRODUCTION

Quels sont les outils de base pour analyse spectrale?

Sans nul doute la transformée de Fourier ...!

Mais aussi bien d’autres transformées linéaires et surtout orthogonales.

D’ailleurs pourquoi on les appelle transformées linéaires et aussi
orthogonales?



RAPPELS MATHEMATIQUES

Combinaison linéaire

Souvent, au lieu de garder les signaux observés et acquis, que /’on note par
exemple x(t), sous leurs formes originales (sous forme de données mesurees)
nous essayons de les représenter, ou les approcher (les approximer), sous forme
d’une combinaison linéaire utilisant une base de fonction ¢(t) choisies
préalablement. C’est ce que /’on appelle habituellement une représentation
vectorielle des signaux

()= )

x(t) est ’approximation de X(t), N est /’ordre de la combinaison linéaires et
les coefficients ¢, doivent étre calculés pour une approximation optimale

C’est ce qui représente les fondements de base de [’analyse spectrale
deterministe. Ceci doit donc nous permettre de représenter les signaux mesures
sous forme plus simples nous aidant a mieux les interpreter et les analyser



RAPPELS MATHEMATIQUES

Notions de distance
Pour mesurer le degré de ressemblance ou de dissemblance entre x(t) et y(t)

(ou sous forme discréte x, et y,), deux signaux, deux vecteurs ou méme deux
series de donneées on utilise la distance d(x,y).

1l s agit d’un scalaire réel, positif ou nul et vérifiant les propriétes suivantes :

Nom Propriété
symetrie dix,y)=d(y, x)
separation d(x,y)=0x=y

Inégalité triangulaire dx,z)<dx,y)+d(y,2z)



RAPPELS MATHEMATIQUES

Exemples de distances

Nom

distance de Manhattan
distance euclidienne

distance de Minkowski

distance de Tchebychev

Parametre Fonction
- N
1-distance Z:; | v, — Xn|
NN 2
2-distance > |y, — X,
Nn=>1
. N
p-distance o/ > v, — x,|"
Nn=1
- A P
co-distance lim o Z_ll|yn — X, |

La distance Euclidienne permet de généraliser l'application du théoreme de
Pythagore a un espace de dimension n. C'est la distance la plus utilisée et la

plus « intuitive ».


https://fr.wikipedia.org/wiki/Distance_de_Manhattan

RAPPELS MATHEMATIQUES

Notions de norme

La norme du signal x(t), que /’'on notx(t)]  , représente la distance d qui
separe [’origine de [’extrémité du signal.

On peut de ce fait calculer la distance qui séepare deux signaux x(t) et y(t) en
calculant en tous points la norme de la difference entre ces deux signaux.

‘ 2

N
[Vo =Xall=llen| =d(x, y) = /2 [y — X,
n=1



RAPPELS MATHEMATIQUES

Notions de produit scalaire
Un produit scalaire entre deux fonctions, deux signaux ou encore deux vecteurs, noté

<x,y>, est un scalaire réeel ou complexe permettant entre autres de déterminer le degré
de ressemblance (corrélation) ou dissemblance (décorrélation ou orhtogonalité) entre

X(t) et y(t) et possédant les propriétés suivantes

<X,y >= j x(t)y”(t)dt ©Ou D est le domaine de définition de x(t) et y(t).
" * Représente le conjugué
<X, X >= HXHZ Six(t) € L? ['ensemble des signaux a énergie totale

finie, alors <x,x> représente son énergie totale
<X, Y >=< Y, X>

< ax, By >= aﬂ* < X,y > Ou aet Brepresentent deux constantes

<XAU,Y+HV>=<X, Yy >+<X,V>+<U,¥y>+<U,V>

Important :
O Si <x,y>=0 alors x(t) et y(t) sont orthogonaux

d Une base ¢,(t) est dite orthogonale si <@, (1), ¢,(1)>=0, kA




APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

L’idée est d’approcher un signal mesuré ou observé x(t) par une combinaison

linéaire de la forme: N
= Zak¢k (t)
k=1

On cherche donc a determiner les valeurs optimales ¢, garantissant une
distance Euclidienne d(x,"x) minimale.

~fleall=d( x.x ) =

7AN N
le, | = dz[x, xj — 3 Ix

n=1

2
= min

N\

— Xn —Xn

n

= min

N
— E :ak¢k
k—1




THEOREME DE PROJECTION

L’ approximation x(t), sous forme d’une combinaison linéaire, est optimale au

sens des moindres carrés si /’erreur e(t)= x(t)— x(t) est orthogonale a
toutes les fonctions ¢ (t).

C’est-a-dire : <€, ¢k >=0 Vk

Comme nous avons : A A A

N N N

<X X>S=<X+E,X>=< X, X>+<e,X>

et : )A((t)=kZN_;05k¢k(t)

Alors nous aurons :

<X,ZN:0£k¢k ><Za¢, Zak¢k >+<e,ZN:ak¢k(t)>

Za K < X, P, t)>—za.za k <¢.(t ¢k >+Z(Z k <€, ¢k()



CALCUL DES COEFFICIENTS ¢

En appliguant le théeoreme de projection pour une approximation optimale, ce
qui nous permettra de trouver les meilleures valeurs des coefficients ¢,

e }
ZN:a*k <X, ¢ (t)>= ZN:a, ZN:a*k <¢(t) 4. (t)> 4J:ZN: a’v <e, g (t) >i
B B B ‘L__ ______________ .’!
|
=0, Vk

Za*k <X, ¢, (t)>= Zal Za*k < (t) 4 (t)>

=1
Si, en plus, on choisi une base ¢(t) orthogonale alors nous aurons:

<X 4 (t)>=a, <g ()4 (t)> Wk

C’est donc un systeme de N équations a N inconnues (les coefficients ¢, ) et ou
chaque éguation possede une seule inconnue



CALCUL DES COEFFICIENTS ¢
<X @ (t)>=a, <g(t)a(t)> Vk

Sous forme matricielle, nous pouvons écrire :

<Xd> | [<dd> 0O ... 0 o
< X,P,> 0 <¢0> 0 . . 0 a,
0 . 0
< X,Py> 0 0 <90, | @y
i <X, @ (t)> ;



SERIES DE FOURIER



SERIE DE FOURIER

11 suffit d’utiliser les résultats précédents avec une base de fonction ¢(t) sous
forme d’exponentielles complexes a savoir des fonctions complexes périodiques
de périodes respectivement T/k.

Comme la combinaison va de — [’infini a + l’inﬁm‘ alors [’approximation sera
egale a /’approximée et nous auron;ob

Zak



SERIES DE FOURIER

Si on suppose que x(t) est périodigue de période T, de puissance moyenne finie,
et reel alors nous pouvons deduire gu il peut étre decompose en une somme de

sinus et de cosinus.

X(t) =2+ a, cos(2z —t)+h, sin(2z 1) (@)
) & T T

2 T/2 n
a = j x(t).cos(Zn?t)dt n=012,.. (b)

-T/2
T/2

b, =$ I x(t).sin(27z$t)dt n=123..
112 (c)
d a, est ’'amplitude de la composante continue
DC ou valeur moyenne de x(t)
(d)
Ua, et b, sont les amplitudes de la Fondamental
de fréquence 1/T, celle de x(t)

(e)

Ja, et b,, pour n=l sont les amplitudes des
autres harmoniques de fréquences multiples

entiers de la fréquence de x(t) (2/T, 3/T, ...... )

4, =0
: ~1(4/7)
N——
PN N
: I+ 3(4/37)
t
N
NS A
/\jn¥/\
1+ 345 (4/57)
NS
AN .Y /\E
AN W NS :
. : [+ 3+ 5+ 7 (4/7n)
. :VAVI\_VAV
0 1
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Exemple
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SERIES DE FOURIER

Exemple

AZ%sin(Zﬂkt)
k=1
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SPECTRE DE FOURIER

Comme les seéries de Fourier vont nous permettre de représenter dans le domaine
temporel tout signal périodique de période T par une composante continue
(éventuellement) et des sinus et cosinus de frequences multiples entiers de la frequence
du signal 1/T, il est plus intéressant d utiliser une autre représentation, autre que la
representation habituelle temporelle, pour le signal x(t) en fonction des frequences dont
Il dispose. Il s agit de la représentation frequentielle ou spectrale.

Dans cette représentation, en fonction des frequences constituant le signal, nous allons
parler de spectre.

K
: : 2m—t k
Le noyau des séries de Fourierg, (t) =a,€e T auradonc pour spectré,(f)=a,d(f )

a, COS(Z%’ —_Ilf tj et b, sin(Z;:%tj auront donc respectivement pour spectres :
a, Kk k jb{ k k }
—<1o(f-=)+0(f-=)| et —=|6(f+=)-0(f+=
2{( )+ T)} et Zt{o(f+0)-5(F+2)

Quant a la composante continue a, elle aura pour spectre : a05( f)



SPECTRE DE FOURIER

QXROF paire
0
T3 T] r] a3
I I | — f:I’l/TO
a, a, 4
X/(f o
) impaire

T P




SPECTRE DE FOURIER

Le spectre peut étre représenté par une partie réelle et une partie imaginaire

Ou bien : Par un module et phase

Domaine Domaine

t l, t yio
(=3, 4256, 0052 1, X(fX=ao+%ﬁ%q_&[‘Tﬂn j+5[f+JT7m
0 0

b
avec ¢, =./a’ +b,f ; @, =tan7 (=)

a

o (F)=tan (2 )(5[f+2jﬂm]—5[f— '

a‘n TO

)




SPECTRE DE FOURIER

paire

| >~ f=n/lo

t 2a(F) impaire

‘ ‘ » f=n/To




SPECTRE DE FOURIER

Des lors pour un signal x(t) périodique réel et quelcongue et compte tenu de son
developpement en série de Fourier, son spectre sera donc obtenu ainsi:

Domaine temporel Domaine spectral

Oo a S a, n N
()= + 32, 00527 1) b, sin(2e 2 X(”:_(S(f)*;?Hf‘?j+5(f+?ﬂ+

_0
) 2
B
T T
A ,E 5 amplitude I \
| T=57 H “
E E IS m i Olz!!jf”]‘ l[Tl AT [

)

=¥

(s 1

nw,t/?2



DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

L’analyse et [’étude d’un signal nécessitent souvent le calcul de son énergie totale et de
sa puissance moyenne totale. Pour un signal deterministe physiguement réalisable son
energie totale est finie et par consequence sa puissance moyenne totale est nulle. Par
contre un signal périodigue possede une puissance moyenne totale non nulle ce qui
implique une énergie totale infinie.
Pour un signal non périodique, /’énergie totale et la puissance moyenne totale son
calculée respectivement par: T

400 5 _ J-

E, = [[x(t)dt =lim XY

T

- 2
Si le signal x(t) est périodique, nous allons nous intéresser uniquement a la puissance

moyenne totale (” eneiT’gle est dans ce cas infinie) en Ia calculant a partir de :

sz%f\x(){dt —+ Z(a +b)

- o P = 2 Sy
Ou encore, en utilisant [ 'identité de Parseval: " n@ Densité Spectrale de Pu

La DSP ou Densité Spectrale de Puissance est la caractéristique essentielle que nous
cherchons a obtenir par [’analyse spectrale. Elle représente la dispersion de la
puissance du signal par unité de fréguence.



TRANSFORMEE DE FOURIER

Si le signal x(t) n’est pas périodique (c’est le cas pour tous les signaux physiquement
réalisables) nous ne pouvons plus le décomposer en série de Fourier (1€ impression).
Cependant, nous pouvons toujours considerer qu il est toujours pédiodigue mais de
période de plus en plus élevee :

b-lr—

time functon T =

000 .\H b ..

I rsec

X,k
Tiﬁs time funcuon T-—s AJl0
A m ‘ ‘ll“
| H H -l 1|ﬂ| "lh. il
0 T 1 tsec ' ¥ w

5 time function T=1s

|

I 1sec

N NN




TRANSFORMEE DE FOURIER

Extension des séries de Fourier aux signaux non périodiques(ie, transitoires..)

X(f)= T x( f)e 2l gf
oy
X(t) = j X (f)et2dMyf

—Q0

spectre d'energie, de puissance
T0 /2 2

(2) Proy = j X (t)dt_Z\an

—TO /2

,  X(t) periodique(Ty)

+00
(3) E= Ixz(t)dtz ”X(f)z‘df, X(t) non peériodique, énergie totale de x(t)

41



TRANSFORMEE DE FOURIER

DA & in(wz
x(1) X (w) At () = AT'(va(v\:;V/ ;2)}
A
-
- SN N
—1/2 0 T2l ot N 0 NA " »

2wt 2m/T Amit Regraduons en f

X (f)=TF[x(t)]= Tx(t) exp(—j2zft)dtteR, f eR

—00

x(t):TF‘l[X(f)]:TX(f)exp(jant)df,te R, feR

La TE, comme toutes les transformations linéaires, est réversible. Autrement dit :

TF *[TF [x(t)]] = x(t)



SPECTRE DE FOURIER

Spectre d’amplitude : Module de la TF R¢ (W{ |

At
. 4n _2n 0 X, 4 ®
At At At At
Arg(X(y))
_4n 2 (:

At Af

Spectre de phase : Argument de la TF




DENSITE SPECTRALE D’ENERGIE

Si le signal x(t) est deterministe et physiguement réalisable (énergie totale finie et
puissance moyenne totale nulle), pour son analyse spectrale nous allons nous intéresser
plutot a sa DES ou Densité spectrale d’énergie:

& / \ 2 H-=12/H
.se¢ DSE en (V/Hz)’.Hz=V?*/H

La DSE ou Densité Spectrale d’énergie est la caractéristique essentielle que nous
cherchons a obtenir par ’analyse spectrale d’un signal déterministe physiquement

réalisable. Elle représente la dispersion de I’énergie du signal par unité de fréquence.
44



PROPRIETES DE LA TF
PROPRIETES DE LA TF

— Xy (1) + ayXy (t) @ gy Xo () +a, X, () linearité
—AS(t) = A Dirac = élément neutre
— A< Ad(t) Constante
—X(at) iw (g) chg d'échelle de temps
—X(t—1) < X (f)e 2T retard temporel
—x(-t) = X(=f)= X(f) renversement du temps
— x(t)cos(2nft) < 1/ 2[X (f — )+ X (f + f,)] modulation d'amplitude
—X (1) * X, (1) & Xy () X5 (F) convolution
— X (1) X (1) <& X (F)* X5 (f) multiplication

n
— z—tx(t) < (2mjf )" X () dérivation

— Xg =réel(X(f)) paire
— X =Iimag(X(f)) impaire

45



PROPRIETES DE LA TF
PROPRIETES DE LA TF

Relation de Parseval
Loi de conservation de I'énergie

Dans le cas ou les intégrales existent, on a

Txof de=|x (P df

La Transformée de Fourier conserve I'énergie du signal

46




PROPRIETES DE LA TF
PROPRIETES DE LA TF

Les définitions symétriques de la TF et de la TF inverse permettent de mettre
en avant une propriété de la TF appelée Dualité de la TF.

Soit x(t) , une fonction quelconque dont la TF est bien définie
+oo

X(f)= [x(©)e 2dt et x(t):TX(f)eizﬂﬁdf

— D

Onadonc x(—t) = TOX( e 12Htdf

En intervertissant les variables temporelles v e
et fréquentielles, on obtient :
+o0 | ' r
x(—f)= [ X (e > dt=F (X (1)) =
Donc si x(t) % X ( f) T X(p)
alors X () ——>x(= ) /\ 5 °
~ A\ N B

VIRV

) —4—-3-2-—1 1 2 3 4
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PROPRIETES DE LA TF
PROPRIETES DE LA TF

Linéarité

a, x,(t)+a,x,(t) - a, X,(f)+a,X,(f)

Decalage temporel
x(t—t ) e e T x(f)
Decalage fréequentiel

j2naf t

e x () - X(F—F,)
Changement d'échelle
1 .
x(at) & m [ﬂf—} ae
Déerivation
dx(t)
dt

Intégration

—j2nf X(f)

Soit P[x(1)] la primitive de x(t)

L'amplitude A; ne change pas. La
phase est modifié de 527 ft,

x(ar)arrow

La contraction dans le domaine temporel (a = 1)
correspond a la dilatation dans le domaine

frequentiel et inversement

La TF et la TF inverse ne sont
1 pas toujours définies

X(f) 48

P x(t)] -



PROPRIETES DE LA TF
PROPRIETES DE LA TF

Inversion temporelle
X(=0) & X(=f)
Conjugaison complexe
X'(0) < X" (=)
Symeétrie dans le cas de signaux réels

Le spectre d'amplitude est une
fonction paire et le spectre

donc ‘X[f”:‘)ﬂ_f” et o(f)=—o(—f) d'argument est impair

Si x(1) est un signal réel alors X(f)=X(—f)

Symeétrie dans le cas de signaux imaginaires purs

Si x(f) est un signal imaginaire pur alors X [f|=—X|(—f

Parité

= Si x(t) est un signal réel et pair alors X(f) est réelle et paire
49
= Si x(t) est un signal réel et impair alors X(f) est imaginaire pure et impaire



PROPRIETES DE LA TF

— Linéarité

— X() 8 module |X(f)|, phase Arg[X(f)]

— x(t) réel < Re[X(f)] paire, Im[X(f)] impaire, module pair, phase impaire
— Xx(t) réel pair < X(f) réel pair

— x(t) réel impair < X(f) imaginaire impair

— x()*v(t) SXP.YP et xt).y1) < XYY |

—X(1) *O(t-ty)= x(t-t)) < X(f) exp(-2jmfty
—x(1) exp(2 ] 7t f) < X(fAy)

—x'(t) SX(f)

—x(at) < |a|”’ X(f/a)

—d"x()/dt" < (2 7f )" X(f)



PROPRIETES DE LA TF

— o) &1

— 1) <% o) +1/2)xf)

— cos2afy) < [S-y) +SFH)I/2

~ sin(2afyt) < [y -SFH)I/2

— 2o(ttnl) & F, Xo(f+kF,) avec F ,=1/T
— Rect(t) < 2a.Sinc(nfa)



PROPRIETES DE LA TF

Examples of Fourier transforms

1 o _ :c -
flt) = o= ,I'r Fw)etdw | F(t) = J,f Fltre—Iwtds
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I & osinaw
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représentation des signaux en temps
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ECHANTILLONNAGE

Un traitement numérique ou une communication numérique exigent avant tout que le signal
informatif, genéralement analogique, soit numeérise.

|! |!| | II I Echantillonnage | ! Codage !

analogique " Discret " Numérique

D/A
s Bsp

analogique -~

59



ECHANTILLONNAGE

 TRAITEMENT ANALOGIQUE:

« Circuits: resistances, capacités, ampli-op ...etc

x(1)

Elect. analogique

(1)

 TRAITEMENT NUMERIQUE

* Microprocesseurs, DSP, autres circuits programmables ...

On doit commencer pat convertir x(t) to nombres (numeriques) a stocker dans une memoire

Xx(t
L’ A-to-D

x/n|

COMPUTER

yin/

D-to-A

(1)
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ECHANTILLONNAGE

Pour numeriser un signal analogique (conversion analogique numerique
CAN) il faut deux opérations:

» Echantillonnage: Il s agit de discrétiser le temps

* Quantification: Il s agit de discrétiser les amplitudes
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ECHANTILLONNAGE

AMPLIT

I:E
 Centinue IFlser e _
{ xie) Ty

r
=
=
=)
1

i d

! f sipndl analogigue ':'1: Hgaal quantilid Ih"r—l'r’_m-

foxieg £ iyl = ¥{k]

{1 A1l =
11k -
a

‘ hhr,ﬂn —

5:|:r|:||-.- hantillsemss

[r'h. AT, ‘

- 4
1 AT L T .J‘_Llr 'I'-

sdliAL
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE THEORIQUE

x(t)
() ()
()= 3 o-nT) e
----- }(0)7;(%_)’2(&)
{ hak
3T -2T -T 0 T 2T 3T 4T t

NB: 1l s’agit donc d 'une modulation tres particuliere ou la porteuse est
un train d impulsions (peigne de Dirac).
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE THEORIQUE

p(t)

C’est un echantillonnage théorique
=\>9 . dans le sens ou le peigne de Dirac ne
x(t X, (t peut étre génére dans la pratique.

L’echantillonnage est une multiplication

{ Xp(t)ZX(t)X p(t) dans le domaine temporelle du signal

analogique par un peigne de Dirac. Dans le
X b ( f ) =X ( f )* P( f )] domaine spectral ¢ca sera un produit de

convolution.

ou p(t)=o;()= iﬁ(t—nT)

N=—o0
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE THEORIQUE

Domaine temporel.:

+00

X, (t) = x(t)- i&(t—nT) = > x(nT)S(t—nT)

N=—o0 N=—o0

/\N

5
: F‘T——l p(t)

IR

(O
e SO o
/// T \\\ /// = & xp(t)
4 f g,
L

o t

t

65



ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE THEORIQUE

Domaine frequentiel.:

X(t) «—— X (f)

p(t)(LP(f)— Zé(f——)—f Z5(f—kf)
Xp(t)<L>Xp(f)— ZX(f—kf)—f ZX(f—kf)

k=—00

On remarque donc que le spectre du signal échantillonné est périodisé avec une période
égaleaf,

Ceci confirme bien la propriété de la transformée de Fourier:
Periodiser dans un domaine (temporel ou fréquentiel) revient a echantillonner dans
[’autre domaine (fréquentiel ou temporel).

66



ECHANTILLONNAGE

X(jw)

I
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ECHANTILLONNAGE

THEOREME DE L'ECHANTILLONNAGE

Theoreme:

Soit un signal X(t) supposé a bande limitée

X(f)=0, [f|>f,

alors x(t) pourra étre détermine uniquement par ses échantillons

x(nT),n=0+LA

if ou
f,>2f,




ECHANTILLONNAGE

La reconstruction du signal analogique

Pour convertir un signal échantillonné en un signal analogique il suffit d’eliminer la
périodisation de son spectre et garder que la période principale. Ceci peut étre obtenu

par un filtre passe-bas.

Si on suppose au depart que le filtre de reconstruction, appelé aussi filtre interpolateur,
est idéal (réponse fréquentielle sous forme d 'une fenétre rectangulaire).

p(t):f: s(t—nT) T H(f)

N=—00

X X - f
X(t) p(t)= H(f) —r(}) f, 0 T,

fgy<f.<f,—f1,
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ECHANTILLONNAGE

La reconstruction du signal analogique

p<t>=§1 5(t-nT)

() @ )

+00

X ()= > x(nT)st—-nT)*TF™

N=—o0

+00

H(f)

X, (1)

—»

H(f)

T

— T, 0 T,

fy <f.<f,—f1,

ta)

X (t)= Y x(nT)s(t—nT)*2fTsinc(2ft)

N=—0o0

X (t)=2fT f x(nT)sinc(2f.t—nT)

N=—o0



ECHANTILLONNAGE

Théorie d’échantillonnage

VAN

e ——— e ———

X K

. .l.

f
- Duplication des
spectres a cause de

[ echanttllonnage

x,(1) Xp(1)
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ECHANTILLONNAGE

Théorie de |la Reconstruction

L

o

sinc

X

Xp(f)
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ECHANTILLONNAGE

Echantillonnage a la frequence de Nyquist

VAN it

e ——— e ———

L b
A AN

Xo(D) Xp(1)




ECHANTILLONNAGE

Reconstruction a la fréquence de Nyquist

I[I
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ECHANTILLONNAGE

Echantillonnage au dessous la fréquence de Nyquist
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ECHANTILLONNAGE

Reconstruction au dessous la fréquence de Nyquist
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ECHANTILLONNAGE

Erreur de Reconstruction

A=

Signal Original

—

\'\L/—\
N

Reconstruction sous echantillonnee
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ECHANTILLONNAGE

Reconstruction avec une fenétre triangulaire

I FREAVAVLVAVAL

% X

A\ N

v A

————y— ————

Xo(D) Xp(1)
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ECHANTILLONNAGE

Erreur de Reconstruction

Signal Original

V V

Reconstruction du Triangle
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ECHANTILLONNAGE

Reconstruction avec une fenétre rectangulaire

80



ECHANTILLONNAGE

Erreur de Reconstruction

Signal Original

Reconstruction Rectangle

81



Amplitude

f, =

2kHz

Amplitude

Echantillonnage d’une sinusoide

Continuous Waveform: x(7) = cos(2x100r)

-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Time (sec) ©
Sampled Signal: x[n] = x(nT,) = cos(2x 100nT), with T, = 0.0005
T T T -
-10 0 10 20 30 40
Sampled Signal: x[n] = x(nTy) = cos(2w 100nT),), w@
'-.\ .JT.\ '-W'\- -4
RS Re ‘\ e "\, ’
- ! + - L% s
T\_ ’*1 r\‘ _ff }-‘ '.'T
b » LY L - .
J J I J T
[ 1 A " oy
-5 0 5 10

Sample Index (n)



Reconstruction de la sinusoide?
Oui mais laquelle

Compte tenu des échantillons (en bleu), dessiner une sinusoide a travers les valeurs

Two continuous cosine functions drawn through the same samples

AIRAANSIRAAN AN RA

AUUMUMUUUMUVVVUW

0
Time Index Axis,n

x[n] — COS(O.47Z'FI) Quand n n est un entier
cos(0.4zn) = cos(2.4xn)
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE NATUREL

p(t)= 3 P (t-nT) H(F)

— T

X(t) *Gé Xp(t) : H(ja)) i(»t) —f. 0 T,

fy <f.<f,—f,

(1) ={x() 5 B (t-nT)n(e)

N=—oc0

Difficultes.:
I Le filtrage passe-bas idéal est impossible,
2 Les impulsions de faibles largeurs sont difficiles a générer.
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE AVEC BLOQUEUR

(1) e 2O xm)xer)
_____ T ,4\ [
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE AVEC BLOQUEUR

p(t)=D, Slt=nT) - ___ 1
T 1 hy(t) i
I X : Xo(t)
X(t) @ ) i
0 T |

Bloqueur d’ordre zéro

+00

X(t) =X, (t)xhy(t)= 3 x(nT ) (t—nT)

N=—c0

0 (f):ejzﬁfT/{zsin(zﬂfT/Z)}

2
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE AVEC BLOQUEUR ,
Ho0 Filtre de
p(t) = Z 5(t - nT) Reconstruction

0~

Bloqueur d’ordre
Z€ero

L _ejZﬂfT/ZH(jZﬂf)

~ 2sin(2A4T /2)
2 nf
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ECHANTILLONNAGE

| Hy {jew} |

ejZﬂfT/ZH(f)

H. (o) = 55zt 2)

27
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ECHANTILLONNAGE

§ 7.2 Reconstruction

Band-limited interpolation

pt)=3 st—nT) H(f)

N=—o0 T

X(t) @ Xp(t)= H(f) l(»t) — fC 0 T,

fy <f.<f,—f,

X, (t) = X (t)*h(t) h(t) = T sinfjﬂfct)
= 3 (X)) *h)
C T sin[24f (t—nT )]

n;Ox(nT)h(t -nT) = ZOO x(nT) pra



ECHANTILLONNAGE

Signal analogique
original
- -7 e - x m
Apl”éS . .I"l'. "' I""o., '__.-I"-'F 1|Il"'l-.l"I p
[’échantillonnage ) B S
, L _ N |
r-' _ . t‘ =
¢ : : .
! ' !
I
1
The Filtre
Apres le filtrage P .ClS o e—baS
De reconstruction lisses les
discontinuités

et remplis les
t vides 0




ECHANTILLONNAGE

Zero-order hold p(t) = f: o) (’[ -nT )

Signal analogique
original

N=—00

Apres
[’échantillonnage

A pres le passage
A travers unbloqueur
D ’ordre zéro
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE AVEC BLOQUEUR

P H el |

T

: | g2 irepoleging
[ | lil1pr

R

“laky _i"_: i ﬁ L Y
2 2

Zero-Order Hold
2sin(2A4T /2)
2 7f
ej27zf T/2 H ( f )
2sin(24T /2)
27

Ho(f):ejzjﬁT/2|: }H(f)

H, ()=

| H, {iw) |

Filtre bloqueur
d’ordre zéro
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ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLONNAGE AVEC BLOQUEUR

x(1) h(t) y(t)= x(t)

0T T Ve T TR

x(t) h(t) Zera-order hold

e T
ad -

0T t 0 % { 0 t

x(1) h{t) First-order hold

1]

I
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LA TRANSFORMEE DE FOURIER
DISCRETE

TFD



TRANSFORMEES DISCRETES LINEAIRES

Sous forme discrete ces transformations linéaires representent un vecteur ou
signal f(x) d’un domaine direct , dans un domaine dit transformé. Ceci en
utilisant un noyau de transformation souvent sous forme d’une base de
fonctions orthogonale @(u,x)

Transformée directe Transformée Inverse
N-1 N-1
F(u)=>"f(x)¢"(u,x) f(u)=> Fu)g(u,x)
x=0 x=0
u=01...,N-1 x=01.. N-1

[ Les transformées discretes linéaires (orthogonales) nous donnent un spectre
discret composé de N coefficients a partir d’un signal discret composé
egalement de N échantillons.

dLa différence entre une transformée linéaire discrete et une autre est le noyau
de la transformation que I’on note ¢(u,x) ou x est la variable du domaine direct
et u la variable du domaine transformeée.

Plusieurs exemples de transformees lineaires discretes sont utilisées a I’instar
de la TFD (Transformée de Fourier Discrete) TCD (Transformée en Cosinus
Discrete), DST (Transformée en Sinus Discréete), ...etc



TRANSFORMEES DISCRETES LINEAIRES

m [F 1D : Continue

+00

F(u)= [ f(x)exp(~27xu) real(g(ax _ imag(g(e

X : variable continue du domaine direct '\/ \/\
u : variable continue du domaine transformé \/\/ \/\/\

s TFD 1D de longueur N : Discrete

F(u) = Zf(x)exp( ”’X“j
u=01..N-1

X : Indice discret du domaine direct
u : indice discret du domaine transformeé X X




TRANSFORMEES DISCRETES LINEAIRES

Transformée de Fourier Discréete Directe

F(U):“Zlf(x)exp(_ 2721'XU) x : indice discret du domaine
dlrect

> Indice dl%tggt(gy domalrwnag(A)
Transformée de Fourier Discréte InVé?‘Eleorme

u=01.. N-1

f(x):%NiF(u)exp(zﬂxu)
x=01..,N-1

Base de fonctions ou noyau de la
transformations: Exponentielles

Cample;tg’sx) _ exp( 27z|iI uxj




TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE (TFD)

* {f(x) } = {F(u)}
u,x=01,...,N-1
Wy =exp{-J2z/ N}

Fu =S o)Wy

f(x) = jﬁ > F ()W,

-



TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE (TFD)

TFD 1 D sous forme matricielle

F(u) = f f (x) exp[— 27zjxuj

N
u=01,..,N-1
X . Indice discret du domaine direct ,
o ) ) real(4 imag(A
u : indice discret du domaine transforme —— ;(;); — 8(4)

. 2 e T
Fl=w][f] NN XA

[VV ] = Matrice noyau N XN - \/\/\/\/ SN
Contient les valeurs de W], = {exp(— 27z|ilxu ﬂ \/\/\/\/\/\/ N\/\/\/\/’
[f ] — [VV ]_1*.[|: ] TFD inverse . .

matricielle




TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE (TFD)
PropriétésdelaTFD 1D

[F ] — [VV ][ f ] [VV ] = Matrice noyau N XN

ko 5]

« Energy Conservation

- TEIP=1fI7

* [E[F=] WE[]P= (WH)T(WH=FTWTWx=FTf=| f|?
e Rotation

— The angles entre les vecteurs sont préserves

— Une transformation unitaire est une rotation d'un
vecteur dans un espace de dimension N, c'est-a-dire
une rotation des coordonnées de base



TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE (TFD)
PropriétésdelaTFD 1D

« Compactage énergétique

De nombreuses transformees unitaires communes ont tendance a regrouper une grande
partie de I'énergie du signal en seulement quelques coefficients de transformation.

e Décorrélation

Eléments d'entrée hautement corrélés vs coefficients de sortie trés peu corrélés

O Matrice de covariance E [(F- E (F)) (F- E (F)) * T]
Qune petite corrélation implique de petits termes hors diagonale

Question: Quelle transformation unitaire donne le meilleur
compactage et la meilleure décorrélation?



LA TRANSFORMEE DE FOURIER
RAPIDE

FFT



LA FFT

* Quelques dates:

— ~1880 — premier algorithme décrit by Gauss
— 1965 — algorithme redécouvert par Cooley and Tukey

* En 1967 le calcul d’'une TFD sur 8192 points
avec un ordinateur de la deuxieme géneération
IBM 7094

— ~30 minutes en utilisant des techniques conventionnelles
— ~5seconds en utilisant FFTs



LA FFT

Cout calculatoire d’'une TFD

e Selon la formule de la TFD nous avons:

N1 20k |
X[k]= & x{n]e” /2PN
n=0

— Le calcul d’un seul coefficient d’'une TFD a N points nécessite N additions et
N multiplications complexes

— Le calcul d’'une TFD a N points nécessite donc oN2 opérations complexes

104



LA FFT

Algorithme de Cooley-Tukey

e Soit la TFD pour un nombre de points N, puissancerxde”

2 N-1 N1 |
' X[K]= & [y = & x[nle 72PHIN, = o J2PIN
nZO n:O
* pour k=0, 1, ..., N-1

* En divisant cette somme en deux sommes selon les
indices n pairs et impairs, on obtient:

(N/2)-1 (N/2)-1
. XK1= & x2AWn¥F+ & xl2r+ 1wy (2
r=0 r=0

pour k=0, 1, ..., N-1



LA FFT

Algorithme de Cooley-Tukey

(N/2)-1 (N/2)-1
XK= & 2 myR+ & xfer+1my(2rk
r=0 =0

e pour k=0, 1, ..., N-1

* Mais W]%] = ¢ J2P2IN — - j2PI(NI2) Wxio et W]%frkW]]\cf = W]]\CTW]QkIZ
A|OI‘S (N/oz)_]_ (N/02)-1
XK= & x[2wg,+whk & x[2r+uwit,
n=0 n=0
| | | |
G[k] H[k]

TFD a N/2-point de x[2r] TFD a N/2-point de x[2r+1]

Mais attention G(k) et H(k) sont deux TFD a N/2 points seulement alors
que X(k) est a N points (k=0, 1, ..., N-1) 106



LA FFT

Algorithme de Cooley-Tukey

(N 2)-1 (N/2)- 1

X[k] = a x[2r]WN/2 + WN a X[2r+1]W]I<fl€/2
n=0 n=0
(k=0, 1, ..., N/2-1)

Pour obtenir les N/2 coefficients manquants :

(N/2)-1 (N/2)-1
XIK+N/2]= ) x[2rWy, -We Y x[2r + 1w,

n=0 n=0



LA FFT

Notion d’organigramme

* En généralisant cette formulation, il est plus

commode d'adopter une approche, soit:
— Addition

xX[nf ———~_
—  x[n/+y[n]
yin] —
a
— Multiplication par une constante x[n] > ax[n]

— Retard x/n] Z x/n-1]



LA FFT

Représentation graphique d’'une TFD a 8 points

G[0]

x[0] o—>—

x[2] o—>—

x[4] Oo—»—

x[6] o—>—

%
y Y
X Rk
s =]

x[1] o—>—

x[3] o—>—

x[5] o——

x[7] o—>—

N . g

— — point 1

2P o \/ /VN
” X[2]

2

G[3] i
> X[3]
H10] i

N

> X5
%’—point H[1] /\% Bl
DFT  x[6]
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LA FFT

Poursuivre la décomposition ...

* Alors pourquoi ne pas diviser en TFD
supplémentaires? Prenons la TFD supérieure a
4 points et divisons-la en deux TFD a 2 points:

X [0] O N ' - Q > G [0]
4 - poin Wi,
x[4]o—— DFT o G[1]
1
x[2] o—— —0 G 2]
%{ — point Wy
x[6] o—>— OFL -»—0 (&3]




LA FFT

La décomposition complete en TFD a 2 points

x[0] o—=>—

x [4] o—=—

x[2] O——

x[6] o——

x[l] [

x[5] O

x[3] O

% — point Wﬁf %,
x[7)o>—_PFT - > X[7]
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LA FFT

Voyons maintenant de plus pres le TFD a 2 points

* L'expressionde la TFD,a 2 points est:

XK= A x[nw3* = & xlnle” /52
n=0 n=0

* Evaluer pour %=01 nous obtenons
X[0] =x[0] + x[1]

. X[1] = x[0] +e” /2P 2f1] = 0] x[1] \
qgui en notation graphique deflux ressemble a

* x[0]
Cette topologie est appelée
papillon de base

x[4]




LA FFT

La FFT de décimation dans le temps compléete a 8 points

113



LA FFT

Nombre de multiplications pour les FFT a N points

x[6]

x[1]

x[5]

x[3]

x[7] ” 6 7
. Wy Wn Wy
° SO't N=z vuv=iuy,(N)

* Nous aurons besoin  Nlog2(N) multiplications
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LA FFT

Structures FFT alternatives

* Nous avons développé la structure de base de
la FFT de décimation dans le temps (DIT), mais
d'autres formes sont possibles simplement en
réarrangeant les branches de |'organigramme



LA FFT

Structures FFT alternatives

e Structure DIT avec entrée a bit inverse, sortie

naturelle:

x[0] 0 X[0]

x[4] o

116



LA FFT

Structures FFT alternatives

e Lastructure DIT d'origine: e Structure réarrangée:

1[0 o—>—

x[3] o4




LA FFT

Structures FFT alternatives

e Structure DIT avec entrée naturelle, sortie

inversée en bits :

x[0] o

x[1] o

x[2] o

—_—

x[3] c
x[4] o
x[5] o
x[6] o
x[7] o

>0 X[0]
ARV
/D0 o
(VAR
LCITAVAVA o X[1]
W, A\”‘» s
vt [/ A\ XK o
w 1 B 71 el
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LA FFT

Structures FFT alternatives

e Structure DIT avec entrée et sortie dans

I'ordre naturel :
x[0] o

o X[0]

“" i
‘ .‘\ ﬁ/ X[2]
3088 @4
IR AN 50N

x[1]o
x[2] o

x[3] 0
x[4]©
x[5]
x[6] c

,‘A‘A‘. . { > X[5]
/AN NN
[ Sw/

x[7] o : -

)
-1 119



LA FFT

Structures FFT alternatives

e Structure DIT avec la méme structure pour
chaque étape :
x[0] o
x[4] o
x[2} o
x[6] o
x[1] o
x[5] o
x[3] ¢

x[7}o



L'algorithme FFT de décimation en
frequence (DIF)

* |ntroduction: la décimation en fréquence (DIF)
est une autre maniere de développer
I'algorithme FFT
Elle est difféerente de la décimation dans le
temps (DIT)dans son développement, méme
si elle conduit a une structure tres similaire



LA FFT

L'algorithme FFT de décimation en fréquence (DIF)

x[0] 10 ——0 X [0]
*(1] —;i — point — X2l
x[2] DFT —>—0 X [4]
X [3] ed—O X[6]
x[4] ——0 X [1]
x[5] g _ point ——0 X [3]
x[6] DFT >0 X[5]
x[7] ——0 X[7]




LA FFT

Poursuivant en décomposant les points de sortie
pairs et impairs que nous obtenons...

x[0] o> N im0 X0
x[1] I..v WO DFT ——0 X[4]
x[2)3 SENANANE N T
7l
x[3) .vAA A 5 -~ N1 DFT ——0 X[6]
XX
R LAVAVAVANLLS o{n X[1]
\/\/ — — point
AVA )
x[5] d S NZ WO DFT  |»—o x[5]
x[6] b .A s N . PP X[3]
--lw3 < 22 z—pomt
x[7] > 5 % Y| DFT | > ox[7) N




LA FFT

... Et en remplacant les DFT a N / 4 points par des
papillons que nous obtenons

x[0] '\ 7—¢ Q > 0 o X (0]
WO
x[l]f\ 7 O > N o X[4]
W
<[2] ,A. N >0 X[2]

Gl XX : T N el
0N A
x[4 .AA‘A, WN A > O X[l]
A AVAVA S|
. W Wx
x[S]/ — Q 0 > C o X|[5]
2 WU
x[ﬂ/ S8 "‘ g o——o X[3
3 Wz WO
x[7] Wl S o0 X [71,-,



