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CHAPITRE 1

SYSTEMES LINEAIRES - SYSTEMES ASSERVIS

1. Les systemes - Définitions et exemples.

Un systéme peut &re défini comme un ensemble dééments exercant collectivement une fonction
déterminée. Un systeme communique avec I’ extérieur par l'intermédiaire de grandeurs, fonctions du
temps, apped ées signaux.

Dansla suite, on essaiera de garder les notations suivantes:
X1(t)...Xn(t) pour les signaux d'entrée.
ya(t)...ym(t) pour les signaux de sortie.

|L&ssignaux de sortie d'un systéme sont auss appelésréponse du systeme.

X1(t) ya(t)

] L,
— SYSTEME —

;(..(ﬂ V(1)

Remargue: en générd les signaux d'entrée et de sortie d'un systéme ne sont pas de méme nature. De plus N
peut ére différent de M.

Les systémes aune entrée et une sortie (casou N =1, M =1) sont appe és systémes univariables
ou systemes scalair es.

Exemples
Chauffage d'une piece.

TEXTERIEUR —»
1 ’ TPI ECE

TRADIATEUR —

Commande d'un moteur.

Courant —¥| Moteur —> Couple
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Un systeme est principadement connu par son action sur le monde extérieur. Lorsgu'on gpplique certains
sgnaux dentrée, le systeme se manifeste en émettant des Sgnaux de sortie particuliers. Le systéme est
donc parfaitement connu quand on peut prédire ces sSignaux de sortie, cest-adire lorsqu'on connait les
relaionsentreles x; et lesy;:

ya(t) = fa(Xa(t),....xn(1))

ym(t) = fM(x'l.&t),...,xN(t))

i R
Exemple 10, —

Soit le circuit dectrique suivant : L
Velt) c —— Ve(t)

Vet CIRCUIT > vt)

La charge du condensateur éant initidement nulle, on ferme l'interrupteur at = 0. Pour t > O, I'équilibre

t

. - - . - - 1 .
éectrique du circuit se traduit par I'équation: R.i +60.dt =v,(t)
0

t
avec: V(1) =é(‘) dt
0

. . d
on adonc I'éguation du systéme: RC d\is

TV (1) =V, (1)

2. Les systemes linéaires.

Un systeme et dit linéaire s la réponse de ce systéme a une combinaison linéaire de signaux
dentrée et égale ala combinaison linéaire des réponses:.
X (t) — Systeme > w1 ()
Xo (t) — Systéme > y2(t)
S on goplique en entrée X(t) = uXx(t) + v.xo(t)
on obtiendraen sortie y(t) = uyi(t) + v.yo(t)
Cette propriété des systémes linéaires est auss gppelée principe de super position.

Dans la plupart des cas on essaie de se ramener al'éude dun systéme linéaire. En effet, le principe de
superposition smplifie beaucoup les problemes. en particulier, on peut distinguer 1'éude des conditions
initidles d'une part et I'éude du comportement dynamique d'autre part.
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Xo+X(t) ] > Yoty(t)

Se décomposeen :

Xo — —Yo X({t)—— — ()

3. Les systéemes invariants.

Un systeme et dit invariant S laréponse du syséme aun sgnd x(t) différé duntemps t est la
méme que laréponse y(t) du systéme mais différée det.

entrée entrée
X(t) X(t-t)
P t n
Lwrtie Lwdrtie
y(t) y(t-t)
/—\\ kt /—\\ ;t
| L L
t

A
v

Un systéme invariant est auss gppelé systéme a parametres congtants localisés ou a congtantes
localisees.
Cette propriété des systemes invariants est auss appel ée principe de permanence.

courant ——» Moteur — Couple

S on néglige I'usure, le moteur N'évolue pas dans le temps: le systéme est invariant.

Fusée.

débitde )
propergols

Fusée > accdération

Lamasse de la fusée diminue au cours de son ascension : pour un méme débit de propergols, I'accél ération
augmente avec letemps:: le systeme est variant.
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Remarques:
Dans la suite on S intéressera surtout aux systémes invariants.

Un systéme peuit étre linéaire et/ou invariant : les deux propriétés sont indépendantes.
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4. Réponses particuliéres d'un systéme scalaire.
On conddereici un systéme scaaire, c'est adire aune entrée et une sortie.

x@t) — 0O

Pour connditre le comportement du systéme et le comparer ad'autres systémes, on éudie les réponses a
quelques signaux particuliers.

Réponseimpulsionnélle.
On gppelle réponse impulsionnelle, la réponse notée h(t), obtenue par I'application d'une impulsion
de Dirac d(t) (voir Annexe 1) al'entrée du systeme, celui-ci éant initiadlement au repos.

1 pdb) y(t)=h(t)

Réponseindicidle.
On appelle réponse indicidle, la réponse notée w(t), obtenue par I'application d'un échelon unité u(t)
al'entrée du systeme, celui-a éant initiadement au repos.

4 u(t) y(t)=w(t)

» »
0 » 1 L

5. Réponse aun signal quelconque : convolution temporelle.

Remargue : I’annexe 1 donne les notions indispensables sur la distribution de Dirac notée d(t) pour aborder
la notion fondamentae de convolution temporelle.

5.1 Définition de la convolution temporelle
On congdere un systeme scdaire linéaire invariant de réponse impulsionnelle h(t).

Pour un systeme scalaire, linéaire et invariant, initidement au repos, laréoonse y(t) aun
sgnd d'entrée quelconque x(t) est donnée par le produit de convolution entre x(t) et laréponse
impulsonnelle du systeme :

+¥

y(t) = (V). h(t- v).dv = x(t)* h(t)

¥
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Cette expression est fondamentae. Elle permet, connaissant le systeme par sa réponse impulsionnelle h(t)
et I’ entrée x(t), de déterminer y(t). Elle peut donc remplacer totalement | équation différentielle régissant le
systeme,
Cette expression se note de fagon condensée y(t) = x(t)*h(t). * est I'opérateur de convolution ; y(t) est
la convolution du signd dentrée avec laréponse impulsonnele du systéme.
Remarques.

Le produit de convolution est commuitatif:  y(t) = x(t)* h(t) = h(t)* x(t)

L’impulson de Dirac et la réponse impulsionnélle (8 X et y ont méme dimension) sont homogénes a

linverse d'un temps. Ce sont des ééments mathématiques qui permettent de formdiser les

comportements des systémes mais qui 0’ ont pas de rédlité physique.
S I'impulson de Dirac est appliquée al’ingant zéro, la réponse impulsonndle et forcément nulle pour
t<n car h(t- n)=0, le syséme éant supposé causa (cas des systemes physiquement rédisables). De
plus, s le signd e Iui-méme causa (appliqué au temps t=0), aors x(v) =0si v<O0. Les bornes de
I'intégrde de convolution se smplifient et le produit de convolution s écrit :

t

y(t) = Ox(Vv).h(t- v).dv

Exemple: cdcul delaréponse indicidle d un circuit RC apartir de saréponse impulsionnelle.
: : o . . 1 to
La réponse impulsionndle d un circuit RC s écrit (voir TD):  h(t) = t—.exp? t—%, avec t=RC.
On se propose d' utiliser la convolution pour déterminer laréponse indicidle w(t) du circuit RC aun écheon
d amplitude E apartir de saréponse |mpulsonnel leh(t).

vv(t) ()*Eu() d1(t v).E.u()dv Ed‘n(t v)

0

t s N
. W1 t- E t- vo to
soit: =E. Qt— expa? —Vg .dv t_ %.expa? _v;uu = E.gi- expgae t_

0

S8

5.2 Quelques significations physiques de la convolution: appareil de mesure

a. Sgnal vrai et signal observe

Un appareil de mesure (oscilloscope, analyseur de spectre, ...) peut étre décrit par |’opération de
convolution y(t) = x(t)*h(t). x(t) et le Sgnd vra amesurer, y(t) est le Sgnd effectivement mesuré (ou
observé) al’ade de I’ gppareil, h(t) et la réponse impulsonnelle de I’ gppareil. Pour que le Sgnd mesuré
correponde rigoureusement au Sgnd vra, il faudrait que la réponse impulsionnelle de I’ gppareil oit une
impulsion de Dirac. Celarevient adire que |’ appareil devrait étre parfait, ¢ et-adire posséder un temps de
réponse infiniment court (ou une bande passante infinie). Dans ce cas, | goparell ext trangparent puisqu'il
N’ intervient pas dansle signa observé qui correspond au signd rédl.

En rédité, un appareil, qud qu'il soit, possede toujours un temps de réponse non nul (et donc une bande
passante non infinie - voir oscilloscopes utilisés en TP « Bande Passante=20MHz »). Le signa observé est
donc toujours une image plus ou moins modifiée du Sgnd réd. Le plus ou moins dépend de la bande
passante de |’ gppareil vis avis du spectre du signd a mesurer. S on mesure par exemple un signd
sinusoi da de fréquence 100KHz avec un oscilloscope possédant une bande passante égale a20MHz,
I’oscilloscope pourra ére considéré comme parfait. Par contre S le signa sinusoi dd possede une
fréquence égde a100MHz, il faudra tenir compte de la réponse impulsionnelle de I’ oscilloscope.
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b. Pouvoir séparateur des appareils: résolution temporelle

La réponse impulsionnelle des gppareils de mesure rédls peut ére considérée plus ou moins courte selon
les congtantes de temps régissant les phénomenes observes (voir TD). Dans tous les cas sa durée est non
nule. Ceci e traduit par un éaement tempord plus ou moins sgnificatif du sgnd mesuré. Aing, S deux
impulsions amesurer sont trop rapprochées dans le temps, leur éadement dans le temps fera que I'on ne
pourra plus les séparer lors de la mesure, la résolution temporeélle de I'apparell é&ant insuffisante. La
résolution temporelle d'un gpparell de mesure, directement liée asa réponse impulsionnelle, est donc la
distance minimale s&parant deux impulsions successives permettant de les distinguer lors de b mesure.
Cette notion de résolution temporelle et générale en physique pour tous les appareils de mesure, auss bien
en optique qu’ en éectronique rapide (impulsions de largeur inférieure 21ns=10"° secondes).

6. Les systémes asservis

L’ étude des systemes est destinée acommander au mieux |es différents processus rencontrés. 11 existe deux
solutions pour commander un systeme :

6.1 Commande en boucle ouverte
Dans ce cas, lacommande est envoyée en entrée sans controle sur les sorties.

Exemple:

rhéostat —— ¥} resstance > four

chauffante

Pour utiliser ce type de commande, il et nécessaire de connaitre le systéme et les réponses aux
commandes envoyées. Mdgré tout, de multiples perturbations peuvent modifier I'action de ces
commandes. s la porte du four reste ouverte, les graduations du rhéostat ne correspondent plus ala
température intérieure.

6.2 Commande en boucle fermée

Pour améiorer les performances d’une commande, il est indispensable d observer les sorties du systéme
pour les comparer ace que I'on désire obtenir. Dans ce deuxieme type de commande, les sorties du
systeme sont contrélées. C est ace niveau que |’ on rencontre la notion de systéme asservi.

Un systeme asservi est un systeme dont le réle consste essentiellement aétablir une correspondance
définie entre une ou plusieurs grandeurs d’ entrée, de faibles niveaux énergétiques, et une ou plusieurs
grandeurs de sortie de niveaux énergétiques plus devés.

Un systéme asservi est caractérisé par la présence de:

- chaines directes

Elles comprennent des ééments amplificateurs et éventuellement, des convertisseurs de puissance, en
liaison avec les sources d’ énergie.

- Chaines de retour

Elles sont congtituées d' @éments de précison genérdement passfs. Ce ne sont pas des chaines de
puissance ; dles transmettent al’ entrée des informations sur les grandeurs de sortie. Ces informations
sont comparées aux signaux dentrée au moyen de comparateurs. Ces derniers éaborent les
différences ou écarts entre les Signaux d entrée et les informations images des signauix de sortie.
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Structure d’ un systéme assarvi:

P J
X: sgnd d' entrée ou consigne ou signd de référence c | ‘
Y: sgnd de sortie -
E: écart ; X 1 v
P: perturbation

J: source d' énergie m

1: chaine directe (amplificateurs, correcteurs, organes de conversion)
2: chaine de retour (€léments de précision, capteurs, instruments de mesure)

Remarque: le contréle des sorties d' un systéme semble ére un moyen idéd pour éablir des commandes
parfaites. Il ne faut cependant pas oublier que tout systéme physique comporte des temps de réponse. Des
retours anarchiques ingalés sans éude préaable peuvent conduire a des ingtabilités et parfois a la
destruction du systéme.

Pour déterminer les retours adéquats pour un systeme donné et une commande donnée, | automaticien

doit, dans un premier temps, éablir un modde mathématique du systéme. dors seulement, il pourra
effectuer des caculs de commande.

Exemple: Chauffage d un immeuble

G__

Figure 1.1.
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La figure 1.1 @) représente le systeme. La température g al’intérieur de I'immeuble est fonction de la
température T de I'eau chaude envoyée dans les radiateurs et de la température extérieure .. Nous
représentons cette description, volontairement smplifiée, par une boite munie d’ une sortie g d’ une entrée
de commande T ala disposition de I’ opérateur et d une perturbation g.

Le rayonnement solaire dans I'immeuble, le vent ou d' autres grandeurs agissent auss sur la température g
C’ est volontairement que ces grandeurs ne sont pas prises en compte par notre modele qui doit, avant tout,
ére smple. C'ext I'utilisateur qui régle T, en vue d' obtenir g=19°C (en régime permanent). 1l sait, par
expérience, qu'il obtient un bon résultat en réglant T, par exemple, a 45°C. Il sait auss que S la
température extérieure g diminue, il devra revenir régler T qu'il augmentera d autant plus que ¢ aura
diminué

La figure 1.1 b) représente dors une premiére tentative de réglage automatique de T, td que
T= a(oo - q) . Dans cette configuration, |’ opérateur n’aura plus besoin de retoucher T en fonction de la

température extérieure. En effet, T vavarier automatiquement en sensinverse de g..

Quand g=qp, on a T=0, ce qui Sgnifie qu’ on doit, bien entendu, couper le chauffage. Cette commande en
boucle ouverte donne de bons résultats car la température ¢ est mesurable par une sonde extérieure,
est donc une référence, réglable par |’ opérateur de méme que (-a), la pente de ladroite de réglage (figure
1.2).

A T
Toax

te (-a) Figure 1.2.

»

Cin o

Le chauffagiste procédera a des essais pour adapter la chaufferie aux caractéristiques particulieres de
I'immeuble achauffer en vue de définir les parametres ¢ et a.

Lafigure 1.1 c) représente une améioration du réglage automatique de T. Supposons que par temps froid
le soleil pénétre al’intérieur de I'immeuble. La température intérieure qvas éever sans pour autant que la
température T de I’ eau des radiateurs ne soit réduite puisgu’ ele ne dépend que de . Il se produiraaors
une surchauffe et un opérateur devrait venir pour modifier T, ' est adire pour diminuer . Il et clair que
cette opération peut S effectuer de fagcon automatique en rendant ¢ dépendant de la température g
effectivement atteinte dans I'immeuble. Pour cda, g et comparée a une consigne g, réeglable par
I’ utilisateur, al’ aide d’ une boucle d' asservissement. La grandeur ¢ peut dors suivre une loi tres smple, par
exemple =P(g- g), qui assure les variations de ¢ dans le bon sens. Le systeme fonctionne aind en
boucle fermée.



