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CHAPITRE 6

SYSTEMES DU SECOND ORDRE

1. Equation différentielle — Fonction de transfert.
On gppelle systéme du second ordre, un systéme régi par une équation différentiele du type :
1 d2y 2.X dy
Wt w, dt

+y=K.x

avec: a@xo 4 <0
gw W

n

ce qui donne |x| <1 (le systéme ne peut pas se décomposer en deux systémes du premier ordre en série).

W, et appelée pulsation libre ou pulsation naturelle ou pulsation propre du systeme non amorti.
W, Se mesure en rad/s.

X est appelé amortissement du systéme ou facteur d’ amortissement.

K est le gain statique du systéme (gain en régime permanent).

En appliquant la transformée de Laplace a cette équation, on obtient :

oz P~ 5P y(0)+ oY (0 + o pY(R)- o Y(O) +Y(P) =K. X(p)

ae . o]
Lorsgue les conditionsinitides sont nulles: ?1 p’ +2—X. p+1=Y(p) = K. X(p)
W w, 2

Lafonction detransfert du systéme est dors:

H(p)=Y(p)= K.wW _ K
X(p) W +2xw,p+p’® 2.X po
1+ —p+8
Cette fonction de transfert posséde un pdle complexe conjugué ( X+ j.Al1- X )
X(1) C —\ y(t)

-

t

di 1.
Pour des conditionsinitides nulles, on a: Ld—+ R +—0 dt =x e y=

Oll—\
OO,"'
o
—
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2
dol: L.C.OI 2y+ R.C.ﬂ+ y=X
dt dt
: 1
et: H(p) = >
LC.p"+RCp+1
avec: WA =1 g XZE.R.C.WH
L.C 2

2. Réponse impulsionnelle.

Laréponse impulsionnelle du systéme est donnée par : h(t) = LP'[H(p)]

dou: h(t) = \/Kiz.e‘an‘.Sin[wn.Jl- x2.t]
1- x

On constate d'apres cette expression, que le systeme est stable, § xwW>0. Cest adire s les pdles de la
fonction de transfert sont a partie rédle négative. w;, &ant positive, le systéme est stable pour x>0.
S le systéme et stable, h(t) est une sinusoi de amortie:

h(t
T ®)

Mo
\/

‘Wp =W, .4/1- X’ est appelée pulsation propre ou pseudo pulsation du systéme.

3. Réponseindicielle.
Cette réponse est obtenue pour x(t) = u(t) soit X(p)=1/p.

Onadonc: wW(t) = LP*[H(p)/p]
On démontredors que: w(t) = Kgl- 1 g Sin[ J1- X2 t+q]8
. é \/]7. . V\é. . "
1- X°
avec. tg(q) =

Pour un systéme ayant un gain statiquede 1 ; K =1:
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0 >t
tp tl’

Lorsque le systeme est stable, (x >0), la réponse du systéme est Sinusoi de amortie autour de la valeur
finde qui es égde a K fois lavadeur de I'échelon. (Sauf pour le cas critique, ou X =1: laréponse ext alors
apériodique.)

Lapenteal'origine et égde aO.

Le temps deréponse a2% est apeu preségd a

XW.

n

Pour les systémes du deuxiéme ordre, on définit:

Instant de premier dépassement :

On gppelle ingant de premier dgpassement, 'instant ou la sortie atteint son premier maximum. On le
note tp..

Amplitude du premier dépassement:

On gppelle amplitude de premier dépassement, I'amplitude du premier maximum sur la vaeur finde
de lasortie. On note cette valeur X,

Cdcul det,:

At, onaw (t)=0 car w(t) et maximum. Or, ona:

w(t) = - K.\/l_z.e'XWnt an xSin[vvn.Jl- x2.t+q|+41- xz.Cos[Wn.Jl- Xt +q a
1- x

donc w (t) = 0 équivaut a: 1- xz.Co{wm/l- x2.t+q :xSn[wm/l- X2 .t+q

/ - %2 2
ona: tg(q) = 1-X e X +(1/1- xz) =1
X

donc, par identification : x=Codq) e +/1- x* =9n(q)

I'égalité précédente devient donc: Sin(q).Congn. 1- x2.t+qg:Cos(q).Sin§Nn. 1- xz.t+qg

it In&- Fvafl- x2t+q®=0 dou Sn§apq/1-x219=0
g Polioiagieo dan snudiody

Findementona w (t) = 0 pour :
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W, 4/1- X*.t =0 pentenulleal'origine

W, 4/1- X*.t=kp aveck entier.

l'instant de premier depassement est obtenu pour k =1t =

aceingantona: W, =W(t,) = K(1+ e—p/tg(q))
dou:

Xp = K.e'p/tg(Q)

Remarque:
A patir du relevé de la réponse indicielle, on peut retrouver par identification I'équation dun systéme du
deuxiéme ordre: X = ! ¢ w=—>=>P _
14 p’ tp,\ll- x?
In*>X /K

4. Réponse a une rampe.
Cette réponse est obtenue pour x (t) = a.t.u(t).

é u
2X XW”t.Sn[V\In.—\/l- X2 .t +2q[0
g W, W 1/1 w . f1- % A

5. Régime harmonique.

On pose p = jw, cequi correspond a un cas particulier pour latransformée de Laplace. La tranamittance

isochrone du systémeest : H(jw) = - \NZEZVTXWW

onadors: | (W) = 20.Iog(K.vv§ - 10.|og[vx(11 +w* +(4.x2 - 2).\/\/2.V\4f]
et Arg[H( jw)] =- Arctggzxiv\\lf\(‘z
Deux cas se présentent :
1% cas:
|H ( jw)|'§annu|e: dans ce cas, le gain du systeme passe par un maximum. On dit dors quil y arésonance.
|H(jw)|,:dH(Jw) :-KV\F—- law? +2(ax? -2)van2
dw 2 w2 - w2 ) + (20w, W2 - w2+ (2ewy,

donc |H(jw)|'= 0 équivaut & 4.wW° + 2.(4.x2 - 2).vv.vvﬁ =0
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it : W +(25¢ - Jw =0
, . . < 1
cequi nN'est possbleques (2.x° - 1) <0 Ccetadire xX<-—
2% -3 g
Larésonance alieu pour |H(jw '=0, cesadire w=w, :Wn./\/‘l- 2x2i

|W est appelée pulsation de résonance du systéme.

2™ cas.
|H(jw)|' ne sannule jamais : il n'y a pas de résonance. C'est le casou x > %
Danslecasouil y arésonance, on définit alors un facteur derésonance M, par:

M H(JW)_ 1
P [H(0)]  2x4f1- %

Représentation de Bode :

[ G

8 x=0,2 v "
20.Log(K) éi/ p

x=0,8 T

pente -12dB/octave
= -40dB/décade

Wwy, (log)
. W,
F [ H J""]] W (log)
O »
_90°
x=0,2
2180° L
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Représentation dans le plan de Nyquist :

o 1 m{H(w] w=o ]

W® + ¥

Représentation dans le plan de Black :

s Gain (dB)
M, en dB x=0,2
20.Log(K T~
oK) > Phase (°)
-180° 0°
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