


U.S.T.H.B Faculté des Mathématiques.
Département d’analyse, Laboratoire AMNEDP.

Concours d’entrée en doctorat : Analyse E.D.P. (02 décembre 2012)
Deuxiéme épreuve. Durée : deux heures
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Soient a et b (a < b) deux réels fixés. On rappelle que I'espace L?(Ja,b[) des
(classes) de fonctions réelles définies sur la, b[ et de carré sommable pour la mesure
de Lebesgue est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

b
(f,9) = / f (@) g (z)dz.

L'espace de Sobolev H* (]a, b[) est défini par
H* (ja,b0) = {u € L (Ja,8) s’ € L* (Ja, )}
et est muni de la norme définie par

el qaspy = Nl Zagasp + 1 I32ga
~{ou ¥’ désigne iaderivée distribution de u). >
On note Hj (Ja, b]) 'adhérence de D (Ja, b[) (Pensemble des fonctions réelles sur
Ja, b[, indéfiniment dérivables et & support compact) dans H' (]a, b]).
1) On considére I'espace vectoriel

V= {ve Hy(a,b));v" € L*()a,])}
et on le munit de la norme canonique définie par
Il = Wolsggasn + 10" N2gasp

Démontrer que V est un espace de Hilbert (montrer juste la complétude).
2) Soit S une distribution sur Ja, 5[ & dérivée $' appartenant & L?(ja, b]). Pour
tout z dans Ja, b{ on pose

\

v(z) =/S’(z)dx.



Exercice 3 (10pts)
Quelques notations:
e 5(R) est la classe des fonctions C* & décroissance rapide sur R.

e 3 est la transformée de Fourier de v, supp= support.
e D'(R) est I'espace des distributions sur R.

Soit ¥ € S(R) telle que supp ¥ C [5,3]. On pose ¥;(z) = 2 (2x), j € Z
etz € R.

Soit f une fonction donnée. On pose Ty = ng,- * f.
JEZ
1/2
%(1) On suppose que ( / [Ty (z)[? dz) < +c0. Démontrer que Ty € D'(R).
R

\/(2) Démontrer que la somme z t?)}({) est formée d'un nombre fini de termes
j€z
non nuls, a trouver ce nombre.

————) Ca!culer—‘?}.—-w——-—-—-ﬂ S et i e il
J.(4) Déduire: 3c > 0 telle que |7} llz2g < ¢}/ llzacey.

~(5) Déduire que .
= (T 9)| < clam.

JEZ
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- .ncours d’aceés & la Formation Doctorale
"Rect : 2e Opérationnelle’ et Mathématiques Discrites”

Epreuve de Recherche  sérationnelle (Durée : 2h) ’ Sujet n* 2

Question 1. Des ca: i =s arrivent dans une station service pour passer des tests de
sécurité, suivant un p . :ssus de Poisson de taux de 6/ jour. La durée des tests pour
chaque camion esi un. .. exponentielle de moyenne de 1h 30mn. On suppose que-le
processus d'arrivée ne - .. cerrompt pas et que la station travaille jour et nuit. La longueur

moyenne de la file d’at .. te Q en régime permanant est

(4) 7 = %

B q = 3 ‘
€ @ = g -

(D) @ = -g. DA

(B) @ = 0

Question 2. Soit {1z . agueur moyenne de la file d’sttente dans un systbme M)/M)2
en régime stationnaire ¢ ./ le nombre moyen d'individus dans le gystdme. .

N4) @ = N =2, :::\
i (B) @ = N-2+2p, ,
. ) @ = N'-z‘f'?o‘*'?h 1‘74
; (D) @ = N-1, ‘
(B) @ = N-1+2p+2p,
ol p; wtlaprobabili;éc. !y aik k individus dans le systame.

* Question 3. Dans un .. ‘net médical, arrivée des patients peut atre décrite par un
processus poissonien de . . venne 5 patients par heure. La durée de traitement suit une

y loi exponentielle de moyc .. ¢ 10 minutes, Si 'on admet de plus que la salle d'attente ne
contient qu'une seule pla. - la probabilité p qu'une personne qui arrive puisse dtre traitée
e ARG A

6 ,\' ‘\"
o i A = , :
\ ?«hed [ (). pi= 5 [ =
36 - -
; (B) p = 87
E. ( A vy ,,) 18
C) » = T
A La (e - 1
f X (D) p =z
1
(B) p = ¢




USTHB, Faculté de Mathématiques Le 25 novembre 2012

Concours d'aceés & la Formation Doctorale
"Recherche Opérationnelle et Mathématiques Discrotes”

Epreuve de Mathématiques Discrétes (Durée : 2h) Sujet n* 2

Question 1. Un graphe planaire de Berge est
(A) parfait.

(B) faiblement parfait.

(C) imparfait critique.

(D) quatre coloriable.

Question 2. Pour la classe des graphes quasi localement sans patte,
(A) il existe un algorithme polynomial de reconnaissance.
(B) la reconnaissance est un probleme NP-complet.
(C) le probléme du nombre chromatique est un probléme ouvert.
(D) il existe un algorithme polynomial de calcul du nombre chromatique.

Question 3. Lors d'une contraction de deux sommets non-adjacents,
(A) le nombre chromatique du nouveau graphe augmente.
(B) le nombre chromatique du nouveau graphe diminue.
(C) le nombre chromatique du nouveau graphe ne change pas.

(D) Vopération extension de la coloration du graphe contracté au graphe initial se fait
en temps polynomial.

Question 4. Considérons le probléeme de Panalyse de la transmission de signaux ou
les sommets sont des signaux et les arétes relient denx signaux pouvant étre distingués
aisément I'un de I'autre. Chercher le plus grand ensemble de signaux clairement distin-

guables revient a chercher
(A) un stable maximum.
(B) une clique maximum.
(C) une coloration optimale.
(D) un transversal minimum.

Question 5. Un trou est
(A) localement scindé.
(B) localement triangulé.
(C) localement parfait.
(D) faiblement parfait.

Lo



Question 17. On veut réaliser une coloration propre des sommets {’un graphe complet
K, avec m.oou]eurs. Le nombre de maniéres de réaliser cette coloration est :

) 3

(B) massyr
£ (©) py

(D) 2.

m!

Question 18. Soit C, le treillis des faces du n-cube.
(A) Tout intervalle de Cy, est isomorphe & un treillis booléen.
(B) Tout intervalle de C, est isomorphe & un treillis des faces du n-cube.
(C) Le i*™ niveau de C, posséde 2"*(7) éléments.
(D) Le i*™ niveau de C, posséde 2' (7) éléments.

appliqué au treillis

Question 19. L'algorithme de " parenthésage” de Greene et Kleitman
{1,3,5} est :

Booléen B; montre que la chaine symétrique qui passe par le sommet
(A) {3,5} Cc {1,3,5} C {1,3,5,6}.
(B) {1,3}c {1,3,5}C {1,3,5,6}.
() {1,5} c {1,3,5} C {1,3,5,6}.
(D) {3} c {3,5} C {1,3,5} € {1,3,5,6} C {1,3,4,5,6}.

Question 20. Soit P un poset.
(A) P régulier == P normal.
(B) P normal == P régulier.

(C) P normal <=> P régulier.
(D) 1l n'existe aucune relation entre la normalité et la régularité des posets.

(¥



Question 6.
(A) Tout graphe admet un ensemble dominant double.
(B) Le nombre de domination couplée est au moins égal a 2 fois le nombre de domination.

(C) Pour tout arbre d’ordre n > 2, les nombres de domination et de domination double
sont distincts.

(D) Dans tout arbre T' de degré maximum A(T), le nombre de domination double est
égal & la somme entre le nombre de domination et A(T).

Question 7. Le graphe G = (V, E) avec V = {vy, vz, 03, Us, Us, V6, ¥, Vs, Vg, Va0, Unn } et
E = {vys, vyv3, als, V¥, Uslz, UrVs, Uals, Vo, Ustpy, Ustny, } vérifie :

(A) %(G) =5 et I'(G) = 6.

(B) ir(G) =5 et I'(G) = 5.

(C) ir(G) =4 et ¥(G) =5,

(D) +(G) = 4 et I(G) = 5.
ot ir(G), 7(G) et I'(G) sont respectivement le nombre d’irrédondance, de domination et
de domination supérieure de G.

Question 8. Soient z et y deux réels, a,b,c des entiers relatifs tels que 0 < a < cet
b+e¢> 0, et soit (T3,), la suite de terme général :

l(n—a)/(b+c)]
(7‘ =5 bk) 2Ty (n > 0).

Towr = a -+ ck

k=0

Nous savons que la suite (7},),, satisfait la relation de récurrence suivante :
¢ ¢ 2 c C c
Tn— I(l)Tn-—l +z (2)Tn-2 g S ("’1) T (C)Tn-c = Y Th-c-b-

(A) 77777 = a + ck.
(B) 77777 =n — bk.

Question 9. Soient {F,}nzo la suite de Fibonacci et {Ln}n>o la suite de Lucas.

(A) Fagy = 021 (";"), (n>0).
(B) L= L':’:’(";’“). (n20).
(©) Fan = l"""—'1---("‘,;"), (a2 1).

k= n—k

-k
(D) Ln=2£"..’?’;-’;’—;(”k ) (n>1).



Question 16. La sc .: on de l'équation de récurrence d'ordre 1 y, = -21-33,,-; + 10 avec

uy =1 est i E: A /. &
(A) -15/2+24. " 5.
(B) -16/2"+ 28 ' L
(€) -17/2"+22, - '
) /ey (5>
“(B) =19/2420. . 0 NerT

Question 17. Penda:.. s années 70, la logistiqx;e:.;onaistaft&'gé&r S
(A) les flux physiques.

(B) les flux d'information.
(C) les flux financierse

. -

Question 18. Les sou: :-aitants concernés par la chaiie loglstiqu; globa.[ofﬁnb; 3

(A) le fo /
(B) Qa chent ulhme. ~ IS
(C) lefournisseur direct.

(D) le client direct )

Question 19. Les fonc :cns principales de la chaine logistique globula sont*

(A) l‘approvi.'smnnement.

(E) la. plamﬁcation

‘G) la manutention.
H) la production.

Question 20. La gestic:. «n aval da.na la chaine logistique globale consilto 8 géxu

_15 ﬁrc;.o;sus A}girr;;;&om t.)
5) ley processus de distribution. \

)
)
) le processus de production.
)

- le processus de stockage M.P.
=) le processus de stockage P.F,
S "'~-;..--_.’; 2 S o
.5 - 2
= R - &2 2




Question 13. On veut utiliser le chiffre de Hill. Indiquer, parmi les matrices suivantes
celle(s) qui peut(peuvent) faire Iaffaire

w(t)
e
)
)

2
© (3
2
® (7}
Question 14. Indiquer parmi les permutations suivantes celle(s) qui correspond(ent) &
la grille tournante ci-dessous (c : indique les cellules du masque).

I A~

B
w(1131)
®(1131)
@(1134)
o(1131)

Question 15. Le texte chiffré "NGEJKHHTGFGEGUCT” est obtenu & partir du chiffre
de César. Une des lettres suivantes indique la valeur du décalage. Préciser-1a puis déchiffrer

le message.

(A) H.

(B) T.

(C) G.

.(D) E.

DAECHPOIIGNE S .o « c.00 0 00000 nomienninsmyesss s essosisnnsasssmiosdsansssnasssvesssveeasionsn

Question 16. Le nombre d’entiers & trois chiffres, avec au moins un chiffre pair, et formés
des chiffres 1, 3, 4, 5, 7, 8, G est :

(A) 118.

(B) 218.

(C) 2012.

(D) 2018.



au Doctorat ACC
Année 2014/2015

N2

m 1. Soit A = CV" I'ensemble des fonctions arithmétiques (c'est
a dire 'ensemble des applications de N* dans C). On rappelle que A
P m de T'addition + et du produit de Dirichlet » définis par

[fy9) € A, VR € N', ([ 4g)(n) = f(n)+g(n) et  (f*g)(n) =2f(d)g(%)
din ’

ﬁ anneau commutatif unitaire,

Pr ' I’élément neutre § de la multiplication de A.
o irer que le groupe des unités de A est

UA) = {f € A/ f(1) #0}.

‘une fonction arithmétique f € A est mmltiplicative si
1) # 0 et si

M) EN x N, (n,m) = | = f(mn) = f(m)f(n).

gne par M I'ensemble des fonctions arithmétiques multi-
m que M est un sous-groupe dg U(A).
igne par 1 et j lesfonctmmthmmqmmw

MN' 1(n)=1 et j(n)=n

@M




USTHB

Faculté de Mathématiques Concours pour le doctorat Systémes
dynamiques

Epreuve Analyse, Topologie
Utiliser une double feuille par exercice séparément
Exercice 1: Analyse sur 5 points

Résoudre les équations différentielles : y"' + 2y’ + 2y =0, y"' + 4y’ +
4y = 2e *cosx .

Soit f la solution commune des deux équations différentielles. On définit la

) y n+1)m
série de terme général u, = f,f,, ’

f(x)dx. Montrer que )., u,, converge
et calculer sa somme.

Exercice 2 : Topologie sur 5 points

Soit dans R? les ensembles
A={ (% y), x-25ysx*},B={(x,y), x* <youy <x-2},

C={(x,y),0sx s1,x-2 Sy Sx?.

a) Faites un dessin.
b) Quelles sont les parties fermées, connexes par arcs, compactes,
complétes ? Expliquez vos réponses.



USTHB

Faculté de Mathématiques Concours pour le doctorat Systémes
dynamiques

Epreuve EDO, Courbes et surfaces
Utiliser une double feuille par exercice séparément

Exercice 1 : EDO sur 5 points

Considérons le systéme différentiel réel suivant

xX'=-ax+ay
y =bx—y—=xz (1)
z'=—cz+xy

o ¢>0,a>c+1eth > 0,appelé systtme différentiel de Lorenz.

1- Vérifier que dans le cas b < 1 le seul point d’équilibre du systéme
différentiel (1) est la solution nulle.

2- Déterminer les points d’équilibre de ce systéme différentiel dans le
casbh > 1.

3- Etudier la stabilité de la solution nulle.

Exercice 2 : courbes sur 5 points

Soit dans R la courbe qui a pour équations :

X = cost
y = sint
z = bt

ou b est une constante.
a) Faites un dessin.
b) Déterminer le triédre de Frenet-Serret (T,N B).
¢) Démontrer que la courbure et la torsion sont constantes en tout point.

Une courbe de courbure et de torsion constantes est appelée hélice
circulaire droite.







































U.S.T.H.B Faculté des Mathématiques.
Département d’analyse, Laboratoire AMNEDP.

Concours d’entrée en doctorat Analyse E.D.P. (02 décembre 2012)
Deuxiéme épreuve. Durée : deux heures

—_ — P —— —_ f—

Soient a et & (a < b) deux réels fixés. On rappelle que l'espace L?(]a,b[) des
(classes) de fonctions réelles définies sur la, b] et de carré sommable pour la mesure
de Lebesgue est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

b
(/)= / f(z)g(z)dz.

L'espace de Sobolev H* (Ja, b) est défini par
H' (Ja,bf) = {u € L* (ja,b]);’ € L2 (Ja, )}
et est muni de la norme définie par

““"?pqwb = “U"inna,bu 4 ““'”irna,m
“{uu v’ désigne i derivée distribution de uj. 71
On note Hj (Ja, b) 'adhérence de D (]a, b{) (I'ensemble des fonctions réelles sur
Ja, b, indéfiniment dérivables et & support compact) dans H' (]a, b).
1) On considére I'espace vectoriel

V= {ve Hifla,b)iv" € L(Ja,b)}
et on le munit de la norme canonique définie par
lelle = Ivligas + " Wagusn

Démontrer que ¥ est un espace de Hilbert (montrer juste la complétude).
2) Soit S une distribution sur Ja, b[ & dérivée S appartenant & L*(]a,b]). Pour
tout z dans Ja, b[ on pose

s

v(x)=j9(z)dz.



et en déduire que la solution u du probléme (P) vérifie:
u® 4« = g dans D' (Ja, b[)
6) Justifier I'existence de u'® (a) et u® (b).

7) Démontrer que la solution » du probléme (P) vérifie les conditions aux
limites:



Faculté de Mathématiques. Spécialité EDP.

USTHB. Concours @’ accés au Doctorat LMD. 02 Décembre 2012.
Laboratoire AMNEDP. Epreuve 1 (durée 2 h).
Exercice 1 (8 points) .
Soit E = %[0 1], R) I"espace des fonctions continues sur (0, 1] & valeurs réelles.
Pour f € E, on pose :

1
= [ 1rcoae
JI ) Montrer que I'on définit ainsi une norme sur E. On munit E de cette norme.
On considére I'application © définie sur E par :

B(f)() = jo " ft

{2) Montrer que O(f) est dans E.
V3) Montrer que ® est linéaire continue et || D] ;) < 1, 0t

»
10l = swp LBOL_ wp el = swp e,
ree.se0 LIl JEE, IS <1 EE,|Iflly=1

*I 4) Pour . > 0, on considére f,, I’élément de E défini par :

falz) =ne™ | z € [0,1].

Calculer |[f,ll, et |B(a)l; - Endéduire @]z, - S

Exercice 2 (12 points) .
Soit H, l'espace des fonctions numériques continues sur |0, +oo|, telles que [;” | f®)dt < +o0.

v ) Montrer que I'application définie de H x H & valeurs dans R par :
o0
(h9) = (o) = [ s,

est un produit scalaire.
\ 2) En utilisant la suite de fonctions

3 si 0<t<l-1
fa) =< —nt+n, si 1-2<t<1
0, si t>1.

montrer que H muni de la norme ||f|| = ([5° | £(t)|* dt)*/

n'est pas complet (on dit dans ce cas que H est un espace préhilbertien!)
¢




/ 3) A chaque f de H, on associe la fonction F définie par :

F(z)=£/ozf(t)dt, £>0

Montrer que I'on définit ainsi une injection linéaire T de H dans l'espace des fonctions
continiiment dérivables sur 0, +ocl.

¢ 4) Montrer a l'aide d'une intégration par parties et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, quepour f e Het 0 <a<f < oo, ona:

/a H(F (z))%dz < 2 [ /o a(F(x))zdz : /,, a( f(x))"’dx] v + aF?(a)

w_En déduire que T opére de H dans H et qu'il est continu pour la norme définie en question 2.

Bon courage.










USTHB, Faculté de Mathématigues Le 20 octobre 2013

Concours d’accés & la Formation Doctorale
"Recherche Opérationnelle et Mathématiques Discrétes, ROMaD"

Epreuve de Mathématiques Discrétes (Durée : 2h)

PARTIE I :
(Répondre sur une seule double feuilie)

Exercice 1.
Soit G = (V, E) un Graphe connexe non orienté. On note par :

x(G) le nombre chromatigue de G,

w(G) la cardinalité d'une clique maximum de G,

a(C) la cardinalité du pius grand stable de G.
. Montrer que x(G)} w(G),
- Montrer que x(G) x a(G) = [V(G)],

. Montrer que si G est planaire alors x(G) < 5.

- -

. Montrer que si G est planaire et parfait alors x(C) < 4.

. Si G est supposé planaire non nécessairement parfait, a-t-on x(G) < 47

o

(Justifier votre réponse},

6. Proposer un algorithme polynomial de la 5-coloration de G si G est planaire.

Exercice 2.

1. Un graphe G = (V, E) est dit multiparti-complet si V admet une partition en p
stables 51,5, ..., 5p, telle que pour i = 1,2....,p, tout sommet de S, est adjacent & tout
sommet de S;, pour tout j # i. Est-il possible de vérifier en temps polynomial qu'un
graphe connexe non-orienté G est multiparti complet ?

(Justifier votre réponse en présentant un algorithme de reconnaissance dans le cas d’une
réponse positive sinon, argumenter par des exemples).

2. Etant donné un graphe connexe non-orienté G, est-il possible de vérifier en temps
polynomial que G est biparti? (Justifier votre réponse en présentant un algorithme de
reconnaissance dans le cas d'une réponse positive sinon, argumenter par des exemples).

3. Le probléme du nombre chromatique respectivement du nombre de stabilité d'un graphe
parfait est polynomial 7, NP-Complet ? (Justifier votre réponse en donnant 1’auteur ou les
auteurs du résultat ainsi que le principe de la méthode, dans le cas d'une réponse positive,
sinon, argumenter par des exemples),



s 3 Année universitaire 2013/2014
Faculté des Mathématiques
Département de Recherche Opérationnelle

Concours d’accés au Doctorat LMD
en Recherche Opérationnelle ef Management
Epreuve : Analyse multicritére de donuées et de décision
durée 2h.

Qbservation : - La réponse de chaque exercice doit étre rédigé sur une feuille séparée;
- Toute réponse non justifiée ne sera pas prise ex: considération.

Exercice1:
Soit le programme linéaire multiobjectif suivant :
P {Ma’n Zx) = (Z(x) = cx)i=1.r
XES={xER"JAx < bx20)
ot ¢'i = 1..rest un 1% n-vecteur réel, A4 cst une m X n-matrice réelle et b est un m X 1-
vecteur réel,
|- Ecrire le programme mathématique (Q) correspondant 3 (P) dans 1’espace des critéres
2- On note S(x) I'enscmble dominant en un point x&S,
Montrer que x est une solution efficace pour (P) si et seulement si S(x)N S={x}.

3- Montrer que si I'ensemble des solutions réalisables S de (P) est un polyédre convexe
alors, I'ensemble des solutions réalisables du programme (Q) est aussi un polyédre
convexe, dont les sommets correspondent aux images des sommets de S.

4- Montrer que si x et y sont deux sommets de S efficaces pour (P) alors, tout point du
segment reliant x et y dans § est aussi solution efficace pour (7).

Exercice2. Un patron peut ou non inspecter son employé ¢ un cout h. I’employé peut
travadller ou paresser. La désutilité du travail pour Usmployé est g, la valeur du travail est
v pour le patron. Si le patron inspecte et que l'employé paresse, il est dspensé de le payer,
stnon il lui paye w.

On suppose 0 < h < g < w.

1. Déerire cetle situation par un jeur 2+ 2,

2. Montrer qu'il n'existe qu'un équilibre mizte. Commenter ce fait et calculer | "quilibre.
Comment varie cet équilibre lorsque h augmente ? Lorsque g augmente ¢



USTHB, Faculté de Mathématiques Le 20 octobre 2013

Concours d’acces & la Formation Doctorale
"Recherche Opérationnelle et Mathématiques Discrétes, ROMaD"

Epreuve de Recherche Opérationnelle (Durée : 2h)

PARTIE I :
(Répondre sur une seule double feuille)

Exercice 1. Définir los problames ('ordonnancenent suivants ot donner leurs complexité :

a/ P2l|Cmazx-

b/ PjiC.

¢/ 1|rilCoasz:

d/ 1}|Lmaz-

e/ Y| Tnaz-

i/ 1w

g/ F2||Crmos-

b/ F3|{Cmas-

i/ F2lnouait|Cpas-
i/ O2}|Cmax-

Exercice 2. Considérons l'instance & quatre taches ci-dessons,

T | T2 T | 15

pall 81 5|6 7 \ 1:
padl 21 4 113 3
palfl 4193 2

a/ Déterminer un ordonnancement optimal pour le probléeme F3||Crmax-

b/ Déterminer un ordonnancement ponr le probleme R3||Cras-



duire que pour tout entier k, on a

2 5 )-0)
. P p)
ouver que I'on a
N p-1
3 -
E Z k (_) = (.
A k=1 p
L2 On pourra remarquer que pour toute suite de nomt

exes (ak)ichep1, o0 A
p- .

k
: E ay = E , Sk

d k=1 k=1

b entier k € Z, on désigne par ¢, et r, respectivement, le
bet le reste de la division enclidienne de k? par p -

iy

Tes

K =pg+r avec0<r, <p
on a

T w
k2
e = [‘;] ;

-_i_ﬁu, B %g (1 - (ip)) k.

2zl
tions précédentes 1'expression de 3,7, e



& - o e

(5) Prouver que si f,g € A, on a
(Vn eEN', f(n)= Eg(d)) & (Vn € N*, g(n) = Zp(%)f(d)) ;
din din

Exercice 2. Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier congru
4 1 modulo 4. On pose n = -1, On se propose de prouver que I'on a

, -1 =}
©1) A+ [vae] + [Vas] + o+ |y Er| = |
: : 4 12
|#] désignant la partie entiére du nombre réel = ([z] est 'unique entier
vérifiant [z] < ¢ <z + 1).
(1) Verifier la relation (0.1) pour p=15, p = 13 et p = 17.
(2) On considére les ensembles

'.{(k,l)GN'xN‘/l5k§netl§l< \/k_ﬁ}

*‘ wfﬁ{@-ﬂeﬂ'xﬂ'ilslghag<kgn} ﬁ'

g

3 : “B.a

calculant le nombre d'éléments de E et de F (ou bien

o e :1‘
5.1 44v T
: v 3



. _ S Goutbe elliptique. C
e ks de E(F,).

‘ : ' de la' tra'r‘P d" F‘r(,'l}“lﬁn“]_'\'

~est-il cyclique ?

B petite extension k e Fs tel que E(k) aif

5
BEgne le polynome P(X) = X? + X

» ,. ,X] En déduire que Fi5 = F5(6

1 wtion de 0

’-.'. nAaire linéairn (]p matrice generatri
Eli

S 1 0 1
1010
e 3 0 O

'_,' ¢ matrice génératrice sous forme

teee de controle de C et en déduire

(
o]

)8 ?

o

ZIEE .
i

&

"rv
378

alculer son discrin

V’- Eﬂ déduire que 0 ot —P aont des carr

010810, Retrouver le mot envo
' 1 “ poids d’un code linéaire de

i

pts du code de poids @ Soit
numérateur d’un [n, k]-code

le polynome énumérateur
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Exercice 3. Soit K un corps commutatif. Sotent f € K [X] un poly-
néme 4 coefficients dans K, F le corps des racines de f et G' = Auty F'
le groupe des automorphismes de F' sur K,
(1) On suppose que la caractéristique de K est différente de 2 et
f séparable de degré n. Soient ay, ..., o, les racines de f et on
nit le discriminant de f qu’on note D par

Dzl—I(r;c,,—D/j)2

i<j

fontrer que D € K.
) Montrer que 0 € G, en tant gue permutation, est paire si et
Mmont gi 0 (VD) = v/D. En déduire que si f est irréune-
tible de degré 3, on a
Ay &= De K?, on Ajs est le groupe alterné de degré n
pasidére f = X° 4+ X* - 4X% - 3X? 4+ 3X +1 ¢ B1X]
mtrer que [ est irréductible sur Q.

-

QQC!mzérodef(a) 0, vérifier que o’ — 2, & — 3a,
’ *Zet—-a —a®+ 30 4 2a ~ 1 sont des zéros de f.
déduire que 'extension Q (a) /Q est normale.

! nZ?unentmen&mmcmMm
L=Q(&,) :

>

Muﬂb g.
amc Sar
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PARTIE II :
(Répondre sur une senle double feuille)

Exercice 3.
1. Soit la suite d'entiers définie par

n gk ¥
Uner = Z (p + :k)z*v" "

&
dire rigoureusement & quoi correspond chacun des paramétres n,q,p et © par rapport au
triangle de Pascal, puis remplacer % par la bonne expression,

2. Montrer que la suite précédente satisfait la relation de récurrence

Un— 1‘(;’) Uny +2° (g) Unca+ o+ (=1)%2" (g) Un-g =¥Vn-p4

[ind. 32050 (=1)* () (*,") = (C2D)):

Exercice 4.
1. Interpréter combinatoirement le coefficient bi®nomial puis établir la formule de Pascal
généralisée correspondante (justifier votre réponse).

~ t Seab . ¥ <Py P > > = ik bk
2. (,ulcul(.:r | 'hypcrd(.unnmmzt de I'hypermatrice M = (ai;6), ¢ Jk<s AVEC Ay = (* ..3‘.‘,‘
etm,k=:—}+k.

Quelle différence fondamentale y a -t-il entre les deux exemples ?



PARTIE 1T :
(Répondre sur une seule donble feuille)

Exercice 3. Considérons une lile davtente M /M /2 dont le taux d’arrivée moyen est de
A clients par seconde et les temnps de service sont mntuellement indépendants, identique-
ments distribués selon une loi exponentielle de taux o et que les clients sont servis dans
'ordre premier arrivé, premier servi, A < 2u.

1) Déterminer les équations différentielles qui régissent les probabilités % {t) (proba-
bilité qu'il y aiv & clients dans le systéme au temps t) ainsi que le régime permanent
P ‘l_i.ne'lopk (t).

2) A l'intant ¢ = 0, un client A arrive dans cette hle d'attente qu'il trouve dans 'état
suivant : les 2 serveurs sont occupés et n autres clients (lui non compris) attendent dans
la fille. Nous supposons qu’aucun nouveau client n'est accépté (apres le client A), quel est
le temps d’attente moyen du client A dans la file” Quel est le temps moven de vidage du
systeme ?

Exercice 4. Une petite usine posséde m machines du méme type fonctionnant indépendam-
ment. La probabilité qu'unc machine se dérégle au cours d'une journée et nécessite une
réparation est de 0.5, Lorsqu'un tel incident se produit. le technicien la répare au cours
de la soirée. Malhenrensement, le technicien ne pent réparer plus d’une machine au cours
d’une méme soirée.

Notons par X, pour le nombre de machines qui fonctionnement au début de la n-¢me
journée et posons Xy = 1.

(a)- Modélisez cette situation a 'aide d'une chaine de Markov en donnant son espace
d’'états et sa matrice de transition,

(b)- La chaine admet-clle une distribution stationnaire? Justifier votre réponse.

(¢)- Soit I'événement A, :="Le technicien travaille durant la soirée de la n-tme journée”.
Montrer que la proportion des soirées oit le technicien doit travaillerest p = 1=(1 = zk) 7,
ot 7, est la probabilité qu'il y a m machines en marche a I'état permanent.










































Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université 8 mai 1945 Guelma
- Concours d'accés a la Formation Doctorale Mathématiques Appliquées
Année Universitaire 2012/2013
Epreuve D'analyse Fonctionnelle
Durée : 01 h 30 mn
~ Exercice N° 1
Pour n € N on pose

Po(x) = el (x2 — )"

2" n! dx”
\/ 1. En posant u,(x) = (x* - 1)" = (x = 1)"(x + 1)” et en appliquant la formule de
Leibniz
()" = [0 g+ nf" ). g e ACHTP), g 4 4f g
trouver P,(1).
2. Sur I'espace des fonctions continue sur [~1. 1], a valeurs réelles, on définit le
produit scalaire {/.g) par

!
(:8) = fx)g)as
-1
et I/l par II1° = ().
¢ a) En intégrant par parties, montrer que (P,(x).x™) = 0 pour m < n.
J b) En déduire gue les polynémes P, sont orthogonaux 2 a 2.
c) Calculer || 7, ||
' 224 (nt)?

2\
Ondonnej'(l x2)"dx Gne )]

-
3. La famille (?,). P, de degré n. formant une base de R[x] on a:
XPy = ContPosy + CulPy + Cpa) Pyt +...4C1 Py + €0 Py
o/ @) Montrer que (xPy. Pys) = (Pu.xPys) = Opour k > 1.
b) En déduire xP,, = Cpri Pari + CnPr + Gt Pret.

¢) Montrer {x”,,P,) = 0 et que le coefficient de x" dans P, est égale a

(2n)!

2"(m!)

d) De cela et de la valeur de P,(1) déduire la relation:
(2n+ 1)xPu(x) = (n+ 1)Ppi(x) + nPya(x).
/ 4. Siuy(x) = (x* - 1)" alors - = TZ% SOit (x2 = 1)urf(x) = 2mxu(x) = 0.

En dérivant (1 + 1) fois cette derniére égalité par la formule de Leibniz, montrer que
P, vérifie
(¥ = )P+ 2xP, = n(n+ 1)P, = 0.



Ministére de I'Enseignement Supérieur et de Ia Recherche Scientifique
Université 8§ mai 1945 Guelma
Concours d'accés i la Formation Doctorale Mathématiques Appliquées
Année Universitaire 2012/2013
Epreuve D'analyse Numérique et EDP
Durée : 01 h 30 mn

Exercice N° 1: Soit Q un ouvert borné de R* | de frontiére assez réguliére 3Q, on définit
les espaces de Hilbert :

— 0y

V=tue )@Y, Vau=0of, H=V

On considére le probléme de Navier Stokes :

I- Pour fer(0,7,H), u,eH.

) Montrer que la formulation variationnelle associé a (P) s”écrit :

Chercher u(t) eV 1gq:

[—(Ilt-(u(t),gé)” +alu(r)8)=(£(1).6),, VéeV (L1)

Ou a(.,.) est une forme bilinéaire symétrique a déterminer,
v ii) Montrer que a(.,.) est continu et coéerive surl’ .
« iii) Montrer que si #est solution de (1.1), elle vérifie u € L”(0,7, H)1 (0,7, V)
2-On suppose que f = 0.

/ 1 2
v i} Montrer |'énergie cinétique total &(1) = 3 ﬂ"l dx et la perte de |'énergie cinétique du a la
Q

y : 1 1 ; ; X
viscosité D(t)=5 Iu[Vul dx vérifié ['équation :
4]

d
—e()+D()=0
0 £(t)+ D(1) (1.2)

/i) En déduire que I’énergie £(Z) est une fonction décroissante en ¢ .

- -

N.B=(..), . [, et (-}, - [, sont les produit et les normes associées a V et H

respectivement,



Exercice N® 2:
On y'intéresse & la résolution de Féquation de la chaleur en dimension 1

ot

s

@—%=Oxe€n, t>0

gue Fon approche & laide du schéma de Richardson:

n+l __ n-l RN
J !Ij o "}:,” _Uj+uj_l =

241 h? ] (4)

"

Y 2a). Quel est a priori linconvénient pratique de ce schéma ? Montrer qu'il s'agit d'un schéma du

/

second ordre en espace et en temps'mais inconditionnellement instable.
n:,"'+u""
2b). Dans (4), on remplace u',' par 3 . On abtieni ainsi le sehéma de DuForet-Frankel.

Montrer que ce schéma est explicite et inconditionnellement stable.
————

2c). Analyser lerreur de troncature du schéma de DuFort-Frankel et conclure (fe schéma n’est

consistant que si o tend vers 0 ). Ce résultat était-il prévisible ?



C\S‘Y\wa ole Lo madion A=cle rabe (?_ a4

WH ol tge MA%WD/ZQ st dloveniy

Q@AM\{I ”,,2 .{-(a—e)c. X

2)‘9'?' _'_xof_a_’._o‘fz?’*-c
A’ PR

d 3) My alx) y = torl) 31

. A
\qﬂl?- “\'L,P/mrwwl/» .LLMM\.L o(,(/uu;c Y)!v\- 2‘1 /)’W("’W“ 0&4\
IWAM

i\u_,vg uldy=0 o Lo sndac .
j 3 [N 7} obﬁ 2R g +2C/t
am /’“W 9 (t

dft” Apvet Yo
S )Mwmwmm/‘r‘z
B
W QA M@Wg_ﬁé ol e W
{A:%J@&uibdﬂwaﬁlﬁmwﬂ”tbpilﬁ
W dy zxvg?,%to\:o ol o damoins

don
e Aé‘aé’llj -

D - *L\ L(?)>\“’%é wed
i D wwdets O /{/\ﬁw\,.ﬁwéﬂ'[’}v&J plas ’“’Y’/%‘z

doe. = 23AY duy =
A ’””%’



Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université 8 mai 1945 Guelma

- Concours d'accés a la Formation Doctorale Mathématiques Appliquées
Année Universitaire 2012/2013

Epreuve D'analyse Fonctionnelle
Durée : 01 h 30 mn
Exercice N° 1
Pour n € N on pose

Pu(x) = gl L2 - 1)

\/1. En posant u,(x) = (x* = 1)" = (x = 1)"(x + 1)" et en appliquant la formule de
Leibniz
(@) = f) g4 nf ) g 4. +CHT ) g0} 4 f g™
trouver P, (1).
2. Sur l'espace des fonctions continue sur [-1, 1], & valeurs réelles, on définit le
produit scalaire (f.g) par

(.2) =] fo)gle)as
-]

et [If1 par |I£1° = (..
/ a) En intégrant par parties, montrer que (P,(x).x") = 0 pour m < n.
b) En déduire que les polynémes 2, sont orthogonaux 2 a 2.
c) Calculer || 7, .
: 2241 (1)

On donne '[ (1 =x2)"dx = G 1)

-
3. La famille (P, ). P, de degré »n. formant une base de E[x] on a:
XPy = Cunt Piont + €nPy + Cp) Pt +o 401 Py + 0Py
«/ a) Montrer que (\P., Pud) = (Po.xPua) = Opour k > 1.
b) En déduire \Pu = CpanmI F Coly + Cypet Pyt

{2m)!

c) Montrer {x7,.P,) = 0 et que le coefficient de x" dans F, est égale a ()
_n n! -

d) De cela el de la valeur de P,(1) déduire la relation;
2n4+ 1 xPulx) = (n+ 1)Pm(x) + 0P, (x).
\/4_ Siay(x) = (x* = 1)" alors "” = \'?ml soit {x? — 1yl (x) = 2mva,(x) = 0

En dérivant (i + | ) fois cette dermere €galité par la formule de Leibniz, montrer que
P, vérifie

(x* = V)P +2xP;, —n(n+ 1)P, = 0.



Exercice 2

l. La trausformée de T € D/(R) par 'homothétic fiy de rapport A € B est la distribu-
tion T o ky définie par

1
<Tohy¢>= m < T,-.poh.k >,
On dit que la distribution T est homogene de degré p. p entier, si
Tohy=NT.

a) Montrer que les distributions |z, sgn(x), soat homogenes et déterminer leurs
degris respectifs.

DU— 1 1
b) Méme question pour les distributions vp (;) et Pf (F)

\( 2. Pour tout ¢ € D(R). on définit la distribution valeur princiaple par

. (;l:) (@)= /D*‘” plz) —el=2) ,

T

1
T (;) = l.

Vb) Résoudre, dans Vespace D'(R), Péquation -

\/ a) Montrer (ue

2T = ()
\/ ¢) En déduire la solusion, dans 'espace (B, de I'équaltion -

=1,















Université Yahia Farés de Médéa 2012/2013
Faculté des Sciences et de la Technologie

Doctorat LMD « Analyse et Modélisation Mathématiques »
Epreuve : Analyse Fonctionnelle et Variationnelle

Sujet 1
Durée 2h

Exercice 1 (6 poinis)
Sur l'espace R™, on considére la norme suivante

Izl = Z!zkl ol z= (1-‘1, Tn)
9

! 1. Vérifier qu’d sagit bien d’une norme. oA
.‘\2. On considére Uapplication linéaire T de Vespace vectoriel R® dans lui méme définie par

T(z,y,z) = (52 - 2y+2z2:r: v,T+y+z)
En munissant R® de la norme ||, quelle est alors la norme de T? % %

Exercice 2 (8 points)
Soit f une fonction de R™ dans R U {+00}. Rappelons que Uépigraphe de f est
epi(f) = {(z,0) e R" xR | f(z) < a}
1. Montrer que f est conveze sur R™ si et seulement si epi(f) est conveze.
2. Soit o une fonction conveze et croissante de R dans R. En posant :p(+oo) +0c, mantrer que
~-8i-f-est convese-sur-RP-alors-pof-est convere sur R*.  ~ o &

Exercice 3 (6 points)
Soit Y un espace métrique et soit X une partie compacte non vide de Y. On désigne par Cy(Y') l'espace
vectoriel des fonctions réelles continues el bornées muni de la norme définie par

[L£} = sup [f(¥)I.
yey

On désigne aussi par ||.|| Ic norme de la convergence uniforme sur l'espace C(X) des fonctions réelies
continues sur X. Les espaces C(X) et Cy(Y') sont des espaces de Banach.
Soit ¢ : R — R la fonction définie par
z
o) = ez D)

et soit f € Cy(Y) tel que fix # 0.

v 1. Montrer que Uapplication g = ||fixllpopry € Co(Y) et que ligll < Il fixll-
< 2. Montrer que ax = fix-

J 8. Montrer qu'il eziste zo € X tel que |f(zo)| = I fixll-

4. Bn déduire que |igl) = |l fix]l- ' &

Baréme :

Exercice 1 : 6 points =3 + 3
Exercice 2 : 8 points = (3+3)+2
Exercice 3 : 6 points — 2+1+1+2



a) Calculer la dérivée de la distribution v et en déduire que S est dans L(]a, b]).
d'b) Montrer que si u est dans V alors u” est dans L?(Ja, b]).
3) Soient g donnée dans H{(]a,d]) et n un réel fixé. Pour v dans V, on pose

b
Iw)=3 f (i @F + 1" @) do = [ ¢ @ (@) da =1 ©).

a) Justifier 'existence de v (b).

b) Démontrer que la fonction J est différentiable sur V et calculer dJ (u) v (la
valeur en v de la différentielle de J en u).

¢) Montrer que si (¢, ),cx st une suite de D (Ja,d{) convergeant vers 0 alors
la suite (dJ (u) ©,),.n converge vers 0.

d) Expliciter la distribution T définie par

(T, 0) v gapiyxpigesy = 4 (1) .
4) On pose

afu,v) = /.b (@ (z) v (z) + u" (z) " (z)) dz

&
o) = / ¢ (2) #(z) dz + 0" (B

< a) Veérifier que la forme bilinéaire a est continue et cgercive sur V et que la
forme linéaire ! est continue sur V.
< b) Démontrer que le probléme (P) suivant admet une solution unique :

eVivoeV
(P) { :(u, v) =vl(v)

'*lc) Montrer que si u € V est solution de (P) alors
J(u) < J(w),YweV

5) Démontrer qu’a tout élément ¢ € D(]a,b) on peut associer un unique
élément v € V vérifiant 1'équation :

< =ip

2



/ 3) A chaque f de H, on associe la fonction F définie par :

Flz) = %[ fe)dt, z>0

Montrer que I’on définit ainsi une injection linéaire T' de H dans l'espace des fonctions
continfiment dérivables sur |0, +ool.

< 4) Montrer a I'aide d'une intégration par parties et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, quepour fe Het 0 <a < f <oo, ona:

[ @y <o [ @y - [uere] +ar@

o En déduire que T opére de H dans H et qu’il est continu pour la norme définie en question 2.

Bon courage.




Université Yahia Farés de Médéa 2012/2013
Faculté des Sciences et de la Technologie

Doctorat LMD "Analyse et Modélisation Mathématiques"
Epreuve : Analyse Numérique
Sujet 1, Durée 2h

Exercice 18pts):. On considére le systéme

Ax=b (1)
{ 1 - Soit
J:IR™ - IR
définie par :

Ax) = (Ax, x) - 2(b, x)
avec la matrice A € M,(IR) dans le systéme (1) est symélrique, montrer que

J(x) = grad Ax) = 2(Ax— b)
j 2- Si de plus A dans(1) est symétrique définie positive, montrer que la solution du
systéme (1) est celle qui minimise 1 4
Ky) = (A% ) - 2b,y)

(c’est-a-dire toute solution de (1) est solution de Sx) < Ky) , Vy € IR™)
&3— Soit la matrice A dans (1) une matrice telle que

(Ax, x) = allx|?, @0, ¥x € €
Montrer que le systéme (1) admet une solution unique et la suite définie par
— XD = x B — 9(AXP ~ b) pour X% & @
converge vers la solution x pour 0 < 0 < —Iﬁ-,-.
Exercice 2[12pts) : On considére le probléme parabolique :

Ut Ug—auey=0, (x0€]0,1[x]0, 7]
1,0 = 0,0 =0, te 10,71 (7)
x,0) = wp(x), xe€]0,1{
ou uy € (A[0,1]) etar0 sont donnés. On admettra que la solution de (1)
existe est qu'elle est suffisamment réguliére pour fous les développements
de Taylor qu'on voudra effectuer.

\f 1- Ecrire le schéma d'approximation de (1) par différences finies a pas
constant (noté h, et tel que h = -};,- ), cenltré en espace (c.a.d. en approchant

u' (jh)) par
S5 UG+ DB = L= 1))
et «'(jh) par
7 (G + D) = 2u(8) + U= DA)

et avec le schéma d'Euler explicite 8 pas constant (noté k, avec k= -L) en
temps.



2- Montrer que l'erreur de consistance T}, est majorée par

Ak+ 1)
od C ne dépend que de la solution exacte de (1).
3- Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t'on le résultat de stabilité -

le'll, < 1PN, Yo< M
ou u" désigne la solution approchée au temps t, = nk?(par définition || " = 'T?XN |20l )

4- Donner un résulfat de convergence pour ce schéma.



Université Yahia Farés de Médéa 2012/2013
Faculté des Sciences et de la Technologie

Doctorat LMD "Analyse et Modélisation Mathématiques"
Epreuve : Analyse Numérique

Sujet 1, Durée 2h

Exercice 18pts). On considére le systéme
Ax=56 (1)
! 1 - Soit
J:IR"™ -+ IR
définie par
Kx) = (Ax,x) - 2(b,x)
avec la matrice A € M.(IR) dans le systéeme (1) est symétrique, montrer que

J(x) = grad [ x) = 2(Ax— b)
J 2- Side plus A dans(1) est symétrique définie positive, montrer que la solution du
systéme (1) est celle qui minimise 1 i 3
Ky) = (Ay,5) - 2(b,y)

(c'est-a-dire toute solution de (1) est solution de fx) < Ky) , Vy<€ IR™)
&3- Soit la malrice A dans (1) une malrice telle que

(Ax,x) = a|l x|, @0, Vxe €
Montrer que le systeme (1) admet une solution unique et la suite définie par
' — Al = 8 0(AXD — p)pour O e @™
converge vers la solution x pour 0 < @ < -"-ﬁ-,-
Exercice 2[12pts] : On considére le probléme parabolique :

Wt Ug=auee=0, (X0 <]0,1[x]0, 7]
u1,0 = (0,0 =0, te]0,7] (1)
£x,0) = w(x), xe0,1[
ou uw € C1[0,1]) et sont donnés. On admettra que la solution de (1)
existe est qu'elle est suffisamment réguliére pour tous les développements
de Taylor qu'on voudra effectuer.

\f 1- Ecrire le schéma d'approximation de (1) par différences finies & pas
constant (noté h, et tel que h = ), centré en espace (c.a.d. en approchant

o' (jh)) par
7 (U(+ 1DA) = (= 1)A)
et ' (jh) par
25 (G + D)A) = 2u(h) + (= 1)

et avec le schéma d'Euler explicite & pas constant (noté k, avec k= L) en
temps.
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Exercice 01(12pts)

On appelle méthode itérative de résolution d’un systéme linéaire Az = b,
une méthode qui consiste & construire une suite (z,) nen 2 partir d’une
solution donnée zy quelconque, censsée converger vers z solution exacte
du systéme Az = b, quand n tend vers co. Parmis les méthodes itératives
les plus importantes c’est la méthode du Gradient Conjugué, ol la ma-
trice A doit étre Symétrique Définie Positive.C’est donc une amélioration
des méthodes itératives précédentes dans laquelle on cherche un nou-
veau itéré le long des nouvelles directions {pg, p1, p2}. L’algorithme de
cette méthode se compose en deux étanes. La nremidve étape consiste 3,
minimiser la fonctionnelle quadratique correspondante J (z) au systéme
linéaire Az = bou z € R". Dans la deuxieme étape on cherche la nouvelle
direction pg+1, le nombre Gy est calculé afin que la quantité ||z — x| ah
soit la plus petite possible. Etant donné une matrice

4 -1 0
A=| -1 2 =1
0 =Y 9

l1. La matrice A est-elle Syméirique Définie Positive (SDP)?

2. Trouver deux vecteurs p;, ps qui sont, deux a deux, A — conjugués
avec le vecteur pp = (1,0, 0)'. Que peut-on dire sur I’ensemble
{po, p1, p2} dans I’space R*?

3. Appliquer la méthode du Gradient Conjugué au systéme Az = b,
avec second membre b = (1,0, 1)%.

4. Citer deux raisons principales pour lesquelles on doit utiliser les
A

conditionneurs. s
Y1.ll 4 désigne la norme d’énergie du systéme Az = b.

1
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Exercice 1 (06pts)
Soit F un espace de Banach et I 'opérateur identité défini de F dans £
Etudier les cas suivants
La compacité de 'opérateur identique I dans le cas oi F est de dimension
finie
o La compacité de 'opérateur identique I dans le cas o0 E est de dimension
infinie :

Exercice 2 (04pts)
Former P'équation intégrale correspondant & I'équation différentielle

Y +zy + z* y=0,
aux conditions initiales

y0)=1 y(0)=1



a) Calculer la dérivée de la distribution v et en déduire que S est dans L*{]a, b).
d'b) Montrer que si u est dans V alors u” est dans L?(Ja, b]).
3) Soient g donnée dans H}(]a,b]) et 77 un réel fixé. Pour v dans ¥, on pose

=3 [ (W@ +p@F) de~ [ o @ @ de a0 ®).

a) Justifier 'existence de v" (b).

b) Démontrer que la fonction J est différentiable sur ¥ et calculer dJ (u) v (la
valeur en v de la différentielle de J en u).

c) Montrer que si (,),cy est une suite de D (Ja,b[) convergeant vers 0 alors
la suite (dJ (u) ©,),..x converge vers 0.

d) Expliciter la distribution T définie par

(T' W)D'(]a.b{)xv(]u.bl) =dJ [u) .
4) On pose

alu,v) = /: (v (z) v (z) + u" (z)v" (x)) dx

b
I(u) = ] ¢ (2) 4 (z) dz + nv" (8)

J a) Vérifier que la forme bilinéaire a est continue et cgercive sur ¥ et que la
foume linéaire { est continue sur V.
b) Démontrer que le probléme (P) suivant admet une solution unique :

ueEVVueV
(P) { a(u,v) -: I{v)

’Jc) Montrer que si u € V est solution de (P) alors
J(u) < J(w),YweV

5) Démontrer qu’a tout élément ¢ € Df]a,b]) on peut associer un unique
élément v € ¥V vérifiant l'équation :
"

2
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Exercice 01(12pts)

On appelle méthode itérative de résolution d’un systéme linéaire Az = b,
une méthode qui consiste & construire une suite (Zn) nen & partir d’une
solution donnée zy quelconque, censsée converger vers z solution exacte
du systéme Az = b, quand n tend vers co. Parmis les méthodes itératives
les plus importantes c’est la méthode du Gradient Conjugué, o1 la ma-
trice A doit étre Syméirigue Définie Positive.C’est donc une amélioration
des méthodes itératives précédentes dans laquelle on cherche un nou-
veau itéré le long des nouvelles directions {py, p1, p2}. L’algorithme de
cette méthode se compose en deny 4fanss. La premidre étape consiste 3.
minimiser la fonctionnelle quadratique correspondante J (z) au systéme
linéaire Az = b o z € R". Dans la deuxie¢me étape on cherche la nouvelle
direction py.1, le nombre By est calculé afin que la quantité ||z — zx||, !,
soit la plus petite possible. Etant donné une matrice

4 -1 0

A=| -1 2 -1
0 -1 2

11. La matrice A est-elle Symétrique Définie Positive (SDP)?

2. Trouver deux vecteurs p;, ps qui sont, deux a deux, A — conjugués
avec le vecteur py = (1,0, 0)‘. Que peut-on dire sur ’ensemble
{po, p1, p2} dans I'space R*?

3. Appliquer la méthode du Gradient Conjugué au systéeme Az = b,
avec second membre b = (1,0, 1)

4. Citer deux raisons principales pour lesquelles on doit utiliser les
A

conditionneurs. s

Y|l| , désigne la norme d’énergie du systéme Az = b.

1



5. La méthode du Gradient Conjugué est une méthode itérative, mais
elle converge vers la solution exacte en un nombre fini d’itérations.
Expliquer pourquoi ?

6. Il nous parait paradoxal d’étudier la vitesse de convergence d’une
méthode qui T.e termine en un nombre fini ditérations. Calculer donc

|z — k|4

. Que peut-on déduire ?
llz — zoll 5

le rapport :

Exercice 02(08pts) :
Soit le probléme suivant

_Au= 2,Q0=ABCD
u= 1, sur ¥, =ADCB
M-~ 1,surZ;=AB

1-Ecrire la formule de Green.
2-Ecrire le probléme variationnel (faible).
3- Déterminer les fonctions de bases : A1, A2, As, A4 et leurs gradients.
4-Ecrire le systéme discrét.
D'? 8. 9 l(l3

61— 11
B
5 2 o 29

Bonne chance



Exercice 3 (10pts)
Quelques notations:
e S(R) est la classe des fonctions C™ & décroissance rapide sur R,

e 3 est la transformée de Fourier de 3, supp= support.
o D'(R) est l'espace des distributions sur R.

Soit 1 € S(IR) telle que supp &; k= [% . 3]. On pose ¥;{z) = ¥ (2z), € Z
et z € R.

Soit f une fonction dennée. On pose Ty = Ew,- # f.
JET

%(1) On suppose que ( A |T¢(z)? d:r:) W +0oc. Démontrer que Ty € D'(R).
\/(2) Démontrer que la sornme Z ﬁj (€) est formée d'un nombre fini de termes
JEZ
non nuls, A trouver ce nox:xbre.
s R S =
J.(4) Déduire: 3¢ > 0 telle que || Tyl 2wy < ¢ fllzams-

+(5) Déduire que o
= (T 91©)| < cler.
JEZ
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DOCTORALE LMD

Exercice 1.
Soit K une partie de R", compacte, convexe, symétrique par rapport
4 0 et telle que 0 est un point intérieur. Soit p : R® — R la fonction
définie par

p(z) = inf{t > 0 /% € K.

1) Montrer que p(z) =0 ssi z = 0.
2) Pour z non nul' montrer que 7 € K.

3) Pour z non nul et ¢ > 0 montrer que p(t.z) = tp(z). En déduire que
Vz € R™, Vt € R, p(tz) = |t|p(z).

4) Montrer que si z et y sont non nuls ﬁfm e K.

5) Conclure.

6) Montrer que K est la boule unité fermée de R"™ pour la norme p.

Exercice 2.
Soit K € L2(R?). Montrer que 'opérateur Tk : L*(R) — L*(R) défini
par

Tx(f)(@) = / K(z,9)f (v)dy

est bien défini et borné.
Déterminer Ty I’adjoint de Tk.

Exercice 3.
Soit E une partie compacte d’un espace vectoriel normé, et f : E — E
une fonction vérifiant . - :

Vz,y € E, (z#y) = [f(z) - FWI < llz =yl
Montrer que f admet un unique point fixe.

Date: 05/10/2013.
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Concours d’Acceés en Doctorat LMD 2013-2014
Epreuve EDP
Exerxixe 1:(2pts)

Trouver la solution u(z,y) de I'équation aux dérivées partielles.

J*u . ng -
dzdy Oz
Exerxixe 2:(6pts)

Déterminer la solution générale de I’équation aux dérivées partielles du

premier ordre

10 106z
Fowa =4
z0r yOdy
et la surface intégrale qui contient la courbe (C) d’équations
2
. ) =2
Lot { z=0

Probleme:(12pts)

D’apres la méthode de séparation des variables combinée avec les séries

de Fourier. Trouver la solution u(z,t) de ’équation

u  Ou

— = — Vit>0 1

ozr? Ot (1)
avec les conditions aux limites

ou ou :
e PN : 2
—ax(O,t)—O— 617(7r,t), Vt >0 (2)

et avec la condition initiale
u(z,0) = f(z) 0<z<w (3)

T st 0<z<Z
= = 4=y
f(z) {w—x st §<x§7r



