Commande optimale des systemes dynamiques

Cours 1

Introduction et historique

Fij. 4.



Renseignements pratiques 2

Enseignant Denis Arzelier : Directeur de recherche au LAAS-CNRS
Contacts Tel : 05 61 33 64 76 - email : arzelier@laas.fr

Web-page http ://homepages.laas.fr /arzelier /cours.html
Organisation du cours

[1 16 séances 1h15 : 20h00
[1 Cours magistral et bureaux d'études
[J Support de cours : transparents
[1 Exercices sur feuille

Enseignant Richard Epenoy : Ingénieur CNES
Organisation du cours

[1 8 séances 1h15 : 10h00
[1 Cours magistral et bureau d'études sur une application spatiale

[1 Support de cours : transparents

[J Support MATLAB
[1 1 Examen 2h30

Durée totale : 30h
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Survol historique thématique 3
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Probleme classique du Calcul des Variations 4

Le probléme de calcul des variations est défini sur I'espace de Banach C'([to, ts],R"™)

min J(z,ty) = /tf L(t,z(t),x(t))dt + Yo(to, x(to), ts, z(ts))
xeCl([tg,ts],R™) to
sous O(t,x(t), z(t)) =0
Y (to, z(to), ts,(ty)) =0
x(to) = o
x(ty) = x5 ty libre ou fixé

avec :

- J(z,ts) est une fonctionnelle de Bolza (Lagrange pour ¢o = 0, Mayer pour L = 0)

- L : V — R fonction C* appelé Lagrangien

- Yo : W — R fonction ct

- 1) : W — RP fonction C' définit les conditions de bord ou conditions aux limites

- & : V — R® fonction C' définit les contraintes de phase ou contraintes holonomes
si ®(t,x(t)) =0

- V est un ouvert de R x R™ x R™ et W un ouvert de R x R" x R x R"
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CV : exemple du brachistochrone 5

Si dans un plan vertical deux points A et B sont donnés, alors il est
demandé de spécifier I'orbite AMB d’un point mobile M, le long de laquelle,
partant de A, et sous la seule influence de son propre poids, il arrive en B
en un temps le plus court.

Jean Bernoulli, Acta Eruditorum, juin 1696

Contributeurs :

- 1638 - Galiléo Galilée (Arc de cercle) f
: o} Y= —a\/T

- 1696 - Jean et Jacob Bernoulli Cycloide |

- 1697 - Isaac Newton

- 1696 - Gottfried Wilhelm Leibnitz
- 1696 - Guillaume-Francois-Antoine de

Yy = —aT

1
o
N

-1.2F

-14F

Sainte Mesme de |'Hopital
- 1696 - Ehrenfried Walther von Tschirn-
haus
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Formulation du brachistochrone pour le CV 6

Soit C(t) la courbe paramétrée par t et définie par ses coordonnées cartésiennes
(x(t),y(t)) vérifiant I'équation suivante y = f(x) de A(0,0) vers B(a,b) = (3, —2)

Mise en équations : X

-0.2

- Déplacement infinitésimal :

-0.4

ds = \/dx? + dy? = \/1 + (%)Qdaz N

- Théoreme de |'énergie cinétique :
M

ds v X
v(t) = i /29y ey =

-1.8
B

- Temps de parcours infinitésimal : T s 4 a5 2 s 5 s
Y ds \/1 -+ (%)2dx Probleme de calcul des variations :

T . [V,
_ : min x
Temps total : - . 29y

s(tf)  dg sous y(z(0)) =0
=] v y(a) = b
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Solution du brachistochrone par Jean Bernoulli 7

La courbe solution doit suivre le trajet de la lumiere dans un milieu ou la vitesse
augmente selon I'accélération terrestre (g).

Mise en équations :

- Théoreme de |'énergie cinétique :

ds
v(t) = - = V2gy

- Loi de la réfraction (loi de Snell - 1625) :

-1.21

sinf % sin 6
v vV 29Y

1- La vitesse est nulle en A

2- La vitesse est bornée par vpmaz = 1/29|b| sl
1 —_—
2g[b]
v RN —
- Trajectoire sur une courbe : dx 29K
dr Opposée d'une cycloide générée par un cercle

sin @ = NIRRT de diamétre |b|
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Exemples de problemes de calcul des variations 8

- Problemes isopérimétriques :

b b
min / L(t,z,t)dt, sous z(a) = x1, ©(b) = x2, G(x) = / g(t,x,x)dt =1

z€C! ([a,b],R)

pb. de Didon :

b

b
max / xdt, sous b —a < L, / (1+33H)Y2dt = L

x€Cl([a,b],R) a

- Problemes de Newton (surfaces de révolution de plus faible résistance en
mouvement dans un fluide) :

b 2
xec{?[ianb] R)/ 27m:1 jj_j:Q dt, sous, x(a) = x1, x(b) = x2

- Principes de mécanique (principe de moindre action de Maupertuis (1744)) :

ty
min 5:/ T(z) — U(t, z)dt
t

a:ECl ([taatb]’RSN)

a

< Lorsqu'il arrive quelque changement dans la nature, la quantité d’action
nécessaire pour ce changement est la plus petite possible >
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Définition du probleme de Commande Optimale 9

Le probleme de commande optimale est défini sur |'espace
ICCl([t()v tf]v Rn) X /CCO([t()a tf]v RWL)

.
-
<

(2,u) = / "Lt 2(t), u(B)dt + ot 2(t))

to
sous  x(t) = f(t,x(t), u(t))
Y(to, x(to),tr,x(ty)) =0 to, ty libres ou fixés
u(t) € U espace topologique de KC°([to,s], R™)

avec :

- L : V = R fonction C! appelé Lagrangien

- 1y : W = R fonction C!

- 1) : W — RP fonction C! définit les conditions de bord ou conditions aux
limites

- f : V — R" fonction C! définit les contraintes dynamiques

- V est un ouvert de R x R™ x R™ et W un ouvert de R x R™ x R x R"
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Définition du probleme de Commande Optimale II 10

- Probleme de Cauchy : existence et unicité de la solution de
z(t) = f(t, z(t),u(t)), x(to) = zo
1- L'hypothése u(t) continue par morceaux + f(.) C' = existence et unicité de la
solution de la contrainte différentielle avec x(t) € KC*([to, ts], R™)
(différentiable partout sauf en les points de discontinuité de u(t))
2- u(t) € L. ([to, t£],R™) + f(.) C' = existence et unicité de la solution de la
contrainte différentielle avec z(t) € AC([to,ts],R"™)
- Equivalence des pb. de Lagrange (¢0 = 0), pb. de Mayer (L = 0) et pb. de Bolza

[1 Probleme de Mayer :

i=]a 4 } () = L(t, z,u), 2°(to) = 0

[1 Probleme de Lagrange :

=20 o]0 =0 2" = (s a(ty)
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CO : exemple de I'alunissage 11

Enoncé du probléeme : soit une fusée de masse m(t) devant alunir (accélération de
la gravité sur la lune (g) en douceur (avec une vitesse v(t) nulle a Iarrivée) a
partir d’'une hauteur donnée hg et avec une vitesse initiale donnée vg et en
utilisant une poussée T(t) toujours orientée dans le sens inverse de sa chute.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

- Conditions aux limites :

h(0)2h0>0, U(O):Uo <0, m(O):M—I—F
h(tf) =0, U<tf> =0, m<tf> > M

() == [0t = m(0) — ity

- Contraintes : 0 < T'(t) < p

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CO : exemple de 'alunissage 11

12

Probleme de Lagrange a temps final libre :

0<u(t)<1
SOUS t1(t) = x2(t)

in(t) = —g + oo

=—g+o0
2 I .

ig(t) = —O'U(t), 331(0) = hog >0

ZCQ(O) = Vo S 0

563(0) = M—I—F, ZCl(tf) =0

To(ty) =0, M+ F >x3(ty) > M, 0 <u(t) <p

Nota :

by ly
min —/i@@ﬁ:/ ou(t)dt
0 0

- Probléme en consommation minimale
- Probleme a temps final libre et avec contraintes inégalités sur la commande

et |'état final

LAAS-CNRS
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CO : exemple du transfert orbital 13

Enoncé du probleme : soit une fusée de masse m(t) devant atteindre en un temps
minimal (ty) 'orbite circulaire de rayon donné (r(ts)) a partir d’une orbite
circulaire donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée vo, en utilisant une
poussée constante T dont 'orientation ¢(t) peut varier.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

T Satellite
r(t) = u(t) O
U(t) _ U2 <t> . ﬂ 4 TSin¢ 7Tbit€ finale
r 2 mo — |m(t)|t
?}(t>:_@+ T cos ¢ \
. mo — |m(t)t

<y

- Conditions aux limites :

y

Centre attracti f

8y

r(0) =70 >0, u(0) =0, v(0) = Lad
u(ty) = v(ty) = H r(ty) = \\\\_"—///\Orbz'j;é/i;w'tiale
. ?“(tf

- Fonctionnelle : J(ty) / dt =
0

LAAS-CNRS
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CO : exemple du transtert orbital II 14
Probleme de Mayer en temps minimum :
min ¢
u(t) !
sous 1(t) = xo(t)
2 .
, x3(t) w T sinu
T2(l) = — — + . |
2() T vy mo — |m(t)|t [ 7
o (1) ToXs3 n T cosu ;
T = — 0
3 z1 | mo— |[m(t)]t [
$1(O) =179 > 0, $2(O) =0
,Ll/ T T — o5
x3(0) =
[t
332( f) ) :C3( f) xl(tf)a 331( f) rf
Nota :
- Probleme en temps minimal
- Probleme a temps final libre et sans contraintes inégalités
e Commande Optimale ISAE-N6K



Résolution d’un probleme de CO 15

[1 Modélisation mathématique du probleme de commande optimale

[]

1 O O 0O

[]

Différents groupes de variables (état, commande)

Fonctionnelle de coiit (Lagrange 1762, Mayer 1878, Bolza 1913)
Contrainte différentielle (équation dynamique)

Conditions aux limites (initiales, terminales)

Contraintes algébriques (inégalités, égalités, ensembles, espaces)

Ensemble d'hypotheses (continuité, différentiabilité)

[1 Caractérisation d'un optimum

[]
[]

Conditions nécessaires (variation d'ordre 1, principe du maximum)

Conditions suffisantes (variation du deuxiéme ordre)

[] Théorie de Hamilton-Jacobi

[1 Résolution des conditions d’'optimalité

[1 Approche exacte

[]

LAAS-CNRS
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Pré-requis 16

- Mathématiques :
[1 Algebre linéaire de base
[1 Calcul différentiel et intégral
[1 Eléments d'analyse fonctionnelle
[1 Programmation non linéaire et théorie de I'optimisation statique
- Automatique élémentaire :
[ Méthodes d'analyse et de commande fréquentielles des modeles LTI

[1 Méthodes d'analyse et de commande dans |'espace d’'état des modeles LTI

- Informatique : MATLAB

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Commande optimale des systemes dynamiques

Cours 2
Rappels de PNL

Application a la commande optimale en temps discret

r}]' 5



Rappels de PNL : minimisation sans contrainte 2

ggg f(a:) fx)y A 2

- (1) minimum local ﬁ
- (4), (7) minima locaux, globaux sur (a,b) et sur 5 6

(c,b) - e
- (3) point selle
- (2) maximum local 4
- (5) et (6) optima non analytiques _
- (8) maximum local et global sur [c, b] " ' i b

v Définition 1 z* € D C R" est un minimum local (global) de f : R™ — R si
de>0telqueV x € B(x",e)ND (VY x & D) alors :

f@") < f(=)
[1 Théoreme 1 conditions nécessaires d’optimalité locale

CN1 Premier ordre : si x* € D est un minimum de f : R" — R alors V f(z™) =0

CN2 Deuxiéme ordre : si x* € D est un minimum de f : R" — R alors
Vif(z") = 0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Rappels de PNL : minimisation sans contrainte II 3

v Définition 2 point stationnaire

Tout point x™*(t) qui vérifie la condition nécessaire d’optimalité au premier ordre

(CN1) est un point stationnaire de la fonction f.

[1 Théoreme 2 conditions suffisantes d’optimalité locale

CS Deuxiéme ordre : si Vf(z*) =0 et V°f(z*) = 0 alors z* € D est un minimum
local de f : R" —+ R

[1 Exemple 1

- f(x1,22) = 25 + 5

- (x1,22) = (0,0) est un mini. global sur R*
- Vfi(z) = [ 2r1 2x2 }

- V2f(z) =2 x 15

- (0,0) est un minimum global de f

N o - N w + w fer] ~ o

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Rappels de PNL : minimisation sous contrainte 4

(PNL)
Hel}% f() - Fonction coiit (critere) f € C'(R™, R)
sous h(r) =0 - Contraintes égalités h € C' (R™,R™)

(2) < 0 - Contraintes inégalités g € C'(R",R")
g\r)

v Définition 3
- x € R"™ est (strictement) réalisable de (PNL) si h(x) =0 et g(x) =20 (< 0)

- x € R"™ réalisable est régulier si

rg(H):rg([ Vhi(z), - ,Vhmn(z) D —m

Pour x € R" réalisable A(x) = {j | g;(x) = 0} est I'ensemble des contraintes
actives (saturées). Si j & A(x), la contrainte associée a g; est inactive
- x* € R"™ réalisable est un minimum local de (PNL) si 3 € > 0 tel que pour tout

point réalisable x
|z -2 <e = [f(=") < fo)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Minimisation sous contrainte : théorie de Kuhn-Tucker 5

[1 Théoreme 3 condition nécessaire au premier ordre d’optimalité locale
(Karush-Kuhn-Tucker)

CN1 Six™ est un minimum local régulier de (PNL) alors il existe deux vecteurs de
multiplieurs de Lagrange \™ € R™ et u* € R" tels que :

VL(z* )\, u*) =0
(:IZ ,LL) Vi(z")
N;ZO jzl,”',’l“

p; =0 VjdgA")

L(z, A\, p1n) : R" x R™ x R" — R est le lagrangien associé a (PNL) :
L(z, M\, p) = f(2) + Nh(x) + p'g(x)
v Définition 4 solutions de KKT

Les solutions des conditions nécessaires au premier ordre sont appelées solutions de
Karush-Kuhn-Tucker.

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Minimisation sous contrainte : théorie de Kuhn-Tucker ¢

[1 Théoreme 4 condition nécessaire au deuxiéeme ordre d’optimalité locale
CN2 On suppose que les fonctions f, h, g sont de classe C?. Si z*, point
réalisable, est un optimum local alors 3 \* € R™ et 4 u* € R" tels que :

Y' Ve L@ A 1"y >0 YV y € V()
ol V(x*) est le sous-espace des variations réalisables au 1°" ordre :
V(@) = {y | Vhi(@*)'y =0, i=1,---,m, Vg;(@*Yy=0 j e Alz")}
[ Théoreme 5 condition suffisante d’optimalité locale

f, h, g sont de classe C? et soient x* € R™ réalisable, \* € R™ et u* € R”

tels que :

VL(x*, X, u*) =0
y' Vo L, X pu*)y >0 Yy#0eV(s"

alors x* est un minimum local strict de (PNL)

Commande Optimale ISAE-N6K
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Minimisation sous contrainte : exemple 1

7

[1 Exemple 2

min r1 + X9
L1,T2

sous 7 + x5 =2

- Minimum absolu :
Tt = [ -1 -1 ]

- Maximum absolu :

w=[1 1]

0 h(x")
.l

f(x)

LAAS-CNRS
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Minimisation sous contrainte : exemple 2 8

[1 Exemple 3 (McCormick 1967)

min  (z1 — 1)% + 23
L1,T2

sous 2kx; —x3 <0 o

O0<k<1:

(:c*,,u*)qu—k i\/Zk(l—k)],l) @ .
k>1

(@)= (| 0 0].1/k)

k<0 :

(@) =([1 0,0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Commande optimale en temps discret : définition 9

Soit le probleme de commande optimale en temps discret :

min  J(x;,u;) = ZL Ti,Ui) + Yo(TN)

Li,Us
sous xX; = fi_l(wi_l,ui_l), 1= O, Tt ,N — 1, N fixé
x; €R" ¢+=1,--- N
xo = T donné
u; € R™, 1=0,--- ,N—1
P(zy) =0
avec :
- J(x;,u;) est une fonction de Bolza (Lagrange pour ¥g = 0, Mayer pour
- L; : R* x R™ — R fonction C? appelé Lagrangien
- 1y : R™ = R fonction C?
- 1 : R™ = RP fonction C? définit les conditions de bord

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CO en temps discret : nature du probleme 10

Vv Définition b trajectoires d’état et de commande

Un_1= (ug,u1, -+ ,un_1) est une trajectoire de commande et

x:(wo’a’;l’...

,TN) est une trajectoire d’état.

On suppose que I'équation dynamique du systéme spécifie de maniéere unique la

trajectoire d’état correspondant a une trajectoire de commande.

L

L

= fisa(fic2(fiza (-0 ), ui—2),u5-1), i=1,--- N
= Fi(uo,ul,- - ,uz‘_l,ib’o) = FZ'(UZ'_;[,ZC()) 1= 1,- - ,N

Le probleme de commande optimale en temps discret est un probleme de PNL

sous contraintes égalités :

(PCODL)

N—1
min  J(Uy_1) = E:Lz Ui—1,%0),ui) + Yo (Fn(Un=1,0))
1=0

sous xo = x donné
u; € R™, 1=0,--- ,N—1
Y(EN(Un—-1,70)) =0

LAAS-CNRS
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CO en temps discret : forme de Mayer 11

- Lagrangien :

L(UN_l, 14

2

) =

1]

7

I
o

1

—1

1

Li(Fi(Ui-1,20),uwi) + V(FN (Un-1,20),V)

Li(F;(U;j—1,20),u;) + Yo (En(Un—1,20)) + V' ¢(Fn(Un_1,0))

- Passage 2 la forme de Mayer : J(Uy_1,v) = ¥(Fy,v) +yn = U(Fy,v)

yi = Yi—1+ Lic1(Tic1,ui-1)
yo = 0

~

X _ ~ _
T; = [ } = fi—1(Ti—1,ui—1) = F3;(Ui—1, Zo)
Y,

Le probleme de commande optimale en temps discret est un probleme de PNL sans

contraintes

LAAS-CNRS

(PCODM)

min j(UN_1,V) = \TJ(FN(UN_LZE()),V)
UN_]_,U
sSous o = T donné

’UI,LERm7 ’[;:O)...)N_l

Commande Optimale ISAE-N6K



CO en temps discret : CN au premier ordre 12

- CN d'optimalité au premier ordre :
CN1 :si Uy = (uj,uf, -+ ,ujy_q) est une trajectoire de commande
optimale pour (PCODM) alors :

Ve, JU%_)=0 Vi=0,---N—1
- Calcul de VUiJ(UN_l) = vui\P(FN(UN_l,ZCO» :

Vi, J(Un_-1) = V., FNVY(Fy)
— vuifivflli+1fi+1"'VIL‘N—1fN—1V\IJ(FN)

ou :
V., F'n : matrice gradient m X n
VU (Fy) : vecteur gradient n x 1
V., fi : matrice gradient m x n
Vg, fi : matrice gradient n X n

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CO en temps discret : équation adjointe 13
v Définition 6 vecteur adjoint
On définit le vecteur adjoint \; e R", YV i=1,--- N par
)\i — vmifi"'va_lfN_lv\Ij 7’:177N_1
A = VU
Equation adjointe :
Ni = Vg fidiyp i=1,--- N—-1
Ay = VU
La condition nécessaire d'optimalité au premier ordre devient :
Vi, J(UN_ 1) =V, firig1 =0 YVi=0,---N —1
e Commande Optimale ISAE-N6K



CO en temps discret : pb. de Lagrange 14
- Calcul de V., J(Un_1) = U(Fx(Un—1, 20)) :
Vu,J(UnN_1,) = Vi, fidiz1, i=0,--- N —1
ou :
\i = Vzfidig, i=1,- ,N-1 - fi(xs, u;)
. . avec f; =
- Vecteur adjoint :
~ AN Vv ~ A Vo, i Va,Lj Ait1
ZN 1 24 0 1 Zi+1
- Equation adjointe :
Ai Ve, fidig1 + Vg, Ly, Vi=0,---N—1
AN \YA'
e Commande Optimale ISAE-N6K



CO en temps discret : formulation Hamiltonienne 15

CN2 :siUy_{ = (uj,ui, -+ ,uj_;) est une trajectoire de commande
localement optimale pour (PCOD) alors :

Vu, Hi(x},uf,Aj 1) =0 Vi=0,---N—1

ou le Hamiltonien est défini par Hz(xz, Uj, )\z'—|—1> = LrL(.CIZZ, ZLZ) + )‘;—I—lfi@ji? ZLZ)
et I'équation d'état adjointe est donnée par :

Af = Vo Hi(zhul, Afyy), i=1,--- ,N—1

avec la condition terminale A%, = VW (X% ) et la condition initiale xg ==

Nota : il est nécessaire de résoudre un probleme aux deux bouts (Two-Point
Boundary Value Problem, TPBVP) par la résolution d'un systeme d'équations
récurrentes non linéaires de dimension N (2n 4+ m) en les inconnues x;, A\; et u;.

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CO en temps discret : exemple de la perle 16

[1 Exemple 4 : Perle

Une perle glisse sans frottement dans un plan (x,y) le long d'un collier dans un
champ de gravité donné par |'accélération g. Déterminer la forme de la courbe faite

par le collier pour atteindre I'abscisse maximale en un temps ty = NA'T donné.

- Equation des forces :

Vit+1 = Ui + gAT sin Yi

- Equations de la cinématique :

Tit1 = Ti-+ As; cos Yi

As;, = ATv; + gAT2 sin y;

Ti Tit+1 T

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CO en temps discret : exemple de la perle I1 17

[1 Modélisation :

Li+1 = i
Vix1 = v; + gAT siny;
[1 Fonction colit : J = —xxn

[1 Hamiltonien :

H; = N (v; + gAT siny;) + A1 (z; + ATv; cosy; +

[1 TPBVP :

Y1 — A) — R cosy;
)\f?

ty t . gt
gAY q oSy + v siny; — 2Nf2 cos 2;

t

Vit+1 — gﬁ Sin 7y;

ty gtf .
Ti11 — i — FV; COSY; — 5xiz SINY; COSY;

+ (v, AT + £AT?sin ;) cosy;

gAT?

sin ~y; cos ;)

LAAS-CNRS Commande Optimale

ISAE-N6K



CO en temps discret : contrainte terminale 18

Soit le probleme de commande optimale en temps discret :

N—1

i,Ug —0

SOus Xr; = fq;_1<CU7;_1,u7;_1), 1= O, c e ,N — 1, N ﬁXé
x; €eR", i=1,--- N x9 =7 donné

Y(zn) =0

Yo(xzn) est remplacée par ¥(zn,v) = Yo(zn) + v'p(xzn). Le hamiltonien et les
conditions d’optimalité (équations canoniques de Hamilton) ne changent pas.

- Hamiltonien :
Hi(zi, Niv1, wi) = N1 fi(@i, wg) + Li(@i, ug)
- Equation adjointe :
N = Vo, Hiw],ul, Xpn), A = VaWl(ah,v") = Vadho(ak) + v Vah(2)
- Equation d'optimalité :

Vo, Hi(xi,ui, \iz1) =0, Vi=0,--- , N—1

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Commande optimale des systemes dynamiques

Cours 3

Eléments de calcul des variations
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Calcul différentiel et variationnel 9

- Accroissement d'une fonction z(t) : R — R, C* sur [a,b]

N . 1 2 . 2
A:B—a:(t—l—At)—x(t)_x(t)At+§x(t)At 4o =de+ —d’z+ -

Nota : o
- t variable indépendante : At = dt, d(dt) = d°t = 0

- La différentielle d’'une fonction x est une différentielle
dépendante dx = ©(t)dt
- Si x € C*(R™,R) alors

A z(t) = x(ty+ Aty ta, - tn) — 2ty tn)
Az(t) = z(ti+ Aty tn + Atn) — (s, tn) K
dz = a2, (O)dty + -+ @, (H)dtn = V() dt |
4>z = dt'V2z(t)dt Corrd O
- Variation a temps fixé d'une fonction z(t) : R — R :
Az(t) = 2" (t) — a(t) = d(t) + %5%@) I
e Commande Optimale ISAE-N6K



Calcul différentiel et variationnel 11 3

- Variation a temps libre d'une fonction z(t) : R - R :

Az(t,dt) = z*(t +dt) —z(t) = Ax(t)+ Az*(¢,dt)
= x(t) + 56°x(t) + do* + 5 d°z* + - -
= o0x+ 5256‘—|—33 dt—|—2,x dt* + - -
= 5£U—|-CB dt + & [&*dt* + 6°z] + - - -
= Oz + @dt + 5 [20@dt + 6°x + Edt®] + -

z(t) |
Variations au premier ordre et au deuxiéme ordre : .
x*(ty + dty)

z"(ty)

Az = dx + @dt A’z = [20dt + §%x + ©dt?]
A()=0()+ 5 (dt  A*() = A(A()

z(ty)

Nota :
i =i+ A =4+ 0%+ 52:13—|—
i = AG =i+ 0%+ 52:13—|—

0 ty tr + oty

Ty

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Calcul différentiel et variationnel : exemple 4

[1 Exemple 1

Soit la fonction z(t) = (t; — t2)? alors

2ty — o) 2 -2
—2(ty — ts) —2 2

Vi =

On en déduit :
Ax(t) = 2(t — to)dty — 2(t1 — to)dty — 2dt dts + dt> + dts + -
ainsi que :

Az(t,dt) = Oz +2(t1 —t2)dts — 2(t1 — t2)dts + (202'dt + 6%z — 2dt1dts + dtT + dt3) +
= Alz+iA%z+--

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CV : définitions 5

v Définition 1 J(f) est une fonctionnelle si pour chaque fonction f € F correspond
une valeur de J (J est une fonction de fonction). F est le champ de définition de la

fonctionnelle.

J(f(t)), f(t) e F, te (a,b)

[1 Exemple 2 : Aire sous une courbe f

= /01 f(z)dx

Le champ F de la fonctionnelle I(f) est I'ensemble des fonctions intégrables sur
[0, 1].

[1 Exemple 3 : Energie totale d’une membrane élastique sous une charge ()

u);a/L[($)2+<gz> ]da:dy //Qazy (, y)dady

Le champ U de la fonctionnelle E(u) est I'ensemble des fonctions u deux fois

continiiment différentiables sur le domaine S.

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CV : définitions 11 6

v Définition 2
- x*(t) € KC'([to,ts],R™) est un minimum local fort de la fonctionnelle J(x(t)) si
Je> 0 tel queV z(.) € KC'([to,ts],R"™) telle que x(to) = xzo et x(ts) = x¢

lz(t) — 2" ()llo <e = J(z()) = J(z7())

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global
- x*(t) € C*([to, ts],R™) est un minimum local faible si 3 ¢ > 0 tel que
V z(.) € C'([to, ts], R™) telle que x(to) = o et z(ts) = xy,

lz(t) — 2" (O] <e = J(z(.)) = J(z"(.))

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global
faible

[z()llo = sup [l=(t)]
a<t<b

|lz()]ls = sup [l (t)[lo

1

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Minimisation d’une fonctionnelle : existence 7

- Chercher x € C'([to, 1], R™) est restrictif
[1 Exemple 4 : Bolza

1
J(x) = / ?(1 — 2)%dt sous z(—1)=0 et x(1) =1
—1
=0 pour —1<t<0 et "=t pour 0<t<1
La solution x* est AC et ™ est discontinue en (O

+* € KCY([~1,1],R")

[1 Exemple 5 : contre-exemple de Hilbert
1
J(x) = / t2/332dt sous x(0) =0 et x(1) =1
0
ot = t1/3
x* est AC telle que J(x*) est finie et £* est non bornée en 0

z" € AC(|0,1],R"™)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Minimisation d’une fonctionnelle : existence 3

v Définition 3 variation d’'une fonctionnelle différentiable

AJ = AJ(z,z* to, ty) + AJ(z*, to, 5tg, ts,0ty)
= J(w*,to,tf)—J(ZC,t(),tf)+J(£C*,t0+5t0,tf—|—(5tf)—J(w*,to,tf)
= 0J(x, 2%, 0tg,0ty) + €z||T — || + € ||0to]| + €, |0t s

ou 6J(xz,x*,dto, 0ts) est une fonctionnelle linéaire appelée variation au premier

ordre

[] Théoreme 1 théoréme fondamental du calcul des variations

Soit J(z(t)) différentiable définie sur le domaine F de KC'([to,t], R™)
Si x*(t) est un extrémum fort (faible) alors

5.J(z*(t), z(t), 8to, 5t ) = 0

pour toute variation forte (faible) admissible §x(t) (x(t) + dx(t) € F).

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Condition nécessaire pour un optimum local faible 9

A - Premiére variation de Lagrange :

Soit x*(t) € C'([to,ts),R™) la trajectoire optimale et
les trajectoires paramétrées pour A € R, ny(t) €
C'([to, t5),R™), ms(tr) € C'(R,R), 1m0(to) € C'(R,R)

x(t) =z (t) + Anz(t) = ™ (t) 4+ oz (1)
z(t) =2 (t) + Az (t) = 7 (t) 4+ 02(t)
tf = tjc + 5tf = tjc —+ )\nf(tf), to = tEk) + dtg = ts -+ )\no(to

5330 _ 5x<t0> 4 jj(StO’ 5xf _ 5m<tf> 1 xétf 0 to to+ dto ty + 6ty ty
.. Cdo, . S0+ Aoty + At + Ang) — J (Lo, tr, 2T)
5J(t07tfax 7n$7n07nf)_ﬁ(>‘)_>l\l_>ng \
Notations :
L(z"(to), " (t0), to) = L(to) L(z™(tr), 2" (tr), tr) = L(ts)
. : 0o (. 0o (.
VaoL(t,x, 1) = Ly(t,x, %) gié) = Vao®o(.) gié ) - Yot (-)
. . o) o (.)
V¢L<t7x7 CU) — Li?'?(t7x7 33) aCUf — vxfwo() (9tf — ,(potf(')

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K
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Condition nécessaire pour un optimum local faible II

10

7= / L L 2(t), #(8)dE + o (b, £, 2(t0), 2(t))

to

La variation totale de la fonctionnelle de Bolza est donnée par :

6J(x"(t),0x(t), 6%, 0to, Ot y) = dugJ + 01, J + 0uJ
[0 1°"¢ variation de J/x :

8 (x*(t),0x(t), 0x0,0xf) = /tf (L (¢, ", 270z + Li(t,z",&")ox] dt
¢
+OV§cf¢o(ﬂ?f)5ﬂ?f + Vi Yo (w0)dTo
[0 1°"¢ variation de J/t :
0ty J (2" (to), 6to) = (—L(to) + tot, (t0))dto
[0 1°"¢ variation de J/ty :

O, J(x"(ty),0ty) = (L(ty) + ot (t))ots

LAAS-CNRS

Commande Optimale ISAE-N6K



Condition nécessaire pour un optimum local faible 111 11

B - Transformation de la 1°"° variation de Lagrange :

tf / *x ox t tf d /
/ Li(t,z",&")dadt = [Lox],) —/ — (L3 ) dzdt
to o At t
f
— Lh(t)alty) - La(ta)boltn) — [ 5 (LL) oot
to
= L;(tf)&cf — L;-:(tfﬁb(%f — L;(t())&Bo -+ L;}(to)a'ﬁto
ly d .
- / L) st
o At

ts /
0J(z*(t),0x(t), dto, ty) = / [Lx(t,x*,:is*) — %Lgb(t,x*,x'*)] dxdt
to

+ L (tr) + Vap ) 0xp + [L(ty) — Li(t)a* + thor, ] 0ty
— [L5(t0) — Vo) 0mo — [L(to) — L (t0)E™ — thor,] 0to

Nota : les variations dx, (dz¢, dtg) et (0x ¢, dtf) sont indépendantes

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Condition nécessaire d’optimalité au premier ordre 12

C - Application du lemme de Lagrange :

[0 Lemme 1 de Lagrange

ty
Pour une fonction y(t) € C°([to, tf],R™), si/ y' (t)a(t)dt = 0 pour toute
to

a(t) € C°([to, ts],R™) alors y(t) = 0 sur [to, ]

[J Théoreme 2 C.N. d’optimalité
- Equation différentielle d'Euler-Lagrange :

Si x*(t) est une trajectoire optimale faible locale alors
Ly(t,z*, ") — pr [Li(t,z",27)] =0

et toute solution x*(t) est une extrémale faible du probléeme de CV
- Conditions de transversalité :

— [L3 (o) — Vagtho] 0z0 — [L(to) — L5 (to)Z™ — Yos,] 6o = 0
[Lé-c(tf) + Va;f?ﬂ(/)} dxs + [L(tf) — L (tg)z™ + ¢0tf] oty = 0

Nota : forme explicite de I'équation d’Euler-Lagrange

Lo(t, 2" #%) = Lua(t,2",8%) = Dy (t,2",87)" — Ly (t,07,37)i" =0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Application au probleme du Brachistochrone

13

[ Formulation par le calcul des variations :

o [
min X
z 0 29y

: 1+ g2
sous  y(2(0)) =0, y(a) =b L(z,y, %) = L(z,y,9) = ol
Loy(x,y,9) =0
[0 Equation d’'Euler-Lagrange :
Ly<$,y*,y*) — Lyy(xay*7y*>y* — Lyy<x7y*7y*)y* = 0
d *k o %k . *k o K
o L@y 9) —yLy(z,y,97)] = 0
d |V1+9y*2 . . o
— oL — 0
Iz TR (9", 97)
i [ViFg® .
dr | 29y*  \2gy* /1452

[0 Equation différentielle de la cycloide :

v (1+92) = |b|

LAAS-CNRS
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Variations sur l'équation d’Euler-Lagrange 14

0 Si L(t,x,2) = L(t, &) alors
Li(t,z*)=C

Cette intégrale de I'équation d'Euler-Lagrange est appelée intégrale de

I"'impulsion

0 Si L(t,x,2) = L(x,2) alors
L(z*,2") — Ly(z*,2%)'2* = C

Cette intégrale de I'équation d'Euler-Lagrange est appelée intégrale de

I"énergie

Nota : I'équation d'Euler-Lagrange : systéme de n équations différentielles du
second ordre avec 2n + 2 conditions initiales et terminales

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



C.N. d’optimalité au premier ordre : exemple 15

[1 Exemple 6

t

Déterminer la trajectoire extrémale de la fonctionnelle / t& + ¢°(t)]dt pour
0

x(0) =1 etxz(ty) =5 avec ty > 0 libre.

L’intégrale de I'équation d’'Euler-Lagrange est |'intégrale de I'impulsion :
L:’c(t’a‘?*> =t+ 22" = C1. On en déduit

. t2  Cit
()= g+ 5 0

Conditions de transversalité :

tpa"(tr) + @7 () — (ty + 227 ()27 (t5) =0 = @"(t5) =0

d’ou
* _ _ty Ci
v (ty) = —5 + 5 = 1=l
z(0) =1=0Cy
t; | City
:U(tf)=5——Z—|— 5 +Cy = tf=4
t2
a:*(t):—Z+2t+1

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



C.N. d’optimalité au 2°™*¢ ordre

16
Soit le probleme de CV :
ty
min / L(t,x,z)dt
xeCl([tg,ts],R™) to
sous x(to) = xo, x(ty) = xy
to, tf fixés
ot L(.) : V — R est une fonction de classe C.
Deuxieéme variation de Lagrange :
2 * tf / ./ ./ .
o
ol 7y € C'([to, 5], R™), nu(to) = 0 et nu(ts) =0
Nota : n; = 0 est un minimum fort du probleme de CV auxiliaire :
min -
nz €KLCL([to,tf],R™) ?0:)
sous Ne(to) =0, ne(ty) =0
to, tf fixés
e Commande Optimale ISAE-N6K



C.N. d’optimalité au 2°™*¢ ordre 17

L'équation d'Euler-Lagrange pour le probleme de CV auxiliaire : Jacobi

@
dt

Vv Définition 4 points conjugués

Le point T est dit conjugué au point ty relativement a ¢(n,) si I'équation de
Jacobi posseéde une solution 7, telle que n,.(17) =71,(tg) =0,

Ly (7, 2%, 8%)7,(7) # 0

[ Théoreme 3 C.N. pour une extrémale faible

Si x*(t) est une extrémale faible du probleme de CV alors x*(t) vérifie
Vite [to, tf]

- I'équation d’'Euler-Lagrange

- la condition de Legendre-Clebsch :

L@@(t,x‘*,i‘*) t 0

- la condition de Jacobi :
Il n'y a pas de points conjugués a ty dans l'intervalle (ty,t¢)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Conditions suffisantes d’optimalité 18

[1 Théoreme 4 C.S. au 2°™€ ordre

Si x*(t) vérifieV t € [to,ts] les conditions suffissantes suivantes :

d
—Li—L*=0
dt i XT

- la condition forte de Legendre-Clebsch :
Lj;j;(t, x*, LE‘*) >~ 0

- la condition forte de Jacobi :
il n'existe pas de points conjugués a to dans le semi intervalle (1,1 ]

alors x*(t) est une extrémale faible stricte du probleme de CV simplifié

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Les solutions discontinues 19

() h

[1 Exemple 7 Bolza

1
min J :/ (2 — &)%dt, (0) =0, z(1) =1 !
0
- J =0
0 t€1[0,0.5
-z (t) = | |

2t—1 te[0.5,1]

- x*(t) est solution d’Euler-Lagrange

332513+:U:b2—4a::0

[ Théoreme 5 Conditions de Weierstrass-Erdmann

Si z*(t) € KC'([to,ts],R™) est une extrémale locale avec un point de discontinuité
de & ent; € [to,ts] alors x*(t) vérifie I'équation d’Euler-Lagrange, les conditions de

transversalité finales et initiales et les conditions de Weierstrass-Erdmann

Li(t;) = La(t])
(L — Lp2)(t;) = (L — Lp2)(t])

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Les solutions discontinues : condition de Welerstrass 20

Soit le probleme de CV :

ty
min / L(t,z,z)dt
xEICCl([to,tf],Rn) to
sous x(to) = xo, x(ty) = x5, to, ty fixés

[1 Théoreme 6 CN de Weierstrass

Si x*(t) est une extrémale forte du probleme de CV alors ¥ t € [to,tf] etV u € R"
E(t,x",z",u) = L(t,z*,u) — L(t, 2", 2") — L (t, ", 2" )(u — %) > 0
Cette condition est vérifiée si la fonction L(.,., &) est convexe

Nota : la fonction £(t,z",u) est appelée fonction de Weierstrass

Variation en aiguille de Weierstrass :

T (t) = @™ (t) + ha(t)

ha(t) = EXNF (t—T)¢ t €T —A\T] e ¢
EX—(t—T)EVX terVA+T] A s

TEXT T VA =X e

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CV avec contraintes intégrales ou instantanées 21

Probléme de CV :

min J:/fL(t,az(t),j:(t))dt-l—lbo(to,tf,x(to)ax(tf))

x tO

avec k(xo,to) =0 et l(xy,ty) =0 et
- les contraintes intégrales :

/tf r(t, 2(t), &()dt =0 r(.) € R"

to

- les contraintes instantanées :
Vit q(t,z(t),z(t)) =0 q(.) € R?
v Définition 5 Lagrangien augmenté
La fonction
L(t,x(t),z(t), A\, u(t)) : VR xR? =R
L(t,z(t), 2(t), A, (b)) = Lt,(t), &(t)) + N (t, x(t), £(t)) + pu(t) q(t, z(t), £(t))

est le Lagrangien augmenté associé au probléme de CV ou A € R" et
wu(t) : [to,ty] = R? sont les multiplieurs de Lagrange respectivement associés aux

contraintes intégrales et instantanées

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K




CV avec contraintes intégrales ou instantanées II 22

[1 Théoreme 7 C.N. d'optimalité et équation différentielle d’Euler-Lagrange

Si x*(t) est une trajectoire optimale faible locale alors

d >k e 3k >k *
Lo(t,z™, ", X", 1™ (t)) — pr (La(t,x™, &7, AN, 1" ()] =0
Nota : résultats précédents valides avec L(t, z(t),(t)) — L(t,x(t), 2(t), A, u(t))
- Conditions de Weierstrass, Weierstrass-Erdmann, Legendre et de transversalité
- Relations canoniques de Hamilton
Contraintes inégalités intégrales et instantanées :

- les contraintes intégrales :
ty tf
/ r(t,2(t), 5 (1)t < 0 r() R — / r(t, 2(), #()+Z)dE <0 Z € R | Zs = 22
to to

- les contraintes instantanées :

Vit gt (1), i) =0 g) ERT — q(t,a(t),i(t) +Y =0 YV €R? | Y; = y?
Nota: Lz, =N Z; =0et Ly, = p; (t)Y;" =0,s1 Y;" 20 = pu;(t) =0 ou
Z7 # 0= A7 =0, la contrainte associée est non saturée et n'intervient pas

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Variables canoniques et Hamiltonien

23

v Définition 6 variables canoniques
- Vecteur d’état adjoint :

p(t) = L;(t,z" (t),jj*(t)) p(t) = Lm(tax*(t)vfb* (t))

Si la condition de Hilbert det(Ls;z) # O est vérifiée alors localement

©(t) = f(t,x,p)

- Le Hamiltonien associé a la fonctionnelle J :

H(t,z(t),p(t)) = —L(t, 2, &(t) + p (t) f (¢, z(t), p(1))
Nota : si L est de classe C* alors H € C*([to,ts] x R" x R",R)

dH
dx
— _Lw(tvx*(t)afb*(t))
dH
dp
— f(t7x*7p*)
dH

dt
— Lt 2", (1)

= (et p*) = f(tat,p*) — Ly(t,a*, 2" () fo(t,x*, p*) 4+ 0 folt, 2 (£),p* (1))

—(t,x",p*) = —Lt(t,x*,jj*(t))—L;(t,x*,jz*(t))ft(t,az*,p*)—I—p*/ft(t,x*,p*)

——(t,2",p") = —Lo(t,x*,3") = Li(t, 2", & (1) fu(t, 2" (1), 0" (£)) + 1 falt,z" (), p* (1))

LAAS-CNRS Commande Optimale

ISAE-N6K



Forme canonique des équations d’Euler-Lagrange 24

[0 Equations canoniques d'Euler-Lagrange : 2n équations différentielles du premier

ordre
x*(t) — Hp(t7aj*7p*)

p* _Haﬁ(taa;*ap*)

[1 Conditions de transversalité :

- [p/(to) - V:co%] dxo + [H(to) + ¢Ot0] dto = 0
[0/ (t5) + Vi, 0] 05 + [~H(ty) + thoe,] 6ty = 0

[0 Conditions de Weierstrass-Erdmann : H™ et p* doivent &tre continus sur la

trajectoire optimale en tout point de discontinuité en =~
H*(t;)=H"(t]) p"(t;)=p"(¢])
[0 Condition de Weierstrass : V ¢
E(t,a™, " u) = E(t,a",p", q) = H(t,2",p") — H(t, 2", q) — Hy(t, 2", q)(p" —q) >0
[0 Condition de Legendre-Clebsch :

Hpp(t, " (t),p"(t)) = 0
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Commande optimale des systemes dynamiques
Cours 4

Approche variationnelle en commande optimale

Principe du maximum de Pontryagin

r}]' 5



Le probleme de Bolza en commande optimale 2

Le probleme de commande optimale est défini par :

ty
u(t)ecor(ﬁltlg}tf],Rm) T u) = /to L, 2(t), u(t))dt + dolty, #(ty))
SOUS z(t) = f(t, z(t),u(t)), z(to) = zo

x(ty) =y, ty libres

- x(t) € R™ est le vecteur d'état
- u(t) € R™ est le vecteur de commande
- Probleme de calcul des variations sous une contrainte différentielle

instantanée (équation dynamique d'état)
Nota :

/ " do(t, (1))

o dt = o(ty, z(tyr)) — Yo(to, z(to))

0

) = [ |2ttt ue) + LD de = o)~ volto.atto)
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Approche variationnelle du probleme de Bolza 3

Fonctionnelle augmentée avec le vecteur des multiplieurs de Lagrange
A ¢ [to,tf] =& R™ : appelé vecteur d'état adjoint

7 = / LGt @)+ N (O (b2 w) — 2]} b+ do(ty, 2(tr))
- / "L a(t), u(t), A8) — N (D)} dt + dolty, z(tp))

tf :
= / {H(tm,u,0) + Na(t) |t = X (1)) + N (to)e(to) + vo(ty, 2(ty))
to
Premiere variation sur |I'état, la commande et le temps final :

r(t) =x"(t) + 0x(t) wu(t) =u*(t) +ou(t) tyr=1t;+ oty

/

5] = |H' 495, | Str+ [Vavs — X ()], 02

|t f s

n / N L+ 3] sa() + 12 su(n) } at

to
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CN d’optimalité au premier ordre 4

[J Théoreme 1 Siu™(t) est trajectoire optimale locale faible de commande alors
3N (t) [to,t¢] > R™ :
- C.N. 1 : équations canoniques de Hamilton

Hy(t,z*,u*, \*) = z*(t) = f(t,z",u") Equation d’état
H.(t,z*,u*,\*) = —\*(t) Equation d’état adjointe
H,(t,z*,u*,\*) = 0 Equation de commande

- C.N. 2 : condition au deuxiéeme ordre de Jacobi

Il n’existe pas de points conjugués sur [to,ts) ou la solution S(t) de :

est finie sur [to,t¢)
- C.N. 3 : condition au deuxieéme ordre de Legendre-Clebsch

Hyy = 0

C.N. 4 : les conditions de transversalité

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Différentes conditions de transversalité 5

{H(tfax*(tf)aU*(tf)aXk(tf)) +¢E§tf} Stf+ [Va, 05 — A (ty)] 6zy =0

O iy fixeetxy fixé : 6ty =0 dxr=0 =xz(to) =20 x(ty)=xy
O tf fixé et 2 contraint ¥ (z(ts)) =0, ¥(.) € RY :

(™ (t7)) =0 z(to) = o
Ve 05 + 05,0 = A (tf)

Oty fixé et ¢ libre : oty =0 O0xy#0 x(to) = o fozpa‘ —XN*(t;) =0
[ty libre et x¢ fixé :

oty #0 dxy =0 x(to) =m0 x(ty) =zr H(ty,x"(ts),u"(tr), A" (t5)) + o, =0

O ts libre et ¢ contraint ¢ (ts, x(ts)) =0, ¥(.) € RY :
ot ¢ + [fowg'; + Yy v — A*} Sz =0

H V0, 5|
|t |tf

f
[0 ty libre et xf libre : 6ty #0 dxy #0 z(to) = xo

[H* n zp;;tf} L Oty Va5~ N, By =0
f

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



CS d’optimalité au deuxieme ordre 6

[1 Théoreme 2 condition forte de Legendre-Clebsch

Pour un triplet d’extrémales (x*,u™, \*) vérifiant les CN au premier ordre et au
second ordre d’optimalité, une condition suffisante pour que ce soit une extrémale

minimale faible est que la condition de Legendre-Clebsch forte soit vérifiée :

Hoyo(t, 2™ (t),u™(t), A\"(t)) = 0

1
min J(x,u) / 2dt
[1 Exemple 1 u(t)eCO([0,1],R 0
(t)

sSOus t :B

O CN. 1:

H=@wu—-z)*4+X M H:=X4+2u"—z*)=0 N =2w"—z") N(1)=0
A'(t)=0 u*(t) = x*(t) r*(t) = e u(t) = €'
O C.N. 2 : équation de Riccati homogéne et points conjugués sur cet intervalle
2
5(t) = 5 2(15) —2s(t), s(1)=0 s(t)=0 s(t) est finie partout sur [0, 1]
O C.N. 3 et C.S. de Legendre-Clebsch : Hy, =2 > 0

(x*(t) = e', u™(t) = €") est un minimum local faible

Commande Optimale ISAE-N6K
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CN d’optimalité : minimum fort 7

Variation forte (en aiguille)

( 0 pour t< T TE€E (to,tf)

ou

N\

u—u* pour T<t<7T4+dr

. 0 pour T4dr <t <ty

T4 T dr r t

C.N. 4 : condition de Weierstrass

Si (™, A", u") est un minimum fort du probleme de commande optimale alors u*
conduit a un minimum absolu pour le Hamiltonien :

OH = H(t,z*,\",u) — H(t,z", \*,u*) >0 Vtetuz#u
[0 Exemple 1 (suite)
O C.N. 4 : condition de Weierstrass
H(t,z*, X, u) — H(t,z*, \*,u*) = (u—2")*+XNu—(v*—2")° - \u"
= (u—u")*>0Vu#u

(x*(t) = e',u"(t) = €") est un minimum local fort

Commande Optimale ISAE-N6K
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Les commandes discontinues 8

On suppose que u* € PC'([to,ts],R™) et T € [to,ts] est le point de discontinuité en
lequel la condition 6(7, (7)) = 0 est imposée

On définit alors G(7, 2, & tp, xp,v) = o(tr,xp) + V' (ts,xp) +E0(T,2,)
[0 Equations canoniques d'Euler-Lagrange sur les sous-arcs [to, 7| et [T, t/]
[1 Conditions de transversalité et conditions aux extrémités

[0 Condition de Legendre-Clebsch

[]

Conditions de Weierstrass-Erdmann :

H* (7, 2(7), u(t7),\(77)) = H"(7,2(7), u(t7), \(77)) = G+ (77, 27(7),£")
A (7)== A(1T) + Go, (77,27(7),€7)
O Condition de Weierstrass : V u # u* et V u # u*(77)
H(t,z", \*,u) — H(t,z*, \*,u™) > 0

Nota : pour une discontinuité non contrainte 6 = 0, la condition de Weierstrass

est vérifiée 3 I'égalité pour u* = u(77) et u = u(r™)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Exemple 2 9

1
min J(m,u):/ u(t)’dt
[ Exemple 2 u(t)ec!([0,1],R) 0

sous z(t) =wu(t) z(0)=0 z(1) =1
0 CN. 1:
A =0 A () =X (1) =X H=u’+\u
HY =\ 430> =0 o = _;* 2 (1) = _;\*t 2(1) = 1
AT = -3 z*(t) =1t u(t) = J =1

O C.N. 3 et C.S. de Legendre-Clebsch :
Hy,,=6u H;,=6>0
[ C.N. 2 : équation de Riccati homogéne
5(t) =5°/6, s(1) =0 s(t) =0

Le minimum (x™,u", \*) = (t,1,—3) est un minimum local faible

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Exemple 2 (suite) 10

[1 C.N. 5 : condition de Weierstrass
SH(z*, N, u, u*) = u?—u>* + N (u—u*) = (u—1)*(u+2) < 0 pour u < —2!
Le minimum (x*,u*, \*) = (¢,1, —3) n’est pas un minimum fort
[1 C.N. 4 : conditions de Weierstrass-Erdman

A7) =X7) = A
u( ) (WP (7)) + A) = u(r") (W (7;7) + M)

i

J(zu) = /05u3(t)dt+/;'15u3(t)dt 1
—I—/ll u> (t)dt

.16
= 1—6780) 301

* * g !
Juelcco < Jueco BRI | t

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Approche variationnelle en CO : commentaires 11

- Le vecteur d’état adjoint \(#) découple les variables x(t) et u(t) dans les équations
d'Euler-Lagrange (équations canoniques de Hamilton)

- Le vecteur de commande u(t) n'est pas contraint ni borné

- La commande optimale u*(t) est obtenue par application du principe du minimum
de Pontryagin : H(t,z,u,\) = XNoL(t,z,u) + X f(t, 2, u)
- Ao = 1 : principe du minimum de Pontryagin
- Ao

—1 : principe du maximum de Pontryagin

ty
max — min  J(z,u) = AoJ(z, 1) = / NoL(t, z(1), u(t))dt + Aot
to
- Si H ne dépend pas explicitement de t alors il est constant le long de la trajectoire

optimale

_ dH(t,z,u, \)

B dt

- Résoudre le probleme aux deux bouts revient a résoudre les équations d'état et

Hi(t,z",u", A")

d'état adjointe avec les conditions initiales et finales (méthodes numériques dans
les cas généraux : non linéaires et variants dans le temps)
- La résolution du probleme aux deux bouts permet de résoudre |'équation de

commande pour obtenir la commande optimale u”(¢) en boucle ouverte

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K




Approche variationnelle en CO : exemple 1 12

(1 Exemple 3 Soit le probléme de commande optimale (double intégrateur)

1 [
u(t)eicé%l%[rio,tf],m T w) = 5/0 u(t)"dt
Sous n1(t) = #2(1)
t2(t) = u(t) /
z(0) = [ 1 2 }
e@=[1 0]

Nota : probleme de commande optimale a instant final et état final fixes ou

L(t,z(t),u(t)) = tu?(t) est de classe C*

[0 Hamiltonien :
H(z1(t), z2(t), u(t), A1(t), A2(t)) = %UQ(t) + A1 (€)z2(8) + A2(t)u(?)

0 Equation de commande :

8H * * * * *
%(az U A ) =u () + A (t) =0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Approche variationnelle en CO : exemple 1 (II) 13

[0 Hamiltonien a I'optimum :

1

H (1 (£), 3(8), A1 (1), A3(1)) = — 523" (1) + Al ()75 (¢)
[1 Equations d'état :

21(t) = Hx (21(),22(0), A1(), A2(t)) = a2(t)

T3(t) = Hx(@1(0),22(8), A1(2), A3(F)) = —A3()
[1 Equations d’'état adjointe

Ai(t) = —Ha (z1(t),23(8), A\1(£), A3(¢) = O

As(t) = —Huo(27(1),25(0), A\1(1), A5(t) = —Af(t)

[J Solution des équations d'état et d’état adjointe :

ri(t) = S-S+ Cot+ Oy
z3(t) = Lt* - Cut+ Cy

Xlk(t) = (3

A5(t) = —Cst+Cy

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Approche variationnelle en CO : exemple 1 (ITI) 14
[1 Expression explicite de la commande optimale :
u*(t) = Cst — Cy
[0 Détermination des constantes d'intégration :
Ci=1 (Co=2 (C3=3 (Cy=4
[0 Solution optimale :
5 (t) 0.5t° — 2t* + 2t + 1 2
5 (1) 1.5t% — 4t + 2 1 0
A1 (1) 3 1 I
A5 (1) —3t 44 |
w*(t) 3t —4 d
H(x™(t), \* (1)) —2 A0
5
J(z*(t),u*(t)) : / u® (t)dt
0 o 02 0a 06 08 1 12 14 16 18 2
2 2 t
% [tg}o —6 [t2]0 + 8 [t]g =4
e Commande Optimale ISAE-N6K



Approche variationnelle en CO : exemple 1 (IV) 15

>> S=dsolve(’Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambdal=0,Dlambda2=-1lambdal, ...
x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=1,x2(2)=0"’)

lambdal:
lambda?2:

x1:

xX2:

>> for tp=0:0.02:2

t=sym(tp) ;

[1x1
[1x1
[1x1
[1x1

sym]
sym]
sym]
sym]

x1p(j)=double(subs(S.x1));
x2p(j)=double (subs(S.x2));
lambda2(j)=double (subs(S.lambda2)) ;
u(j)=-double(subs(S.lambda2)) ;

t1(j)=tp;
J=j+1;

end

LAAS-CNRS
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 16

[0 Exemple 4 Probleme du transfert orbital : soit une fusée de masse m(t) devant

atteindre en un temps donné (ts) l'orbite circulaire de rayon maximal (r(ts)) a

partir d’une orbite circulaire donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée vy, en

utilisant une poussée constante T' dont I'orientation ¢(t) peut varier.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

7(t) = u(t)

o () T sin ¢
i) = r o2 T mo — |m(t)|t
() = w T cos ¢

o r mo — |m(t)|t

- Conditions aux limites :

- Fonctionnelle : J = —r(t¢)

T Satellite

Orbite finale

~
~
~
~
~
~
~
N
N
\
N
\
\
\
\

[}

Centre attracta f I,' X

Orbite initiale

LAAS-CNRS Commande Optimale
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Approche variationnelle en CO : exemple 2 (II) 17

[1 Hamiltonien :

B v W T sin ¢ UV T cos ¢
HG(0, 00, 70) = M (L = B TILE oy, (10 Toomd )
[1 Equation de commande :
%—g(x*, 6N = — T|m|t(>\§(t) cos ") = Xi(D)sing () = 0
A5 (t) cos @™ (t) = A3(t)sing™(t) = tan @™ (t) = )\i ()
A5 (1)
[0 Equation d'état adjointe :
- B . v s B . v2*(t) 20 o u(B)vT ()
5O = —HE 0.0 30) = 30 (-50 2 -
() = —HEO.6N0) = A0+ 05
[0 Conditions de transversalité : t; fixé et x(ty) contraint par ¥ (ts,x"(ty)) =0
e Commande Optimale ISAE-N6K



Approche variationnelle en CO : exemple

2 (IIT) 18

Probleme aux deux bouts :

7;.* — *k
. v2* L4 T sin ¢
uwr = — :
r* r2*  mo — |m(t)|t
. urv* T cos @™
v o= = =+ :
r* mo — |m(t)|t
2% * %
" f v 2 LUV
Al = —Ag (_ 2 rg*) — A3 2%
A= AN
o= 2 A
r r
Conditions initiales et finales :
VQ\/E
Ai(ty) = -1+ r(0) = 0 - -
1 2r+3/2(t 5) ut (ty)
Nsltr) = w u(0) = 0 P el
)\* (t — —_ ﬂ T (tf)
3 f) = U2 U(O) — - -
To
e Commande Optimale ISAE-N6K



Principe du maximum de Pontryagin 19

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min J(gc,u)—/fL(t,x(t),u(t))dt+wo(tf,x(tf))

u(t)eU to
sous CU(t) — f(t,CU(t),’LL(t)), :L“(to) — o
x(ty) = x5, ty libres

0 Hypothéses 1 - les fonctions L(.) et f(.) sont de classe C' par rapport 3 x et t :
flt,z,u), fo(t,z,u),fe(t,x,u), L(t,z,u), L(t,x,u), L (t,z,u) sont continues
sur [to,ts] x R™ x U

- Le Hamiltonien H(t,z,u,\) = L(t,z,u) + X f(t,z,u) est de classe C* par rapport
dx: H(t,z,u,\) et Hy(t,z,u,\) sont continues sur [to,t;] x R" x U x R"

- Contrainte sur le vecteur de commandes : u(t) € U espace topologique de

KC®([to,ts],R™)

- Les variations du(t) sur la trajectoire optimale de la commande u*(t) ne sont plus
arbitraires : u(t) = u*(t) + du(t) e U

- Principe du maximum de Pontryagin pour H(t,z,u,\) = —L(t,z,u) + X f(t,z,u)
donc ici principe du minimun de Pontryagin

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Principe de Pontryagin 11

Premiére variation de la fonctionnelle :
Sty + [Va, 05 — A1), dxy

0 = [H*er&f}'tf It

+ /tf [+ 5] 6ut) + 12 sun) e

to

20

Les conditions nécessaires pour que u*(t) minimise J sont :
- 0J =0si u"(t) est a l'intérieur de U

- 0J > 0 si u™(t) est sur la frontiere de U

. . . A
- Equations canoniques de Hamilton : u

" (¢)
A ()

Hy(t, ™, u™, \™)
—H,(t, ", u", \™)

- Conditions de transversalité :

H 405, | ;

Stp+[Va, 05 — N (1)), dzp=0 Ol &

t
f Ity

t

f / /
0J = H,, du(t)dt avec H du(t) = H((t,z",u" + du, \*)) — H((t,z*,u", \"))
to

d'ot §J > 0 implique H(t,x",u, A\*) > H(t,z", u", A\*) YV u elU
LAAS-CNRS
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Principe de Pontryagin : énoncé 21

[1 Théoreme 3 principe de Pontryagin

Siu*(t) € U est une commande optimale admissible et x*(t) la trajectoire d’état
optimale solution de I'équation d’état associée a u™(t) alors il existe un vecteur \*(t)

tel que les équations canoniques de Hamilton :

*(t) =  Hx(t,xz™,u™, \")
N(t) = —Hu(t,z*, u*,\*)

] 41
L.S. Pontryagin

aient des solutions (x*(t), A\"(t)) sous les conditions de transversalité :

H 4, ] 8ty [Vegh = X ()], dor =0
f
et u*(t) est un minimum global du Hamiltonien sur U
min H(t,x", A", u) = H(t,z",\",u")
uc

ou
H(t,z" , X\ u) > H(t, 2", \",u") Yueld

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Principe de Pontryagin : commentaires 22

Nota :

- Si le vecteur de commande n'est pas contraint, la condition de minimisation
du Hamiltonien revient a I'annulation du gradient du Hamiltonien par
rapport a la commande a |'optimum

min  H(t,z*, \*,u) = H(t,z", \*",u") < Hy(t,x",\*,u") =0

ueR™

- Probleme aux deux bouts : 2n équations différentielles a résoudre avec n
conditions initiales 2(0) et n conditions finales si x(¢) est fixé ou N
multiplieurs + n — N contraintes sur les variables adjointes si (.) € RY

avec Y(tg, z(ty)) =0
Conditions nécessaires additionnelles :

[0 Sits estlibre et H(t,z,\,u) = H(z, A\, u) alors
H(x™(t),\*(t),u™(t)) =0 Vte lto,ty]
[0 Sity estfixé et H(t,x, \,u) = H(z, \,u) alors

H(2*(£), \* (1), u* () = C YV t € [to, ty]

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K
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Principe de Pontryagin : exemple de 1’alunissage 2

[ Exemple 1 Probleme de I’alunissage

ty ty
min  — / b (t)dt = / cu(t)dt
0 0

0<u(t)<1

SOUS T1

(
Ta(t) = —g + o

t3(t) = —ou(t), x1(0) =hg >0
tf libre, 22(0) =v9 <0

z3(0) =M+ F, z1(ty) =0
za(ty) =0, 0 <u(t) <1

Nota : probleme de consommation minimum = probleme en temps minimum

J(ty) = — /Otf Gg(t)dt = — /Otf r(t)dt = m(0)—m(ts) = m(0) (1 _ e(”o;gtf)>

J(ts) est une fonction strictement monotone croissante

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Principe de Pontryagin : exemple de I'alunissage 3

[1 Définition du Hamiltonien :

H(x, A\, u) = ou(t) + A1 (t)x2(t) + A2(t) (o ult) _ g) — oAs(t)ul(t)

[1 Equations canoniques de Hamilton :

z1(t) = w5(t) o

» B u* (1

t5(t) = —g+oa 1 (0)

t5(t) = —ou*(t)

N = —HL =0 = M@)=K

Ns(t) = —HY =-\Ni(t) = N(t)=—Kit+ K>

) = — g 2ut () (1) — g Bt H)ut ()

[1 Conditions initiales, finales :

xl(O) = h() IQ(O) — Do $3(O) = M—I-F ZEl(tf) =0 ng(tf) =0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de "alunissage 111 4

[0 Analyse du Hamiltonien comme fonction de u :

A2(t)
I3 (t)

H (u) est une fonction affine qui est minimale en ses bornes inférieure ou

H(u) = M (t)x2(t)— A2 (t)g+ | o

—o(As(t) = 1) | u(t) = ¢ (t) +@2(t)u(?)

supérieure suivant le signe de ¢2(t) = commande optimale tout ou rien

: ala(t)
() = 1 siga(t) <0 & Ty +1<As(f)

0 sigo(t)>0 < O‘M‘(g) +1> X3(t)

Nota : condition de singularité

u(t) est indéterminée si ¢o(t) = ada(t) 4 1 A\g(t) =0
x3(t)

Cette condition de singularité ne peut jamais étre physiquement satisfaite

[0 Etude du signe de ¢2(t) = |o« ;\252 —o(A3(t) — 1)
3
d¢2(t) _ A1 _ K
T Tar - %me  7Ym

- 1 commutation au plus en t.
- Pour tg — t. u*(t) =0 et pour t. — ty u™(t) =1

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de 'alunissage 111 5

[1 Etude de I'arc de trajectoire 0 — t., u=20:

Pi(t) = a3(t) = @(t) = —2 4wt + ho
B5() = —g = ai(t) = —gt+Ci=—gt+w
#5(t) = 0 = 23(t) = mO0)=M+F

[0 Equation de la trajectoire en chute libre :

xf(t) = ho +

[0 Conditions finales au point ¢, :

2
ri. = — géc + vote + ho
513§c — _gtC + Vo
Ta. = M+ F

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de 'alunissage 1V 6

[ Etude de |'arc de trajectoire t. — &5, u=1":

e = 95 L am(0) , am(0) [, ot —te)] [, |, _olt—t)|
A [1 m(0) ”lg‘l (0} 1]
iﬁ;(t):—g—i—wzg) = z3(t) = —gt + vo — alog m(0) — olt — te

t3(t) = —0 = x3(t) = —ot+ C3 = —ot+m(0) + ot = —o(t — t.) + m(0)
[1 Conditions finales : mjl t}'i, te

am(0) , am(0) [1 B O(Z(:))t:)] llog

o(ty —tz)
m(0)

th
gf -l—’Uotf-l—ho-i—

2 o o

0= —

8

0= —gt; +vo — alog |1l —
m} = —o(ty —t:) +m(0)

m(0)

MATLAB :

>> [mf,tc,tf]l=solve(’mf+(50*(tf-tc))-1500=0’,’-(1.63*tf)-(200*Llog(1-((tf-tc)/30)))=0",...
’-(0.815%t£"2)+6100+((6000* (1-((tf-tc)/30)))*(Log(1-((tf-tc)/30))-1))’)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de 'alunissage V

Equations de la surface de commutation : m(0)/o > 0* =t3 —t2 >0

[]
*2 *
. g6 . am(0) o,
= — —af” — log |1 —
Tie 2 ¢ o 21T m(0)
o0”
e = g0O7 log |1 —
Loe g + o 0g m(O)
Nota :
- En éliminant 6%, on obtient la surface de commutation F(z7.,x5.) =0
- 0™ /m(0) est la proportion de masse initiale consommée
: 0™
[0 Approximation de la surface de commutation : pour TZ(O) <0.25
o0” o o26*?
log |1 — = -
m(0) m(0)  2m(0)?

o (g oo ) 2ri. a0
e m(0) ) \| 2% —g  m(0)® 2% —g

2 *
Nota : ——— > g et 0% = Mxlc
m(0) (i) — 9)

LAAS-CNRS Commande Optimale
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Exemple de 'alunissage VI 8

[1 Espace réalisable :

r 2
0" 0 < z1c < 0.252a gO)
<025 = o?
m(0) ~0.5a™9 9520 < <
\ o o
2
ou a = 0.5( a(%) —g)etdb= 5 a;j(o) et la surface de commutation
m m

approximée : f (1, T2c) = bx1c + 2a°y/ e +azrg. =0

0 0 T T T
Surface de commutation
-5r B -20f
-10} N -401
_15[ i -60| . L
Surface de commutation approximée
ook i -80
N Trajectoires en chute libre <Y
o5 -100
-301 -120F
-140F
_a5
Sk : -160
-40 Surface de commutation
Il L | I i i _180 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X, X
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Exemple de 'alunissage VII : application numérique 9

Données numériques :

ho =100 m m(0) = 1500 kg ¢ = 1.63 m/s”
oc="50kg/s a=200m/s

Trajectoire optimal

ol |ty =12.61s tz =9.68 s
- m5 =1353,5 kg J* = 146.5 kg
i . 1 x].=23.63m 5. = —15.78 m/s
— 0<z1.<141.65m —44 m/s < x2. <0

_20 -

-25
0

! ! ! ! ! ! ! ! !
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X
1

Nota : la surface de commutation et la trajectoire (t. — t¢) optimale sont distinctes

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Commande optimale bang-bang 10

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min  J(a,u) = / L(t, 2(t)) + M (1, 2(t)u(t)dt + o(ty. x(tp))
sous  (t) = f(t,x(t)) + G(t,z(t))u(t), z(to) = zo

- U={u®) eR™ : y, <uy; <YWy Vi=1,---,m}
- La commande "entre” linéairement dans le probleme

[1 Hamiltonien : fonction linéaire de u

H(t,z(t),u(t), \(t)) = L(t,z) + M'(t,x)u(t) + N (&) [f (¢, 2) + G(t, 2)u(t)]

[1 Principe de Pontryagin :

La commande optimale u*(t) est une commande bang-bang

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Commande optimale bang-bang II 11
[1 Equations canoniques de Hamilton et probleme aux deux bouts :
z(t) = f(tz(t) + Gt z(t))u(t), z(to) = zo
- B OL(t,z) OM'(t,x) af'(t, ) ;. OG(t, x)
M = -2 Dty — S0 ) - X0 (), Aty)
[0 Exemple 2 modeéles linéaires et temps minimum
BB Y
sous z(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t)
x(to) = xo, x(tf) =0
(0 Hamiltonien : H(t,z(t), u(t), \(t)) = X (t) At)x(t) + N (¢)b(t)u(t)
0 Principe de Pontryagin :
1 N (t)b(t) <0
u'(t) = i ()5 (t) M\ (t)b(t) fonction de commutation
—1 si N()b(t) >0
[0 Condition de transversalité : X' (t¢)(A(ts)x(ty) +b(ts)u(ty)) +1 =0
O Equation d’état adjointe : A(t) = —A’(£)\(¢t)
o LTV Commande Optimale ISAE-N6K



Arcs singuliers 12

0 Condition de singularité / commande i : [M'(t,z*) + X' (t)G(t,z*)], =0

H(t, 2", \*) = L(t, 2" )+ M;(t, 2" )} ()X (1) | f(ta™) + Y Gilt, ")) ()
JFi e

u; est un élément optimal singulier du vecteur de commande optimale w.

Vv Définition 1 solution singuliére

Pour un vecteur u*(t) dont les composantes sont singuliéres, si la condition
OH(t,x™, \")

ou
solution singuliere (arc singulier) totale (partielle) sur [to,ts] ([t1,t2])

= (0 est vérifiée sur un intervalle de temps fini alors u*(t) est une

[0 Théoreme 1 condition généralisée de Legendre-Clebsch

Une condition nécessaire d’optimalité pour le vecteur de commande u™(t) est

2
, 0 d*H,

0 d’H,
=0Vte to,tf] et (—1) 9u  d2d =0V te [to,tr]

Ou dtp

pour p pair et q 'ordre de singularité de u*(t)

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Surfaces singulieres 13

min yo(a(ty)
sous x(t) = f(x) + g(x)u ,u € R, £(0) donné
b(x(ty)) =0, ty fixé

[0 Hamiltonien : H = X' (f(z) + g(z)u)
0 Systeme d’état adjoint : A = —fL A — ghAu
0 Conditions de transversalité : A(ty) = Va, %0 + 5 v
[0 Condition d'optimalité : H, = X g(x) =0
[I Conditions de singularité :
CIH) = Nga(f(@) + a(@)u) = X (fs + gau)g(x) = 0
= N(gaf(2) — fag(x)) = Ng(z) =0
72
] = —Nfea(@) = Ngea(@)u + Nao(f(2) + g(z)u) = 0

8
~
~

I

o

= u(Ngzg9(x) — Ngzq(x)) + N (g2 f(z) — fzq(

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Surfaces singulieres (IT) 14

[0 Commande singuliere : si (M gzg(x) — N gzq(x)) #0

[0 Surface singuliere dans I'espace (A, x) : (dimension 2n-2)

Ng(z) = 0
N(gef(z) = feg(z)) = 0

Nota :
OH

- Si ——— = 0 et t¢ libre alors la dimension de la surface singuliere est 2n-3

ot
H=X(f(z)+g(x)u) =Nf(z) =0
- Sin = 3 alors I'équation de la surface singuliere est donnée par :
J1 Jo f3

g1 g2 g3 =0
(9= f () = fog(x))1 (9o f(x) = fzg(x))2 (92f(T) — fog(x))s

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K




Arcs singuliers : exemple

15

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

. 1 [* 5
min J = — x-dt
2 /g

lu(t)|<1
sous  x(t) =wu(t), x(0) =1, x(2) =0

2

[0 Hamiltonien : H(x,u, \) = % + \u

[1 Equations canoniques de Hamilton :

() = u*(t), z°(0)=1
)\*(t) = —xz(t), z*(2) =0
[0 Principe de Pontryagin :
(1 si A*(t) >0
u”(t) = —sign(A"(t)) = 4 1 si A*(t) <0
| singuliere si A*(¢) =0

LAAS-CNRS Commande Optimale
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Arcs singuliers : exemple (suite) 16

[0 Analyse des arcs singuliers : A\(t) =0, V t € [t1,t2] C [0, 2]
At)=0 = At)=0 = z(t)=0 = u(t)=0

Nota : une commutation se produit en ¢; si z(t1) =0

[J Discussion :
- A'(t) <0 = u*(t) = —sign(A\") =1 = x*(t) =t+ 1 donc pas de
commutation et solution impossible
- AN (t) > O2 = u'(t) = —sign(\")=—-1 = z*(t)=1—t = t. =1 alors
A (t) = % —t+ A(0) avec A(0) = 0.5
La solution optimale est donc donnée par :

u (t)=—1 z"(t)=1—t
Ogtg]. t2 1 < z*(t)
A (t)= = —t+ = = Tw
(t) 2 +2 =
) =0 z*(t) = .
L <t<? u” (t) z"(t)
AT(t) =0 A°(2) = m

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Commande optimale en temps minimal : systemes LTI 17

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

ty
min J:/ dt =ty — 1o
u(t)eUu to
sous  x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, x(ty) =
- U={ut) eR™ : -1 <u; <1Vi=1,---,m}
- La dynamique du sytéme est supposée linéaire
[0 Hamiltonien : H(t,z(t),u(t), A(t)) = 1+ X' (¢) [Az(t) + Bu(t)]
[0 Equations canoniques de Hamilton :
z*(t) = Ax™(t)+ Bu*(t) z*(to) = xo, z*(ty) =0
M) = —AX(t)
[0 Principe de Pontryagin :
—1 si B'X*(t) >0
u*(t) = —sign(B'\*(t)) = < 1 si B'A"(t) <0

singuliere si  B'A*(t) =

\
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Commande optimale en temps minimal : théoremes 13

[0 C.N.S. de singularité :

[0 Théoreme 2 Le systeme admet une commande optimale en temps minimum

singuliére sur [t1,ts] ssi le systéme n'est pas commandable

[1 Unicité de la commande optimale et nombre de commutations :
[0 Théoreme 3 S/ le systéme est complétement commandable alors il n'existe
qu’une seule commande extrémale égale a la commande optimale en temps
minimum. Dans ce cas, si ses n pbles sont réels la commande optimale u”*(t)

peut commuter au plus n — 1 fois

[0 Existence de la commande optimale :
[0 Théoreme 4 Si le systeme est complétement commandable et si les valeurs
propres de A sont toutes a partie réelle non positive alors une commande
optimale en temps minimum conduisant xo en z(ty) =0V xo € R™ existe

toujours

Nota : si le systéeme est temps-variant (&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)), I'unicité des

extrémales et de la commande optimale est toujours vraie

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



C.0. en consommation minimale : systemes LTI

19

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

sous x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, x(ty) = xy

[0 Hamiltonien : H(t,z(t), u(t), A(t)) = Z lu; ()] + N (t) [Az(t) + Bu(t)]
j=1
[1 Equations canoniques de Hamilton :
*(t) = Ax™(t)+ Bu™(t) =™ (to) = xo, =" (tf) = xy
M@ = —AX(t)
[0 Principe de Pontryagin :
0 si |B'\*
—sign(B'A\*(t)) si  |B'A*
0<u<l1 si B'X\*(¢
—1<u<0 si B'M(t

W () = —dez( B'A* () = ¢

\

LAAS-CNRS
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C.0O. en consommation minimale : théoremes 20

[1 C.S. de non singularité :

[0 Théoreme b S/ le systeme est commandable et la matrice A n'est pas

singuliére :
alors le systeme n'admet pas de commande optimale en consommation

minimale singuliére sur [to,1¢]

[1 Unicité de la commande optimale en consommation minimale :

[J Théoreme 6 Si /e systéeme n'admet pas de commande optimale en
consommation minimale singuliére sur [to,ts] alors il existe une unique

commande optimale en consommation minimale.

[1 Structure de commande en boucle ouverte ou fermée

Nota : pas de théoreme général d’'existence de la loi de commande optimale en

consommation minimale

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-N6K



Commande optimale des systemes dynamiques

Cours 6

Théorie du régulateur linéaire quadratique

Fij. 4.



Probleme linéaire quadratique en horizon fini 2

Soit le probleme de commande optimale :

min I =5 [ OQW0 +u (OR@uO]dt + 5a'(t)Qsa(ty)
Sous t(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), z(0) = xq fixé

Ly fixé
ZC(tf) — If libre

[1 Hypotheses 1
- Qs> 0,Q() =0,Vtel0,ty]
- R(t) =0,V te|0,ty]

- Interprétation : déterminer la commande u(t) qui maintienne le vecteur

d’'état proche de son état d'équilibre 0 sans une dépense trop forte en énergie
de commande

- Nota : pas de contrainte sur la commande

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Probleme L(Q) en horizon fini : Hamilton 3

[1 Hamiltonien :

H(z,u,\) = % & ()Q(1)a(t) + o (O R(Bu(t)] + N (6) [AD)z(t) + B(t)u(t)

[1 Equation d'optimalité :
Hy(z*,u", \) = ROu*(t) + BN (1) =0 = u"(t) = —R "(t)B' (H)\"(t)
[1 Equations canoniques de Hamilton : TPBVP

(t) —  A@)z*(t) — BOR () B () (1), (0) = zo
(t) = —Qt)z"(t) — A'(OAN"(t), A*(tr) = Qray

jj*
>'\>|<

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Probleme L(Q) en horizon fini : TPBVP 4

= ®(t,0) "o — ©11(,0)  P12(2,0) oy
)\*(t> )\*(O) i (I)2l(t70) (1)22(1570) )\*(O)

ou ®(t,0) est la matrice de transition d'état du TPBVP

En utilisant la condition terminale sur |'état adjoint, on obtient :

N () = [®aa(ty,t) — QrPia(ty, )] [QrPu(ts, t) — ®ar(ty, )] " (1)

A (t) = P(t)z*(t)
avec P(t) = 0,Vte|0,tf] et P(ty) =Qy
Nota : la matrice [®oa(ts,t) — qu)lg(tf,t)]_l existe toujours puisque
[Doa(ty,ts) — QpPralty, )] =1
et
P(tg) = [@aa(ty,tr) = Qp®ralty, t)] [QpPuilty.ty) — Parlty.ty)] = Qy

LAAS-CNRS
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Probleme L(Q) en horizon fini : équation de Riccati 5

Comme A(t) = P(t)x(t), on a

N (t) = P(t)z*(t) + P(t)z*(t) u*(t) = —R'B'(t)P(t)x*(t)

En substituant ces expressions dans le systeme d'équations canoniques de Hamilton,
on obtient |'équation différentielle de Riccati :

P(t) + A'()P(t) + P(t)A(t) — P)B)R'B'(t)P(t) + Q(t) =0 P(ty) = Qy
[ Remarques 1

- La matrice de Riccati P(t) est une matrice symétrique variant dans le temps
indépendante de l'instant initial (ici to = 0)

- L’équation de Riccati constitue un systéme de n(n + 1)/2 équations différentielles
ordinaires du premier ordre non linéaires variant dans le temps

- La matrice de Riccati P(t) est une matrice définie positive sur [0,ty)

- La matrice P(t) peut étre calculée hors ligne par intégration numérique arriére a
partir de P(ty) = Q¢
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Probleme L(Q) en horizon fini : existence et unicité ¢

[ Théoreme 1 Le probleme LQ défini avec les hypothéses précédentes a une

solution unique qui est caractérisée par :
u*(t) = =R (t)B'(t) P(t)a"(t) = K(t)=" ()

ot K(t) est gain de Kalman et P(t) € R"*"™ est la matrice de Riccati symétrique
définie positive solution de I'équation de Riccati différentielle :

P(t)+ A (t)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)R™'B’(t)P(t) + Q(t) = 0

satisfaisant la condition terminale P(ty) = Q. La trajectoire d'état optimale est

solution de :
©*(t) = [A(t) — BO)R™'(t)B'(t)P(t)] z*(t), z(0) = zo
Le coiit optimal est alors donné par :

T*(@* (), ) = %x*/(t)P(t)m*(t) Vielo ]

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Probleme L(Q) en horizon fini : termes croisés 7

[ Théoreme 2 Le probleme LQ défini avec les hypothéses précédentes et un critére

de performance :

1 [t Q)  S(t) (1) 1,
J(u) == ! ! dt + —
=3[ [70 w0 ]| g m || o | 437 @m0
a une solution unique qui est caractérisée par :

u'(t) = —R7(¢) [B'(t)P(t) + S'(t)] =™ (t) = K (t)="(¢)

ot K(t) est gain de Kalman et P(t) € R"*"™ est la matrice de Riccati symétrique
définie positive solution de I'équation de Riccati différentielle :

P(t) + A'(t)P(t) + P(t)A(t) — [P(t)B(t) + S(t)] R~ [B'(t)P(t) + S'(t)] + Q(t) = 0

satisfaisant la condition terminale P(ty) = Q. La trajectoire d'état optimale est

solution de :
z*(t) = [A(¢) + B(t) K (¢)] 2" (¢), z(0) = zo

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Probleme L(Q) en horizon fini : structure et remarques s

[1 Remarques 2

Systéeme |
. u*(t) M z*(t)
- La structure de la commande opti- | B(t) —’+Q—' / g
male est une structure de commande
en boucle fermée A(t) =
- La /Oi de Commande Optima/e est ;L::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::f:;
linéaire et variant dans le temps méme = | -R'B
si le systéme est LTI b
- L’hypothése de commandabilité de la P(t)z* (1)
. ’ L . | P -
paire (A(t), B(t)) n'est pas nécessaire ()
Correcteur L(Q) optimal T
T Caleal hors ligne T
- Le vecteur d’état complet doit étre disponible a la mesure
=ane LS Commande Optimale ISAE-N6K



Probleme L(Q) en horizon fini : exemple

Soit le probleme LQ en horizon fini :

: 1 R 2 2 .
ur(l;l)lélR J(u) = 2/0 27 (t) + haz(t) + u(t)] dt

sous  Z1(t) = axa(t) + u(t), x1(0) = x19 fixé
Zbg(t) = bZCQ(t),ZCQ O) = X20 fixé

Le régulateur LQ optimal est donné par :
u'(t) = —pu(t)x1(t) — pra(t)z2(l)
ol p11(t) et p12(t) sont les solutions de :

pui(t) = ph(t) =1, pu(ty) =0
P12

Ny

) = —ap11(t) — bp1a(t) + p11(O)p12(t), pia(ts) =0
po2(t) = p%z(t) — 2ap12(t) — 2bpaa(t) — h, pgg(tf) =0

LAAS-CNRS Commande Optimale
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Probleme LQ en horizon fini : exemple (suite) 10

[1 Remarques 3

[0 w*(t) est indépendante de h puisque p11(t) et p12(t) sont indépendants de
h

0 Poura # 0, u*(t) dépend de x5 méme si x5 est non commandable

0 Poura =0, u*(t) ne dépend pas de x-

pii(t) = pi(t) —1, pii(ty) =0
p12(t) — p12(t)(p11(t) — b), plg(tf) =0

donc

/ (b —p11(7))dr
p12(t) = p12(0)e/o pra(ty) =0

On en conclut que p12(t) = 0 sur l'intervalle [0, t ¢]

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Solution analytique de Riccati différentielle 11

[1 Théoreme 3

Dans le cas invariant dans le temps, la solution de I'équation de Riccati différentielle

est obtenue a partir de la solution du systeme d’équations différentielles linéaires :

Xty | | A —-BR'B X () _ X (1) X(ty) | _| 1 X,

Y (t) —Q —A’ Y (1) Y (t) Y(ty) Qy

ou H est la matrice Hamiltonienne

1l
P(t) = Y ()X (1) = [Unn + Unae 050 Gebe 0] [U1y 4 Uppehultr =0 Giehetts —0)]

As 0 Uir Uiz
0 A, U1 Uaz2

G = —[Ux — QfU12]_1 [U21 — QU]

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Probleme L(Q) en horizon infini

12

Soit le probleme de commande optimale :

min  J(u) = ! /O b [ ()Qx(t) + ' (t) Ru(t)] dt

u(t)eR™ 2
SOus t(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = x¢ fixé

[ Hypotheses 2

-Q =0

- R>0

- La paire (A, B) est commandable

Nota : tf — o0
- Pas de colit terminal lim a'(tf)Qrx(ty)

tf—>OO
- Comportement du vecteur d'état en régime permanent apres le régime
transitoire

LAAS-CNRS
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Probleme L(Q) en horizon infini 13

[1 Théoreme 4 [Kalman 1960]

SiQ¢ =0 et la paire (A, B) est commandable alors t}i_r>noo P(t) = P solution de
I'équation de Riccati algébrique :
AP+ PA—PBR 'BP+Q=0
[] Théoreme 5
Le probleme LQ défini avec les hypothéses précédentes a une solution unique :

uw*(t) = —R™'B'Px*(t) = Kz*(t)

ol K est gain de Kalman et P € R™"*™ est la matrice de Riccati symétrique solution

de I'équation de Riccati algébrique :
A'P+PA—-PBR 'BP+Q=0 P =UxUj'

La trajectoire d’état optimale et le coiit optimal sont donnés par :

#(f) = [A— BR'B'P|a*(t), 2(0) =20 J* = %xéPmo

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Stabilité de la boucle fermée et matrice de Riccati 14

[1 Théoreme 6

Le probleme LQ en horizon infini pour lequel la paire (A, B) est commandable et la
paire (A, C) est observable (Q = C'C') a une solution unique :

uw*(t) = —R™'B'Px*(t)

oll la matrice de Riccati symétrique P € R™*"™ est définie positive et solution de
I'’équation de Riccati algébrique :

A'P+PA—-PBR 'BP+Q=0
De plus, le systéeme dynamique en boucle fermée est asymptotiquement stable

A(A—BR'B'P)c C~

Nota :

- Existence d'une loi optimale stabilisante = (A, B) stabilisable et (A, C') détectable
- A(H)NC° =0 = (A, B) stabilisable et (A, C) détectable

- Si (A, C) est détectable mais non observable alors P > 0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Propriétés du régulateur LQ) : identité de Kalman 15

Pour des matrices de pondération Q = 0 et R =pl1 p > 0
[1 Théoreme 7 inégalité de Kalman

Si le gain de boucle est L, (s) = K, ®(s)B=—-R'B'P(s1 - A)"'B
Q(l T LU(]W)) > 1

Interprétation SISO :

im 1+ L,(jw)|>1Vw < |Su(jw)]<1Vw

m D' —1] <1< |1+ L,(jw)| ¥V w
‘ Re(s)

Bt D = diag{k;e’%}
v 0.5 < Mg < +o0
o —60° < Ms < 60°
ki=1 |0;] <60°
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Synthese : calcul du régulateur LQ) 16

Le régulateur LQ de gain K. est déterminé par le choix des matrices
QQ=HH e R=pl

Modelage des valeurs singulieres :

- Q = C'diag(q;)C et (q;, p) parameétres de synthese

- Faible roll-off aux hautes fréquences (—20 dB/decade) / incertitudes de
modélisation et bruits de mesure

- Choix par loopshaping :
- Basses fréquences :

o(—K,P(jw)B) > lw1(jw)| > 1 w<uw

- Hautes fréquences :

1
[wa (jw)|

o(—K,®(jw)B) < <1 w>uwp

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Synthese : exemple de régulateur LQ) 17

Modele d'état :

0 1 0 0
€T — T + u -+ €
0 O 1 1
z = [ 1 -1 }x(t)
Fonction de transfert :
1 —s
Gls) = —

Régulateur (e = 0) minimisant :

J :/ (2% + pu?]dt avec p >0
0

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Synthese : exemple de régulateur LQ) 18
Solution analytique :
B 7] Im(s)
b | 1HVTF2P /P
\/ﬁ \/'0(1 + 2\/5) 2 ~1p Re(s)
_ - y
K _ — |: 1 V 1+2\/ﬁ i| p=0 p — 00
g VP v
- Pour p < 0.25
—J1+2p+/T-2p
Ao =
2/5
- Pour p > 0.25
—V1+2/p+ i /~1+2/p
Ao =
2/5
e Commande Optimale ISAE-N6K



Synthese : exemple de régulateur LQ)

19

>> [K,P]=1qr(A,B,C’*C,rho)

Nichols Chart
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