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1 ESPACES NORMES, ESPACES METRIQUES

1.1 Rappels sur les ensembles dénombrables

1.1.1 Définition

DEFINITION-PROPRIETE
Un ensemble I est dit dénombrable
<= i) il existe une bijection de I sur une partie de N;
<= i7) il existe une bijection de I sur une partie de la forme {0,...,q — 1} ou sur N entier;
<= iii) il existe une suite croissante de parties finies Jy C I telle que I = U Ik

keN
Autrement dit, on peut numéroter les éléments de 1.

DEMONSTRATION:

e i) équivaut a ii) car toute partie K finie de cardinal ¢ (resp. infinie) de N est en bijection
avec 'ensemble {0,...,q — 1} (resp. avec N entier).

e (i) = i) : comme 4i%) est inchangée par bijection, il suffit de traiter les cas
- I={0,...,q— 1} : alors J = I pour tout k convient;
— I =N:alors J, = {0,...,k} convient.
e $ii) = 4i) : on numérote progressivement les éléments de I. Notons Jy = {ag, ..., aq—1},
Ji={ao,---y090—1,0qq, - - - s ag,—1} (puisque Jy C J1), etc. Il y a deux cas.
— Ou bien la suite Jj est stationnaire : il existe un indice ko tel que Yk > ko, Ji = Ji, ;
dans ce cas I = Jj, est fini.
— Ou bien le processus est infini : dans ce cas 'application n +— a,, est bien définie de
N dans I, est injective par construction, et surjective (car tout élément de I est dans

I'un des Ji).
]

1.1.2 Exemples

Toute partie finie, toute partie de N, tout ensemble en bijection avec un ensemble dénombrable
sont dénombrables. Z = |J,cn{l € Z | —k <1 < k} est dénombrable.

PROPOSITION 1.1
| Q et Q[X] sont dénombrables.

DEMONSTRATION:

On utilise le 7i7) de la définition. Pour Q, on pose
Jk:{%e@l ol Sk+1,0< b <k+1}

et pour Q[X], on pose J}, 'ensemble des polynémes P € Q[X] de degré au plus k dont tous
les coefficients sont dans Jj. O

PROPOSITION 1.2
Un produit fini de dénombrables, une réunion dénombrable de dénombrables, une partie d'un
dénombrable, l’image (surjective) d’un dénombrable sont également dénombrables.




DEMONSTRATION:

e il suffit de montrer que le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable : si
I= U JeetI' = U Jj, (ol les Jy, et J}, sont finis, et les suites croissantes pour I'inclusion),
keN keN
alors I x I' = U (Jg % J},). Les parties Ji x Jj, sont finies et la suite est croissante pour
kEN
Iinclusion.
e si L est une partie dénombrable et pour tout [ € L, I; est dénombrable : on peut écrire
I = U Jik (ol les Jyj sont finis, et la suite est croissante pour linclusion). Comme L
keN
est dénombrable on peut supposer que c’est une partie de N. Alors U I, = U le7 ol
leL peEN
le> = U Ji.k. On vérifie que les J;, forment bien une suite croissante de parties

keN, leL, k+I<p
finies.

osi ] = U Ji, est dénombrable, et I’ C I, alors I’ = U (I' N Jg); si f est une fonction

keN keN
définie sur I, alors f(I) = U f(Jx) ot les f(Ji) forment bien une suite croissante de parties
keN
finies : donc f(I) est dénombrable. O

1.2 Espaces vectoriels normés
1.2.1 Définitions
DEFINITION
Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C). On appelle norme sur E une application notée

-l
1
2

3

: E — RT vérifiant :

Ve e E, VA eK, ||Az] = |Al||z]| (homogénéité) ;

Vr,y € B, ||z +y| < x| + |ly|| (inégalité triangulaire) ;
Nzl =0<==z=0.

Si seulement les propriétés 1.) et 2.) sont vérifiées, mais pas 3.), on parle de semi-norme.
Un K-espace vectoriel normé est un couple (E, || - ||) ol

| - || est une norme sur E.

On peut écrire 'inégalité triangulaire de facon équivalente sous la forme suivante, appelée seconde
inégalité triangulaire :

Va,y € B, |llzll = [lylll < [l =yl

DEFINITION
Une algébre normée unitaire est un quadruplet (E,+, %, || - ||) ou :

1
2
3

. (E, ]| -||) est un espace vectoriel normé;
. (E,+, X) est une algebre;
v,y € Byl <oyl < [l - [lyll-

Exemple : I’ensemble des fonctions bornées de I dans K, muni de Ny, olt Noo(f) = Sup|f(x)|.

1.2.2

zel

Normes provenant d’un produit scalaire

Rappelons qu'un produit scalaire est une application (-|-) : E x E — K, qui est
— linéaire par rapport a la seconde variable ;

symétrique si K =R : (z|y) = (y|x)
hermitienne si K = C : (z]y) = (y|z) (donc (\z|y) = Xz|y));




— définie positive : Vo # 0, (x|z) > 0.
Exemple : sur R™ ou C", (z]y) = >} Trys-

THEOREME 1.1

Soit E un K-espace vectoriel, (-|-) un produit scalaire sur E. On a :
o ['inégalité de Cauchy-Schwarz :

Va,y € B, [(zy)] < v/ (z|z) /(yly)

avec éqgalité ssi les vecteurs x et y sont colinéaires.
o 'inégalité de Minkowski : en posant ||z|| = v/ (z|z),

Va,y € B, flz 4yl < [zl + llyll

avec égalité ssi x et y sont colinéaires de méme sens (i.e. le coefficient de proportionnalité est
dans RT).
En particulier, || - || est une norme sur E, et on a

Va,y € E, [(xly)| < [l [lyl-

ATTENTION : deux vecteurs z,y € E sont colinéaires ssi ou bien 3\ € K | y = Az, ou bien = = 0.
DEMONSTRATION:

e Commengons par montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On se donne =,y € E. Six =0
ou y = 0 on a bien sir I'inégalité voulue. On suppose donc x # 0 et y # 0. Soit 6 € R tel
que

(z]ey) € R.

Par exemple, puisque (z|e??y) = ¥ (x|y), on peut prendre § = —Arg(z[y) si (z|y) € C*, et
6 =0 si (x|y) = 0. En particulier, puisque ¢ (z|y) € R :

[(aly)* = le (aly)® = (" (xly))*.

Pour t € R, on pose f(t) = (x + te?y|z + te'®y). Le produit scalaire étant défini positif, on
a f(t) > 0 pour tout t € R. De plus :

f@) = (z|tey) + (te¥y|z) + (tey|te®y)  [bilinéaire]
z|z) + (z|te’y) + (x|teiy) + tei® (y|te®y)  [hermitienne]

(z|z)
(z|z)

= (z|x) + 2Re ((x\teiay» + te®® te' (y|y)
(z|z)
)

+
+
x|x) + 2Re (tei9<x|y>) + 3 (yly)

= (ala) +2te” (zly) + *(yly)

car e’ (x|y) € R. De plus, comme on a supposé y # 0, le coefficient de ¢? est non nul, donc f
est une fonction polynomiale de degré 2 en t, qui reste de signe constant : son discriminant
A est négatif ou nul, et il est nul ssi le polynoéme a une racine (double). Donc

0> 4 (e (xly))” — Alala) (yly) = 4((z|y)[> — (2]z)yly))

c’est-a-dire 'inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus il y a égalité ssi il existe tg € R tel que
f(to) = 0. Par définition de f et d’apres les propriétés du produit scalaire, cela signifie que
x + toe’y = 0. Donc il y a égalité ssi il existe A € C (A = —tpe?) tel que z = \y.

e Pour l'inégalité de Minkowski :
(@ +yle +y) = (zlz) + (2ly) + (ylo) + yly) = llz]|* + 2Re(z]y) + Iyl
Or Re(ely) < [(z|y)| < ||=[| - |yll, donc

lz+ I < [l + 2l ] lyll + 1 = A=l + lly1)?,



avec égalité ssi il y a égalité a chaque étape c’est-a-dire, égalité dans 'inégalité de Cauchy-
Schwarz et Re(z|y) = [{x|y)|-
Or il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz ssi z et y sont colinéaires, i.e. ssi ou
bien 3N € C/ z = Ay ou bien y = 0. Comme Re(Ayly) = Re(N|y[|?) = Re(N)||y||? et
[{\yly)| = || [ly]|?, on obtient comme condition

— ou bien y =0,

— ou bien x = Ay et Re(\) = |A| i.e. A € RT,
ce qu’on peut résumer par z et y colinéaires de méme signe. ([l

1.2.3 Exemples fondamentaux

On note /1(K) = {(ux) € KN | Y |ug| converge}, £2(K) = {(ur) € KN | 3 |ux|? converge} et
£>°(K) Pensemble des suites bornées.

version espace Ny Ny Noo
n n n
finie K Z |z Z | |2 Max |zg|
x=(21,...,%) — P 1<k<n

espace des suites (u;) € KN

discrete | telles que le terme suivant Z [ug] Z w2 Sup|ug|
ait un sens keN
b b
continue C%(Ja; 0], K) / |f(®)|dt / ()2 dt MaX| ()]
a @ z€[a;b]
Justifications :
e pour Ny, sur C%([a;b],K) : une fonction continue sur un segment est bornée (et atteint ses
bornes) ;

e pour Ns : dans chacun des cas, c’est une norme provenant d’un produit scalaire :

- (zly) = ka yr sur K" ;
k=1

- Zukvk sur £2(K) ;
~(flo) = [P T g(t) dt sur €O, ).

1.2.4 Comparaison de normes

PROPOSITION 1.3
Soit N et N’ deux normes sur le méme K-espace vectoriel E :

3k >0 | Vo € E, N'(z) < kN(z)

toute suite (uy) qui converge vers 0 dans (E,N) (i.e. N(u,) — 0)
converge vers 0 dans (E,N') (i.e. N'(u,) —0)

DEMONSTRATION:

e (=)sidk >0|VxeE, N(x)<kN(x):pour toute suite (uy), d’éléments de E telle
que N(u,) — 0, on a alors 0 < N'(u,) < kN (uy) et donc N'(u,) — 0.



e (<) par 'absurde, supposons qu’il n’existe pas de k > 0 tel que Va € E, N'(z) < kN(z) :

cela signifie que pour tout & > 0, en particulier pour tout k¥ = n € N* il existe un x € £
qu’on notera z, tel que N'(x,) > nN(z,). En particulier N'(z,) > 0 et

Al G

En posant y,, = an, on a0 < N(yp,) < % : donc N(y,) — 0 mais N'(y,) = 1,
contradiction. O
DEFINITION

Deux normes N et N’ sur le méme K-espace vectoriel E sont dites équivalentes
< k1, ko >0 |Vx € E, kiN(x) < N'(z) < kaN(z);
<= les suites qui convergent vers 0 pour N ou N’ sont les mémes.

Exemple : sur K”, les normes N7, Ny et N, sont équivalentes. Plus précisément, on a :

Noo(z) < Na(z) < v/nNy(z) et Ny(z) < Ni(x) < nNy(z).

1.3 Espaces métriques

1.3.1 Définition

Pour définir une norme on avait besoin d’une structure d’espace vectoriel sur F; pour une
distance ce n’est pas nécessaire.

DEFINITION

Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application d : £ x E — RT vérifiant pour
tous z,y,z € E :

1. d(z,y) =0<= 2z =y;
2. d(z,y) = d(y,x) (symétrie);
3. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).
Un espace métrique est un couple (E,d) olt E est un ensemble et d une distance sur E.

Si A C E, alors d induit une distance sur A (la distance entre x,y € A est d(x,y)), appelée
distance induite.

PROPOSITION 1.4
Si d est une distance sur E :

Vr,y,z € E, |d(z,2) — d(y, 2)| < d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

DEMONSTRATION:

L’inégalité de droite est l'inégalité triangulaire. On l'applique de nouveau pour obtenir
I’inégalité de gauche :

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) et donc d(z,z) — d(y, 2) < d(z,y).
De méme, en échangeant les variables x et y, on obtient d(y, z) — d(x, z) < d(x,y), d’ou la

majoration |d(y, z) — d(z, 2)| < d(x,y). O

Exemples :
-sur Rou C: d(z,y) = |x — y|. Plus généralement :

PROPOSITION 1.5

| Sur un espace vectoriel normé (E,|| - |), d(z,y) = ||z — y|| définit une distance.



-sur Z : d(z,y) = |z — y|, c’est la distance induite sur Z par (R, |- |) (d(z,y) <1 <= x =y).
- sur E quelconque : d(z,y) = 1siz # y, d(x,2) = 0 définit bien une distance, appelée distance
discrete.

PROPOSITION 1.6
Si (Ey,dy),...,(Fs,ds) sont des espaces métriques, on munit le produit Ey x ... X Eg d’une
distance de la facon suivante :

Ve = (21,..,Zs), ¥=(Y1,---,Ys), dmax(T,y) = ll\élfxédz(xl,yl)

Sur (R,|-|) x ... x (R,|-]), on obtient : V,y € R®, dpax(z,y) = ll\éla<x|xl — 4| = Noo(z — 9).

DEMONSTRATION:
Vérifions que dpax est une distance sur £ = Fy X ... X F :
L4 dmax(xa y) =0+ Vl, dz(xzvyl) =0+ VZ, Ty =Y <~ T =Y.
® diax(x,y) = dmax(y, z) par symétrie des d;.
esiz € F : dpax(z,y) = Maxd;(x;,y;) < Max [d;(z;, ;) + d;(2i, y;)] d’apres Uinégalité
1<i<s 1<i<s
triangulaire pour les d;. Or pour tout i, d;(2;,2;) < dmax(Z, 2) et di(2;,¥i) < dmax(2,Yy),
donc d;(x;, 2;) + di(2i, yi) < dmax(x, 2) + dmax (2, y), d’ott I'inégalité voulue. O

1.3.2 Boules

DEFINITION

Soit (F,d) un espace métrique, x € E et r > 0. On définit :

— la boule ouverte de centre x et de rayon r : B(x,r) ={y € E | d(z,y) <71};
— la boule fermée de centre x et de rayon r : BF(z,r) ={y € E | d(z,y) <r};
— la spheére de centre x et de rayon r : S(x,r) ={y € E | d(z,y) = r}.

On a les inclusions
pour 0 <r <r': B(xz,r) C BF(z,r) C B(z,r)

mais attention, ces inclusions ne sont pas toujours strictes. Ainsi, dans (Z, |- |),

1 1 1
B(0, g) = BF(0, g) = B(0, 5) = {0}.
Exemples :
- dans R?, la boule unité est un disque si I’on choisit la distance induite par la norme euclidienne
Na, et un carré | — 1;1[x] — 1; 1] si I'on choisit la distance induite par la norme N,.
- si (Bh,d1),...,(Fn,dy,) sont des espaces métriques et £ = F; X ... X F, est muni de la

distance dyax,
BE(fEﬂ") = {y ekl | dmax(xvy) < T}
= {y=Wi,-.-,yn) € B1 X ... X E, | mjax(dj(xj,yj)) <r}
= {y=Wi,...,yn) €EE1 x ... X E, |Vj=1,...,n, dj(z;,y;) <1}

= {y=W1,--sym) €E1 x ... X E, |Yj=1,...,n, y; € Bg,(z;,7)}
= Bg,(21,7) X ... X Bg, (xs,7)

et bien str ce n’est plus forcément vrai si 'on munit £ d’une autre distance.

- dans E = C%([a;b],R), on prend la distance induite par Ny, :

d(f,9) = Neo(f — g) = tl\e/l[gfg]lf(t) —g(t)]



et la boule ouverte de centre f et de rayon r est I’ensemble des fonctions g continues de [a; b] dans
R vérifiant Vt € [a;b], g(t) €]f(t) —r; f(t) + r[) (i.e. dont le graphe est situé dans un “tube” de
hauteur 2r centré autour du graphe de f).

DEFINITION
Deux distances d et d’ sur le méme espace E sont topologiquement équivalentes si pour tout
x € E, toute boule (ouverte) pour d centrée en x contient une boule (ouverte) pour d’ centrée
en x, et réciproquement.

PROPOSITION 1.7

e [’équivalence topologique est une relation d’équivalence ;
e 51 E est un K-espace vectoriel normé et N, N' sont deux normes équivalentes sur E, alors les
distances induites sont topologiquement équivalentes.

DEMONSTRATION:

Une relation R est une relation d’équivalence si elle est
- réflexive (dRd),
- symétrique (dRd' = d'Rd)
- transitive (dRd’ et d'Rd" = dRd"),

et ces propriétés sont ici toutes vérifiées.

Si d est la distance induite par la norme N, et d’ la distance induite par la norme N’ :
par définition d(z,y) = N(z — y) et d'(z,y) = N'(z — y). Or les normes N et N’ sont
équivalentes : Ik_,ky >0 | Ve € E, k_N(x) < N'(z) < k4 N(x). En particulier,

Vo,y € B, k_d(z,y) < d(z,y) < kid(z,y).

Ainsi, sir > 0et y € By (z,rk_) i.e. d'(z,y) < rk_, alors d(z,y) < r et donc y € By(z,r).
Autrement dit, By (z,rk_) C Bg(x,r). De méme, en échangeant les roles des deux distances,
on montre que toute boule pour d’ centrée en = contient une boule pour d centrée en x. O

DEFINITION

On dit qu’une partie A d’un espace métrique (E,d) est bornée s’il existe une boule fermée
BF(xg,r) contenant A, i.e. :

g€ E, Ir>0|Vee A, dag,z)<r
Une fonction f: I — E est bornée si f(I) est une partie bornée de E.

Le caracteére borné ne dépend pas du choix de zg, car si Ir > 0 | A C B(zg, ), alors Va; € E,
Vo € A, d(xy,x) < d(x1,20) + d(xo,2) < d(x1,20) + 7

et donc A C B(zy1,r1) oury = d(x1,230) + 7.

1.3.3 Distance entre deux parties, diameétre

DEFINITION
Soit (F,d) un espace métrique et A, B deux parties non vides de E. On définit :
— la distance entre A et B : d(A, B) = inf{d(a,b) | a € A, b € B};
— le diameétre de A : diam(A) = Sup{d(a1,a2) | a1,as € A}.

On a toujours d(A, A) =0, d(4, E) = 0.

Exemples :

- dans (R,[-[), A ={0}, B={%|neN}:dAB) =0 (mais A# B!), diam(4) = 0,
diam(B) = 1.

- dans (R?, N2), A= B(0,2), B={(3,0)} : d(4, B) = 1, diam(A) = 4, diam(B) = 0.



2 VOCABULAIRE DES ESPACES TOPOLOGIQUES

But : dégager, a partir de ’étude des espaces métriques, les structures permettant de parler de
limite et de continuité. L’exemple fondamental est R (ou R™) : la théorie générale englobe bien siir
cet exemple, mais conduit parfois a des situations moins intuitives.

2.1 Espaces topologiques

2.1.1 Définition, ouverts

DEFINITION

Soit X un ensemble. Une topologie sur X est la donnée d’une famille O de parties de X,
appelées ouverts, vérifiant :

1. @ et X sont des ouverts;
2. toute réunion d’ouverts est un ouvert ;
3. une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Autrement dit, O est stable par union quelconque, intersection finie, et contient ) et X. On dit
alors que X muni de cette topologie est un espace topologique.

REMARQUE : pour vérifier que O est stable par intersection finie, il suffit de vérifier que si
01,02 € O, alors O1 N O; € O.

Exemples immédiats, sur tout ensemble X :
— O ={0,X} : topologie grossiéere;
— O =P(X) l'ensemble des parties de X : topologie discréte.

Exemple fondamental : sur R, on définit une topologie par

0€e0<«<=Vze0, Iry,>0|]z—ry;x+r[CO,

appelée topologie usuelle de R.

DEMONSTRATION:

el €O, et Re O (par exemple, si z € R, alors |z — 1;2 + 1[C R);

e O est stable par réunion quelconque : si les O, sont des ouverts de R, et si z € |J, Oa,
alors il existe ag tel que € Oy,. Comme O,, est un ouvert de R, il existe » > 0 tel que
le —r;x+7[C Oy, et donc |z —r;z+7r[C J, Oa;

e O est stable par intersection finie : soit O, Os des ouverts et x € O1 N Oy. Par définition,
pour i = 1,2, il existe r; > 0 tel que |z — ry;2 + r;[C O;. En posant » = min(ry,72), on a
bien r > 0 et |z — r;z 4+ r[C O1 N Oy. Done O N O est un ouvert de R. O

En particulier, on vérifie qu'un “intervalle ouvert” (qui est de la forme |a; b[, | — oo; b], Ja; +oo[ ou
| — 00; +00[) est effectivement un ouvert de R!

D’autre part, si O est un ouvert de R, on a donc (UchO]x — Ty T+ Ty [) C O, et l'autre inclusion
est aussi vraie car siy € O, alors y €]y —ry;y + 1y [C U,colt — 7252 + [ Donc tout ouvert O de
R s’écrit comme une réunion d’intervalles ouverts : O = |J,colx — 123 @ + 74|

2.1.2 Topologie des espaces métriques

PROPOSITION 2.1 Soit (E,d) un espace métrique. La famille
O={OCFE|VzeO, Ir, >0, B(x,r,) C O}

définit une topologie sur E. Pour cette topologie, les “boules ouvertes” sont des ouverts.



DEMONSTRATION:
e ()€ 0, et E € O (par exemple, pour z € E, B(z,1):={y € E | d(z,y) <1} C E);
e O est stable par réunion quelconque : si les O, sont des ouverts de E, et si € |J, Oa,
alors il existe ag tel que x € O,,. Comme O, est un ouvert de E, il existe > 0 tel que
B(z,7) C Oq, et donc B(z,r) C J, Oa;
e O est stable par intersection finie : soit O7, Oy des ouverts et x € O1 N Oy. Par définition
des ouverts, pour i = 1,2, il existe r; > 0 tel que B(z,r;) C O;. En posant r» = min(rq,r2),
on a bien r > 0 et B(z,r) C B(z,7;) C O;, donc B(z,r) C O1 N Oz. Ainsi O1 N Oz est un
ouvert de F.
e Vérifions que toute boule ouverte est un ouvert : soit o € E et p > 0, et « € B(zo, p).
Posons r, = p — d(zo,x) : alors r, > 0 puisque & € B(zo,p), et B(x,r;) C B(zo,p) (en
effet, si y € B(z,7), on a d(zg,y) < d(xo,z) + d(z,y) < d(zo,z) + p — d(xg,z) = p ie.
y € B(xo,p))- O

Ainsi une distance sur F induit une topologie sur £. Quand on parlera d’un espace métrique
(E,d), il sera toujours implicitement muni de cette topologie. Idem pour (E,| - ||) un K-espace
vectoriel normé : la topologie est celle induite par la distance d(z,y) = ||z — y||.

ATTENTION : une distance induit une topologie. Mais deux distances différentes peuvent induire
la méme topologie : par exemple, si d est une distance, alors d'(z,y) = 2d(x,y) définit encore une
distance, qui induit la méme topologie que d (car toute boule pour d est une boule pour d’' et
réciproquement, donc les ouverts sont les mémes).

2.1.3 Fermés

DEFINITION

Dans un espace topologique X, on dit que F' C X est fermé si et seulement si son complémentaire
est un ouvert.

On a donc les propriétés suivantes, par passage au complémentaire :
1. 0 et X sont des fermés;
2. toute intersection de fermés est un fermé;
3. une union finie de fermés est un fermé.

REMARQUE : () et X sont a la fois ouverts et fermés.

Dans R :
— les “intervalles fermés” [a;b] (ol —00 < a < b < +00) sont des fermés : en effet, “[a; ] =
] — 00; a[U]b; +00] est une union d’intervalles ouverts donc un ouvert.
— les intervalles [a; +oo[ et | — 00;b] (ol a,b € R) sont des fermés : en effet, [a; +oo[=] — 00; a
et €] — oo; b] =]b; +oo[ sont des ouverts.
— [0;1[ n’est ni ouvert ni fermé.
— 7Z est fermé car °Z = | J,,c,]k; k 4 1] est une réunion d’intervalles ouverts, donc un ouvert.

PROPOSITION 2.2 Soit (E,d) un espace métrique. Toute “boule fermée” BF (x,r) est un fermé,
toute sphére est un fermé.

DEMONSTRATION:

11 suffit de montrer que toute boule fermée est un fermé : en effet, on aura alors S(x,r) =
{y € E | d(z,y) =r} = BF(x,r)U “B(z,r) qui sera I'intersection de deux fermés (puisque
la boule ouverte B(x,r) est un ouvert).

On va donc montrer que § := °BF(z,r) = {y € E | d(z,y) > r} est un ouvert. Si Q
est vide, c’est vrai. Sinon, soit y € § : alors d(z,y) —r > 0 et B(y,d(x,y) —r) C Q (en
effet, si z € B(y,d(z,y) —r) i.e. d(y,z) < d(x,y) —r, alors d(z,z) > d(x,y) —d(y,z) > ie.
z ¢ BF(x,r)). Donc § est bien un ouvert de E. O

REMARQUE : pour E = {0}U[1; +0o[ muni de la topologie donnée par |-|, on a BF(0, 3) = B(0,1)
qui est donc a la fois un ouvert et un fermé.



2.1.4 Voisinages

DEFINITION

Soit X un espace topologique et € X : une partie V C X est un voisinage de x s’il existe un
ouvert O tel que x € O C V. On note Vx(z) 'ensemble des voisinages de = dans X :

“V € Vx(z)” signifie “V est un voisinage de x dans X”.

En particulier :
— X est un voisinage de x;
— un voisinage de x contient x ;
-siVeV(x)etVCW,alors We V(x);
— une union quelconque (resp. une intersection finie) de voisinages de x est encore un voisinage
de z.

PROPOSITION 2.3 Une partie O est un ouvert
<= i) O est un voisinage de chacun de ses points : Vx € O, O € V(x);

< i) [ ESpace} Ve €O, 3Ir >0 B(x,r) C O.

métrique

DEMONSTRATION:
e i) Soit O un ouvert : si € O, alors O contient un ouvert (lui-méme) contenant x donc O
est un voisinage de x. Réciproquement, si O est un voisinage de chacun de ses points : pour
tout x € O, il existe un ouvert O, tel que x € O, C O. Alors U,c0O, C O et il y a égalité,
donc O est une réunion d’ouverts donc un ouvert.
e ii) est vrai, par définition de la topologie d’un espace métrique. O

REMARQUE : on a vu que tout ouvert O de R s’écrit comme une réunion d’intervalles ouverts :
O = U,col — 12; 7 + ;[ Comme les intervalles ouverts sont des ouverts de R et qu'une réunion
d’ouverts est un ouvert, on a ainsi montré que les ouverts de R sont exactement les réunions
d’intervalles ouverts. De méme, on montre que dans un espace métrique, tout ouvert O s’écrit sous

la forme
0= U B(z,rs).
z€O
Comme les boules ouvertes sont des ouverts de E et qu'une réunion d’ouverts est un ouvert, on a
ainsi montré que les ouverts de E sont exactement les réunions de boules ouvertes.

Ezercice : dans I'espace E = C([0;1],R) muni de la norme N, montrer que
A={feF|vte 1], f(t)> 0}

est un ouvert.

2.1.5 Base d’ouverts

On vient de voir que, dans un espace métrique, les boules ouvertes sont des ouverts particu-
liers, des sortes de “briques élémentaires” permettant de reconstruire tous les ouverts (et donc la
topologie).

DEFINITION-PROPRIETE

Soit X un espace topologique. On dit qu'une famille B d’ouverts est une base d’ouverts de X
< tout ouvert non vide est une réunion d’éléments de B ;
<= pour tout ouvert O et tout x € O, il existe B = B, € B tel que x € B, C O.

DEMONSTRATION:
(=) Soit O un ouvert : s’il est réunion d’éléments de B, il s’écrit O = UyecaBo (ol les
B, € B. Donc pour tout z € O, Ja | z € B, C O.
(«<=) Soit O un ouvert non vide, tel que Vo € O, 3B, € B |z € B, C O. Alors O = U,co B,
est réunion d’éléments de B. O
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2.1.6 Topologie induite

Si (E,d) est un espace métrique et A C E, alors d induit une distance sur A (définie par d(z,y)
pour tous z,y € A). Ainsi A devient un espace métrique, dans lequel

Va€ A, ¥r >0, Ba(a,r)={z € A|d(a,z) <r}=ANBg(a,r).

Par exemple, si E = (R,|-|) et A=7Z: Bz(0,2) = {-1;0;1} = Z N Bgr(0,2). On généralise cette
observation au cas des espaces topologiques :

DEFINITION-PROPRIETE

Soit X un espace topologique et A C X. On définit la topologie induite sur A par X de la
fagon suivante :

O est un ouvert de A <= il existe O’ ouvert de X tel que O = ANO'.

Cela définit bien une topologie sur A, pour laquelle :

— F C A est un fermé de A <= il existe F’ fermé de X tel que F = ANF’;

—sia € A:V est un voisinage de a dans A ssi il existe un voisinage V' de a dans X tel que
V=AnV".

D’apres la remarque précédente, si A est une partie de l'espace métrique (F,d), la topologie
induite par E sur A est celle donnée par la distance induite.

DEMONSTRATION:
e Vérifions que c’est bien une topologie : notons Q4 (resp. Ox) l'ensemble des ouverts de
A (resp. de X). Alors ) = AN et A= AN X sont dans O4 puisque @ et X sont dans Ox.

De plus, si (O4)q est une famille d’ouverts de A : pour tout «, il existe O, ouvert de X
tel que O, = ANO!, et donc Ua,Of = Ug(ANOL) = AN (U, O0L), ott U, Ol est une réunion
d’ouverts de X donc un ouvert de X. Ainsi U,O,, est un ouvert de A.

Enfin, si O et Oy sont deux ouverts de A : il existe O}, O} ouverts de X tels que
0;,=AN0; (1=1,2),et O1NO,=(ANO)N(ANOL) = AN (0] NOL) ot O1 N Oy est
un ouvert de X. Ainsi O4 est stable par intersection finie.

e Soit F' une partie de A : c’est un fermé de A ssi son complémentaire dans A est un ouvert
de A, ie ssi A\ F € Oy clest-a-dire 30’ € Ox | A\ F = ANO’. Ce qu’'on peut réécrire :
il existe F’ (le complémentaire de O’ dans X) tel que F' = AN F’, autrement dit F est
lintersection de A avec un fermé de X.

e I est un voisinage de a dans A ssi il existe O € Oz tel que a € O C V), ssi il existe
0" € Ox tel que a € (AN O') C V, ce que on peut rééerire : il existe V' (= O’ U V), qui
est donc un voisinage de a dans X, tel que V =V’ N A. ]

Exemple : dans R, avec A =|0;2], la partie F' =]0;1] est un fermé de A (car ]0;1] = AN F’
est Uintersection de A et d'un fermé F’ de R, ot 'on peut choisir par exemple F' = [0;1] ou

F' =] — 003 1]).

2.1.7 Particularités des espaces métriques

Dans la suite, on va s’intéresser principalement aux espaces métriques. D’une part, la dis-
tance rend les choses plus explicites (boules,...) mais surtout, parmi tous les espaces topologiques,
les espaces métriques bénéficient de propriétés particulierement intéressantes. En effet, un espace
métrique (F,d) est :
— “localement a base dénombrable” :
pour tout = € E, il existe une famille dénombrable B, = {B1, Ba, ..., By, ...} de voisinages
de z tels que VV € V(z), Ik |z € By CV
(dans (E,d), il suffit de prendre By, = B(x, 1) pour k € N*).

— “séparé” :
pour tous z # y € F, il existe des ouverts disjoints U et V telsque x e U et y € V
(dans (E,d), ¢ # y = d(z,y) > 0 et U = B(x,r), V = B(y,r) conviennent dés que
0<r< @)
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REMARQUE : si X est un espace topologique non séparé, alors la topologie de X ne peut pas
provenir d’une distance (on dit que X est “non métrisable”).

2.2 Adhérence, intérieur, frontiere

2.2.1 Convergence de suites

On dit qu’une suite (x,) converge vers [ si les termes de la suite se trouvent aussi proches de
I qu’on veut (i.e., dans un voisinage “aussi petit qu’on veut”) & partir d’un rang assez grand. Ce
qui se traduit par :

DEFINITION
Soit (z,), une suite dans un espace topologique X. On dit que (z,), converge vers | € X
(noté x,, ——— 1) ssi:
n—-+oo

VW eVv(),ANEN|Vn>N, 2, €V

ATTENTION : dans un espace topologique quelconque, il n’y a pas toujours unicité de la limite.
Par exemple, sur X = Cp,1y ([0; 1], R) Pensemble des fonctions continues par morceaux sur [0; 1], Ny
n’est plus une norme mais seulement une semi-norme, ce qui permet encore de définir une topologie
a partir des boules. En posant f, : ¢ — %, on obtient une suite (f,), d’éléments de X. On a alors
Ni(fn) = 0 et Ni(fn —11/2) — 0 : en effet, Ny ne distingue pas 1/, de la fonction nulle!

PROPOSITION 2.4 Soit (E,d) un espace métrique, et (x,), une suite d’éléments de E : alors

dans E dans R
n—+oo n—+oo

En particulier, la limite (si elle existe) est unique : si x,, > 1€ E et x, =1 € E, alors |l =1".

DEMONSTRATION:

Par définition,

Ty —1 <= VYWeV(I),3INeN|Vn>N, z, €V
< Ve>0,3INeN|Vn>N, z, € B(l,¢)
< Ve>0,3INeN|¥m>N, dl,z,) <e

(en utilisant que B(l,e) € V(1), et que tout voisinage de I contient une telle boule).
En particulier, on obtient qu’une suite de réels (¢,,),, converge verst € R ssi Ve > 0, IN €
N |Vn >N, |t, —t| < e : on retrouve bien la définition usuelle. Donc :
, convergence dans (E,d) I — d(l’n,l 0.
n—-+oo n—-+oo
Siz, = letx, = alors 0 < d(l,l") < d(l,zy) + d(zy,1") P 0, d’otr d(I,I') = 0 et

) convergence dans (R,|-|)

donc [ = I’ d’apres les propriétés des distances. (Il
COROLLAIRE 2.1 Soit (Ey1,dy),...,(Es,ds) des espaces métriques, et E = E1 X ... X E; muni de
la distance dmax : dmax((T1,...,2s), (Y1,...,¥s)) = Maxi<j<s d;j (25, y;).

Alors une suite dans E converge vers i = (l1,...,ls) € E ssi pour tout j =1,...,8, sa compo-

sante numéro j converge vers l;.

[0

. A1+ % P A0 , .
Exemple : ( 0 Ao L ) R ( 0 A dans (M3(C), Ny ). C’est encore vrai dans

M5 (C) muni de toute norme équivalente a N, puisque la convergence des suites est la méme
pour deux normes équivalentes.
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2.2.2 Adhérence

DEFINITION

Soit X un espace topologique, et A C X. On dit que € X est un point adhérent a A ssi tout
voisinage de z dans X rencontre A : VV € V(z), VN A £ (.

REMARQUES :
— tout point de A est adhérent a A (carsia € A, VV € V(a), VN A>a).
— si (@), est une suite d’éléments de A avec a,, — x, alors = est adhérent & A (car par définition
de la convergence, VV € V(z), N € N | V¥n > N, a,, € V : en particulier ay € V N A).

Exemples :
— 1 est un point adhérent & [0; 1] dans R;
— la matrice nulle est un point adhérent & GL,,(K) dans M,,(K) muni de N (ou de n’importe
quelle norme équivalente) :

=
(=)
- O
o

k——+oco :
0 0

=

1

— dans £*° muni de N, I'élément u = (535

des suites stationnaires.

) € £°° est un point adhérent & ’ensemble A C £°°

DEFINITION-PROPRIETE
Soit (E,d) un espace métrique et A C E : on définit A comme D'intersection de tous les fermés
contenant A.
e c’est un fermé, le plus petit contenant A.
e 2 € A <= 1z est adhérent & A
<::> x est limite d’une suite d’éléments de A

[esp. métr.]
o Aestfermé <= A=A
On appelle A 'adhérence de A dans (E,d) (aussi notée adhg(A)).

DEMONSTRATION:

o A est fermé comme intersection (quelconque) de fermés, A C A, et tout fermé contenant
A contient A par construction.
e v ¢ A <= il existe un fermé F contenant A tel que = ¢ F'

<= il existe un ouvert O (= °F) tel que ONA =0 et x € O

<= il existe V voisinage de x tel que VN A =10
e On a vu que si z est limite d’une suite d’éléments de A, il est adhérent & A donc dans A.
La réciproque est fausse en général, mais vraie dans le cas métrique : si x est adhérent a
A, alors tout voisinage de x rencontre A. Pour tout n € N*, on peut donc trouver z,, €
B(z,1)N A; alors, on a bien (z,), suite d’éléments de A et Vn € N*, d(z,z,) < + donc
d(z,x,) = 0, L.e. T, — .
eSi A :g, il est fermé. Réciproquement, si A est fermé, c’est le plus petit fermé contenant
A, donc A = A. a

COROLLAIRE 2.2 Soit (E,d) un espace métrique :

=
F est fermé dans (E,d) — toute limite de suite d’éléments de F' est dans F'.

[esp. métr.]

DEMONSTRATION:

F est fermée= F = F «—= F C F <= tout point adhérent & F est dans F, c’est-a-dire
(on est dans un espace métrique) toute limite de suite d’éléments de F' est dans F'. O
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ATTENTION : si I’'on n’est pas dans un espace métrique, on ne peut pas utiliser cette caractérisation
séquentielle des fermés. Par exemple, on munit R de la topologie dont les ouverts sont @ et les
complémentaires des ensembles (finis ou) dénombrables : on vérifie que cela définit bien une to-
pologie, et on montre que, pour cette topologie, les suites convergentes sont exactement les suites
stationnaires. En particulier, si la caractérisation séquentielle des fermés s’appliquait, toute partie
serait fermée, ce qui est faux...

REMARQUE : on en tire une méthode pour montrer que F' est fermé dans (E, d). Pour tout [ € E,
il s’agit de montrer que si il existe une suite (x,), d’éléments de F' qui converge vers I, alors
nécessairement [ € F.

COROLLAIRE 2.3 Soit (F1,dy),...,(Fs,ds) des espaces métriques, on suppose que pour tout j,
F; est un fermé de (Ej,d;). Alors F = Fy X ... X Fy est un fermé de E = E1 x ... x E; muni de
la distance dpax-

DEMONSTRATION:

Il s’agit de montrer qu'un produit (fini) de fermés est un fermé dans I’espace produit. Pour
cela, il suffit de traiter le cas s =2 : E = Fy X Ey et F = F; X Fy. Puisque (F, dpax) est un
espace métrique, on peut utiliser la caractérisation séquentielle des fermés.

Soit donc I € E la limite d'une suite d’éléments de F' : notons (x(”))n cette suite, on a

{ = (ll,lg) avec 1 € Fq et Iy € Ey

Vn, (™ = (xgn),mén)) avec xﬁ") € Ep et x(Qn) € E,

E,dmax N
et dire que (™ ('——)% [ signifie que
n—-+oo

gn) (E2,d2) I

FEi,d
xg") (Brdy), ly et =
n—-+o0o n—-+o0o

Ainsi, pour j = 1,2, [; est la limite dans (Fj;,d;) de la suite (as;")) d’éléments de Fj. Or

par hypothese, F; est un fermé de (E;, d;), donc l; € F; et | = (I1,12) € Fy x Fs. ]

COROLLAIRE 2.4 Un produit fini d’ouverts d’espaces métriques est un ouvert dans [’espace pro-
duit.
DEMONSTRATION:

ATTENTION : le complémentaire d’un produit n’est pas le produit des complémentaires !
Soit O = Oy x Oz ou Oj est un ouvert de (E;,d;), alors

‘O = {z=(x1,22) € E1 X By | (z1,22) ¢ O1 x O2}
= {x=(x1,22) € By X By | 21 ¢ O1 ou x2 ¢ Oz}
= {z=(r1,22) € E1 X By | 21 € ‘O1 ou z3 € “O3}
= {z=(x1,22) € E1 X Ey | (1 € Oy et 25 € E3) ou (z1 € Ey et x5 € “05)}
= (°O1 X BE2) U(E; x “O9)
Or €0O; est un fermé de (F1,dy) et done (¢O; x Es) est un produit de fermés donc un fermé

dans (E, dmax) ; de méme (E; X °O3) est un fermé dans (E, dmax). Ainsi O est un fermé,
donc O est un ouvert, dans (E, dpax)- O

2.2.3 Intérieur

DEFINITION-PROPRIETE
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Soit (F,d) un espace métrique et A C E : on définit ;1 comme la réunion de tous les ouverts
inclus dans A.
e c’est un ouvert, le plus grand inclus dans A.
o 1 €A <= Aestun voisinage de x
— [ Espace } Ir>0|B(z,r) C A

métrique

o A est ouvert <= A =4
On appelle A l'intérieur de A dans (E,d) (aussi notée intg(A)).

DEMONSTRATION:
) ;)1 est une réunion d’ouverts donc un ouvert, et /Olc A. Par construction, si O est un ouvert
inclus dans A, alors O C ;1
esix € 2, alors ;1 est un ouvert contenant x et x € IZC A, donc A est un voisinage de x.

Réciproquement, si A € V(z), alors il existe un ouvert O tel que z € O C A : donc O CA et
o

donc z €A.
esi A= ;1, alors A est ouvert. Réciproquement, si A est ouvert, c’est le plus grand ouvert
inclus dans A donc A =A. O
PROPOSITION 2.5 E\A=E\ 1 E i A=FE\ A
ANBCANB AUB=AUB

ANB=ANDB AUBSAU B

ATTENTION : les inclusions sont strictes en général (comparer AN B et AN B pour £ = R,
A =]0;1], B =]1;2]).

o

o o 2
REMARQUE : on a aussi 4 C A et ACA, et 1a aussi les inclusions peuvent étre strictes.

2.2.4 Frontiere
DEFINITION-PROPRIETE

Soit (E, d) un espace métrique et A C E : on définit A4 = A\ A (ce qui a un sens car AC AcC A).
e c’est un fermé.

e r € A < tout voisinage de x rencontre a la fois A et son complémentaire.

On appelle 0A la frontiere de A dans (E,d) (aussi notée frg(A)).

DEMONSTRATION:

J— o PR —
0A = AN °(A) est intersection de deux fermés, donc est fermé. On a également 0A = ANcA
qui est donc I’ensemble des points qui sont a la fois adhérents & A et a “A.

O

Exemples :

— dans E : E est a la fois ouvert et fermé dans lui-méme, donc éz E =F et OFE = 0.

— dans E = R?, pour A un disque ouvert : ;1: A, A est le disque fermé, et OA est le cercle.

ATTENTION : les notions d’adhérence, d’intérieur, de frontiere dépendent de I’espace dans lequel
on se place. Ainsi, on ne “voit” pas Uintervalle [a;b[ de la méme fagon selon qu’on est dans R ou
dans R? :

— dans F =R, pour A = [a;b] : intg(A4) =]a; b, adhg(A4) = [a;b], frr(A) = {a;b};

— dans E = R?, pour A = [a;b] : intgz(A) = 0, adhge(A) = [a;b], frpz(A) = [a; b].
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2.2.5 Densité

a) Définition

DEFINITION-PROPRIETE

Soit (F,d) un espace métrique, et A C B des parties de E. On dit que A est dense dans B
<= tout élément de B est un point adhérent a A;

< Yoe B, VW eVDb), VNA#D

< BCA

Espace
métrique

<— { ] tout élément de B est limite d’une suite d’éléments de A

DEMONSTRATION:

Les équivalences proviennent de la définition de point adhérent et de la caractérisation des
éléments de A. O

b) Exemples dans R

Exemples fondamentaux : Q et R\ Q sont denses dans R.

PROPOSITION 2.6 Soit H un sous-groupe de (R,+) : ou bien Ja € R | H = aZ, ou bien H est
dense dans R.

DEMONSTRATION:

e Premier cas : si Inf(H NR™) =a > 0, on va montrer que H = aZ.
Montrons que a € H, ie que H N R a un plus petit élément. Par I’absurde, supposons
a ¢ H. Puisque a = Inf(H NR**), on a

Vee HNRY* a<x
Ve>0, re HNR™/a<zx<a+e

avece=a>0: Ire HNR™/a<z<2a

avece=x—a>0: JYye HNR™/a<y<z
Or x et y sont deux éléments du groupe H, donc z—y € H, et x > y donc (z—y) € HNR™*;
or x —y < 2a —a = a, ce qui contredit la définition de a. Donc a € H, et le groupe aZ
engendré par a est inclus dans H.

Montrons que H C aZ : soit x € H, la division euclidienne de x par a donne z = pa +y
avecp € Z et 0 <y < a. De plus y = 0 car sinon, y =z —pa € HNRT* et y < a, ce qui est
impossible par définition de a. Donc y =0 : x = pa € aZ.

Finalement H = aZ.

e Deuxiéme cas : si Inf(H NR*™) = 0, on va montrer que H est dense dans R.
Il s’agit de montrer que si z,y € R avec z < y, alors il existe z € H tel que x < z < y.
Puisque Inf(H NR**) =0 :

Ve>0, 3he HNR™/ h<e

Avec e = y — z, on obtient h € H NRT* tel que h < y — . On note n la partie entiere de
x/h:n € Z vérifien < x/h <n+ 1. Alors

nh<z<(n+1lh=nh+h<z+h<z+(y—z)=y
donc < (n+ 1)h < y. De plus z = (n+ 1)h € H puisque h € H et H est un groupe. O
COROLLAIRE 2.5 Soit H un sous-groupe fermé de (R,+) : si H # R, alors il existe a € R tel que

H = aZ.

¢) Exemple matriciel
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PROPOSITION 2.7 L’ensemble GL,(K) des matrices inversibles est dense dans M, (K) muni de
Noo (ou de n’importe quelle norme équivalente).

Rappelons qu’une matrice A € M,,(K) est inversible ssi 3B € M, (K) | AB = BA = I, ce qui
équivaut a det A # 0.

DEMONSTRATION:

Il s’agit de montrer que toute matrice est limite (pour N, c’est-a-dire coeflicient par co-
efficient) d’une suite de matrices inversibles. Soit donc 4 € M,,(K), posons Ay = A+ +1,,

pour k € N* : alors Ay k—> A. Tl reste a vérifier que les matrices Ay sont inversibles, i.e.
—+o0

que det(Ay) # 0, au moins pour k assez grand.

Posons P(t) = det(A + tI,,) : par définition du déterminant, ¢’est une fonction polynomiale
(de degré n) en t. Ainsi P ne s’annule qu’en un nombre fini de racines z1, .. ., z, (complexes,
et pas nécessairement distinctes). Posons r := min{|z;| | 2; racine non nulle de P} : alors
r > 0 et par construction, P(t) # 0 pour tout ¢ €]0;7[. Or pour k assez grand (k > 1),
on a  €]0;r[ et donc det(Ax) = P(1/k) # 0. On a donc bien construit une suite (4) de
matrices inversibles qui converge vers A. ]

2.2.6 Points isolés

DEFINITION

Soit X un espace topologique, et A C X :
e q est un point isolé de A ssi IV € V(a), VNA = {a};
e A est une partie dicréte de X ssi tous ses éléments sont isolés.

REMARQUES :
- a est isolé dans A ssia ¢ A\ {a};
- x est un point isolé de X ssi {z} est un voisinage de z, ssi {x} est un ouvert;
- X est discret ssi Vo € X, {x} est ouvert, ssi toute partie de X est ouverte (et fermée).

Exemples :

- aZ est discret dans R ; donc, tout sous-groupe de (R,+) est soit discret, soit dense dans R;
- Q n’est pas discret dans R ;
- {1 | n € N*} est discret dans R, mais pas {0} U{ | n € N*}.

ATTENTION : toutes les définitions et propriétés concernant I’adhérence,... restent valables pour
un espace topologique, SAUF les caractérisations séquentielles.

2.2.7 Valeurs d’adhérence d’une suite

DEFINITION
Une suite extraite ou sous-suite d'une suite (z,,), est une suite du type (z,(n))n ol 0 : N = N
est strictement croissante.

Si ¢ : N — N est strictement croissante, alors on montre par récurrence que Vn € N; ¢(n) > n,
en particulier p(n) ——— 4o0.
n—-+oo

DEFINITION-PROPRIETE
Soit (F,d) un espace métrique, (z,) une suite d’éléments de E. On dit que b € F est une valeur
d’adhérence de (z,)

= i) tout voisinage de b contient une infinité de termes de la suite;

= i) YV € V(b), {n | x, € V'} est infini;
= i) b€ N,en 2k | k> n};
p—
=

iv) il existe une sous-suite de (x,) qui converge vers b.

DEMONSTRATION:
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e i) et i) sont bien sir équivalents.
e i) b est une valeur d’adhérence de (z,,)
— VYV eV®), Vn{z, | n e N} est infini
< VYV eV(b), ¥n, V rencontre {xj | k > n}
= Vn, VW eV®), Vn{ap | k>n}#0
— Vn,be{z;|k>n}
— i)
e iv) = i) : supposons qu'’il existe une sous-suite ) — b. Soit V un voisinage de b, alors
iN | Vn > N, Zp(n) € V,

a fortiori {n | =, € V} contient {¢p(N), (N + 1),...} qui contient une infinité de termes
(distincts puisque @ est strictement croissante). D’ou 7).

e i) = ) : fauz en général, mais vrai dans le cas métrique. Dans ce cas, si b est une valeur
d’adhérence de la suite (x,), on construit la sous-suite (z,(,)) par récurrence de telle sorte
que Vn, d(b, z,n)) < 1/n. Pour cela,

— posons ¢(0) = 0.

— supposons qu’on a construit p(0) < ... < (k) avec Vj < k, d(b,z,(;)) < 1/j : comme
on sait que l’ensemble {n | =, € B(b, k%i_l)} est infini, en particulier il contient un
élément (qu’on notera ¢(k + 1)) qui est strictement plus grand que ¢(k). On a donc
bien p(k + 1) > @(k) et d(b, 2,(k4+1)) < 757

On a ainsi construit une sous-suite (z,(,)) de (z,,), et pour tout n on a d(b, r,(,)) < 1/n
donc wyn) — b.

Exemples :

- la suite u,, = (—1)" a deux valeurs d’adhérence, -1 et 1;

- la suite u,, = n% n’a pas de valeur d’adhérence dans R;

- si u,, — 1, alors toute sous-suite de (u,,) converge vers [ et donc la suite a une unique valeur
d’adhérence, [ ;

- si (uy) est & valeurs dans [—1; 1] et dense dans cet intervalle (par exemple : u,, = cos(nv/2)),
alors ses valeurs d’adhérence sont exactement les points de [—1;1].
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3 CONTINUITE

Lorsqu’on travaille sur un espace muni d’une structure spéciale, les applications qui préservent
cette structure sont toujours particulierement intéressantes (par exemple, dans le cadre des espaces
vectoriels, on étudie les applications linéaires i.e. qui sont compatibles avec les lois des espaces
vectoriels). Dans le cadre des espaces topologiques, on étudie les applications qui sont compatibles
avec la notion de voisinage :

x suffisamment proche de 2o = f(x) proche de f(xo),

c’est la notion de continuité en xg.

3.1 Fonctions continues

3.1.1 Définitions

DEFINITION-PROPRIETE

Soit f : X — Y une application entre espaces topologiques. On dit que f est continue en
g € X

<= l'image réciproque par f de tout voisinage de f(z() est un voisinage de x¢

<~ VW € V(f(xg)), IV €V(xy) | f(V)C W

= [Bmpee| Ve >0, 35> 0| (dlao.x) <n = d(f(zo). f(z)) <)

métrique

On dit que f est continue sur A C X si elle est continue en tout point de A.

REMARQUE : pour f: R — R, on retrouve la définition connue

fest continue en zyp <= Ve>0, In>0] (|x —xo| <n = |f(x) — f(zo)| <€
= Ve>0,I>0] (|h|<n = |[f(xo+h)— f(zo)| <€

~— —

DEMONSTRATION:

e Soit W € Vy (f(xg)) : si f~H(W) € Vx(xp), alors V = f~1(W) convient. Réciproquement,
si IV € Vx(xo) | (V) CW ralors V C f~1(W) et donc f~H(W) € Vx(zo).

e Traduction dans le cas d’un espace métrique :

(=) Soit € > 0, alors il existe V' € V(x¢) tel que (V) C B(f(z0),¢e) puisque B(f(zo),€) est
un voisinage de f(zg). Comme V est un voisinage de x, il existe n > 0 tel que B(xp,n) C V,
et donc f(B(zg,n)) C B(f(z0),e). Autrement dit, si € B(xg,n), alors f(z) € B(f(xo),¢).
(«<=) Soit W € V(f(xo)) : alors Je > 0 tel que B(f(zo),e) C W. Pour cet ¢, il existe donc
n>0| (z € B(zg,n) = f(z) € B(f(x0),¢)). Autrement dit, f(B(xo,n)) C B(f(x0),e) C
W et V = B(zg,n) convient. O

3.1.2 Caractérisation de la continuité globale

PROPOSITION 3.1

Soit A C X. L’application f: A —Y est continue sur A entier
<= VO ouwvert de Y, f~1(O) est un ouvert de A
<= VF fermé de Y, f~Y(F) est un fermé de A

Rappelons que les ouverts (resp. fermés) de A sont les intersections d’ouverts (resp. de fermés) de

X avec A.

DEMONSTRATION:
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Remarquons que les propositions “pour tout fermé F de Y, f~1(F) est un fermé de A”
et “pour tout ouvert O de Y, f~1(0O) est un ouvert de A” sont équivalentes : en prenant
O=Y\F,onaA\ f}(O)={xcA| flx)¢0}={xecA| f(x) e F} = f~1(F). On va
montrer la propriété concernant les ouverts.

Si f est continue sur A : soit O un ouvert de Y, alors O est un voisinage de tous ses
points. Si f=1(O) = 0, c’est bien un ouvert de A. Sinon, soit x € f~1(0) : f(z) € O donc
O € Vy(f(z)) et puisque par hypothese f est continue, f~1(0) € Va(x). Ainsi f~1(O) est
un voisinage de tous ses points, c’est-a-dire un ouvert de A.

Réciproquement, si la préimage de tout ouvert est un ouvert de A : soit g € A et
W € V(f(w0)), alors il existe O ouvert de Y tel que f(zg) € O C W et donc 2 € f~1(0) C
f~Y(W). Comme f~1(0) est un ouvert de A, f=*(W) € Va(zo). O

COROLLAIRE 3.1 La composée de deux applications continues (définies sur les bons espaces) est
continue.

DEMONSTRATION:
On utilise que (fog)~1(0) = g~ 1(f~1(0)) avec la caractérisation précédente de la continuité
globale. |

3.1.3 Exemples

a) Injection canonique

PROPOSITION 3.2

H Soit X un espace topologique et A C X : lUapplication ¢ : A > x+— x € X est continue sur A.

DEMONSTRATION:
Pour tout O ouvert de X : t=1(0) = O N A est par définition un ouvert de A. O

REMARQUE : la topologie induite est exactement faite pour rendre ¢ continue, de la facon la
moins “béte” possible. Comme la topologie discrete sur A (pour laquelle toute partie de A est a
la fois ouverte et fermée) rendrait + continue sur A, la topologie la moins “béte” est celle avec le
moins d’ouverts possible.

COROLLAIRE 3.2 La restriction d’une application continue est continue.

DEMONSTRATION:
Si B C A, ett: B < A estI'injection canonique, alors fjg = f ot est continue comme
composée d’applications continues. O

b) Projections canoniques

PROPOSITION 3.3
Soit (E1,d1),...,(En,dy) des espaces métriques, et E = Ey x ... x E, Uespace produit muni de
la distance dy.x. Alors les projections canoniques

U FEix...xE, — EJ
(T1,...,2n) — T

sont continues.

REMARQUE : autrement dit, 'image réciproque de tout ouvert (resp. fermé) par une projection
est un ouvert (resp. fermé).

DEMONSTRATION:
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Soit O; un ouvert de E; : alors

Trj_l(Oj) = {(Zl,...,xn)GElx...XEn|I‘j€0j}

= E1><...><Ej_1ijxEj_Hx...xEn

est un produit fini d’ouverts donc un ouvert. (|
COROLLAIRE 3.3 Sur R x ... x R = (R", Ny), les projections canoniques sont continues; c’est
encore vrai sur R™ muni d’une norme équivalente & Noo (par exemple, la norme euclidienne N3 ).

REMARQUE : le changement d’une norme en une norme équivalente ne change pas la topologie
(les ouverts restent les mémes) donc la notion de continuité.

COROLLAIRE 3.4 Soit A une partie de l’espace topologique X :

f: A — Eyx...x E, est continue sur A <=  ses fonctions composantes
z = (fi(x),..., fu(z)) fi:A—=E; (j=1,...,n) le sont.
DEMONSTRATION:

Si f est continue, alors f; = ;o0 f est une composée d’applications continues. Réciproquement,
supposons que pour tout j, f; : A — Ej; est continue. Soit O un ouvert de £ = Ey x... X E,
il s’agit de montrer que f~1(0) est un ouvert de A. Si f~1(O) est vide, c’est vrai. Sinon,
montrons que c’est un voisinage (dans A) de chacun de ses points. Soit donc z € f~1(0) :
alors f(z) € O qui est un ouvert, donc

Ir>0]| f(z) € Be(f(z),r) C O
et par définition de dmax, Be(f(x),7) = Bg, (fi(z),r) x ... x Bg, (fn(x),r). Posons O; =
Bg,(fj(z),r) : c’est bien un ouvert de (£}, d;) et
f@) €01 x...x0,CO <= aze()f'(0;)cCf 10
j=1

Par continuité de f; : A — E;, pour tout j, f;l(Oj) est un ouvert de A. Ainsi ﬂ?:l 1740y
est une intersection finie d’ouverts donc un ouvert de A, et f~1(0) est donc bien un voisinage
de x. ]

¢) Opérations élémentaires dans un espace vectoriel normé

PROPOSITION 3.4

Dans un K-espace vectoriel normé (E, || - ||), les applications
ExE % E et KxE = E
(x,y) — x4y Az) = Az

sont continues.

COROLLAIRE 3.5 Lorsqu’elles sont bien définies, la somme et le produit de deux fonctions conti-
nues sont des fonctions continues.

DEMONSTRATION:
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® Soit (z0,90) € Ex E : |[(z+y) — (zo + yo)|l < llz— 2ol + [y — yol| donc
Ve >0, ((z,y) € Bexe((To,v0),6/2) = s(z,y) € Be(zo + Yo,¢))

ce qui prouve la continuité de s en (xq,yo)-
e Soit (/\0,330) ceKx FE:

[m(Xo + h, o + k) —m(Ao, o)l = (Mo +h) - (w0 + k) — Ao - o]
|h[ [[zoll + Aol 1]l + |R] %]
M([|zoll + [Ao| + M)

INIA

si M = max(|h|, |k]]) = dmax((Xo, o), (No + h, 20 + k)).
Supposons M < n < 1 : alors |[m(Xo + h, xo + k) — m(Xo, zo) | < n(||zo| + [Xo| +1). Pour
€ > 0 fixé, en choisissant 7 = min(1,&/(||zo| + |Ao| + 1)), on a donc

Amax((Aos 20), (N, 2)) <n = ||m(\, z) — m(Xo, z0)|| < €

ce qui montre que m est continue au point (A, zo). O

PROPOSITION 3.5

| Dans un espace préhilbertien (E,(:|)), le produit scalaire (-|-) : E x E — K est continu.

DEMONSTRATION:

Soit (zg,y0) € F x E, la bilinéarité du produit scalaire donne :

[(hlyo) + (zolk) + (hlF)]
[{hlyo)| + [{zol k)| + [(h[K)|
120 lyoll + ol [Nl + [[72]l ||

|(xo + hlyo + k) — (zo|yo)]

VANVAN

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Donc pour € > 0 fixé, en posant 7 = min(1,/(||yoll + ||zo|| + 1)), on a

max(|lz — zol|, [y — woll) <n = [(zly) — (wolyo)| < ¢

ce qui prouve la continuité en (z, yo). a

PROPOSITION 3.6

H L’application x — 1/x est continue sur K*.

DEMONSTRATION:
Soit g € K* et x € K tel que |z — z¢| < |z : alors x # 0 (puisque |x| > |xg| — | — zo|) et

1 1

x o

_|wo — 2] |z — ] |z — |

[zox| |xol([zo| — & —wol)  |wol?/2

des que |z — o] < |zo|/2. Pour € > 0 fixé, posons n = max (\xo\, %75|x0|2/2) :

1 1
|z — x| < = ‘x <e

Lo
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Exemples dans E = M,,(K) muni de N, (ou d’une norme équivalente) :

- en notant M = (m; ;)i1<ij<n € E, les applications M — m; ; sont continues (ce sont les
projections canoniques).
- Papplication
f: Mup(K) — K
M —  det(M)

est continue car f(M) =) s €(0)Mo(1)1 - Mon)n et f est donc somme de produits d’appli-
cations continues.
- Papplication
g: MyK) — K
M —  tcom(M)
est continue car les coefficients de ‘com(M) sont des déterminants extraits de M, c’est-a-dire des
sommes de produits des coefficients de M.
- ensemble GL,, (K) des matrices inversibles n’est pas un espace vectoriel, mais c’est une partie
de M,,(K) ; lapplication
h: GL,(K) — M,(K)
M = Mt
est continue car h(M) = W fcom(M), ot M — W est continue (c’est la composée i o f ol
i:K*>2— 1)et M — ‘com(M) aussi.

3.1.4 Propriétés plus fortes que la continuité

Les notions suivantes sont propres auzr espaces métriques.

DEFINITION
Soit (F,d) et (F,0) des espaces métriques, A une partie de E. Une application f: A — F est
e uniformément continue ssi :

Ve>0, In>0|Ve,y € A, (d(z,y) <n=0(f(z),f(y)) <e)
e k-lipschitzienne (ol k € RT) ssi :
Vo,y € A, 0(f(x), f(y)) < kd(z,y)

et une telle constante k est alors UN rapport de Lipschitz de f;
e strictement contractante ssi elle est k-lipschitzienne pour un k < 1;
e a-hdlderienne (ot € RT) ssi :

3C >0 | Va,y € A, §(f(z), f(y) < Cd(z,y)®

PROPOSITION 3.7

H Lipschitzienne => uniformément continue => continue, et les deux réciproques sont fausses.

DEMONSTRATION:
e Si f est k-lipschitzienne : soit £ > 0 fixé, et n = ¢/k, alors

d(z,y) <n = d(f(z), fy)) < kd(z,y) <e

donc f est uniformément continue.

e ATTENTION : sur [0;1],  — /& est uniformément continue mais pas lipschitzienne.
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— par l'absurde, si elle n’était pas uniformément continue, il existerait 9 > 0 tel que
pour tout 1 > 0, par exemple n = 1/n,

|z —ynl < 1/n
Jr=x,, y=yn €[0;1] | { et

‘\/ Tp — \/yn| > €0

En multipliant par la quantité conjuguée, on obtient alors \/‘ii%@\%‘i > go et donc

VT Yn < n%o, et par conséquent /x, — 0 et \/y, — 0. Cela contredit I'inégalité
Vn, |\/Z‘n - \/yn| Z €0-

REMARQUE : on verra qu’une fonction continue sur un segment, ou plus généralement
sur un compact, est toujours uniformément continue, d’apres le théoreme de Heine
(dans le chapitre “Compacité”).

— elle n’est pas lipschitzienne : par ’absurde, sinon, il existerait k > 0 tel que

v,y € [0:1], [Vo -yl < klz —y|

1
et donc pour (z,y) # (0,0), e
e Si f est uniformément continue : soit x( fixé, et € > 0, alors

< k, ce qui est absurde (avec z,y — 07).

In >0 | Vz,y, (dz,y) <n = d(f(z), f(y)) <e)

En particulier (d(zg,y) <n = d(f(x0), f(y)) < €), donc f est continue en xy.

e ATTENTION : sur R, z — 22 est continue (comme produit de fonctions continues) mais
pas uniformément continue. En effet, par I’absurde, si elle était uniformément continue, avec
e=1onaurait Ip > 0| (Jzr —y| <n = |22 — 9?| < 1). En particulier, Vx € R, avec
y = x + /2, on devrait avoir |n?/4 + nz| < 1, ce qui est absurde (avec z — +00). O

Exemples importants :

- sur R, |- | est 1-lipschitzienne (car ||z| — |y|| < |z — y|) donc continue. Plus généralement, la
deuxieme inégalité triangulaire montre la

PROPOSITION 3.8

Sur un espace vectoriel normé (E, | - ||), Uapplication || - || : E — R est 1-lipschitzienne, donc
continue.

- on a également la

PROPOSITION 3.9

Soit (E,d) un espace métrique : Uapplication d : (E X E,dma.x) — R est lipschitzienne, donc
continue.

DEMONSTRATION:
Soit (x1,2) et (y1,y2) € E X E : d(z1,72) < d(z1,91) + d(y1,y2) + d(y2, z2) donc

d(w1,72) — d(y1,y2) < d(z1,91) + d(22,y2)
et de méme on obtient d(y1,y2) — d(x1, z2) < d(x1,y1) + d(x2, y2), ainsi
|d(z1,22) — d(y1,12)| < d(z1,91) + d(22,y2) < 2dmax((21,72), (1, 92))

]

- sur Ey X FEs produit d’espaces métriques, muni de dpax, les projections canoniques sont 1-
lipschitziennes donc continues.
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3.1.5 Homéomorphismes

DEFINITION

Une application f : X — Y entre espaces topologiques est un homéomorphisme de X sur Y
ssi f est bijective de X sur Y et f et f~! sont continues.

ATTENTION : “bijective et continue” n’implique pas que la réciproque est continue! Par exemple,
en notant S* le cercle (la sphere) unité du plan :

0 — el

est continue, bijective, mais f~!: S* — [0; 27| n’est pas continue en 1. En effet, si 0 < & < 27 :
— [0;e[=] — €;[N]0; 27| est un voisinage de 0 dans [0; 27[;
- (f_l)_1 ([0;¢]) = f([0;¢[) (car f est bijective), c’est I'arc de cercle {¢? | 0 < 6§ < €}, qui
n’est pas un voisinage de 1 dans S*.

PROPOSITION 3.10

Soit f un homéomorphisme de X sur Y. Alors l'image et la préimage par f de tout ouvert sont
des ouverts.

Dans ce cas, on dit que X et Y sont homéomorphes : comme f échange les ouverts de X et
de Y, les deux espaces auront les mémes propriétés topologiques.
Exemples :

- R est homéomorphe & | — 1;1[ via f(z) = T ou th(z);

- (R,] - ]) et (R, distance discréte) ne sont pas homéomorphes puisque les ouverts ne sont pas
les mémes.

3.2 Utilisation de la continuité dans les espaces métriques

3.2.1 Continuité et limite

a) Définition

DEFINITION
Soit X et Y des espaces topologiques, A C X et f: A — Y. On dit que f a pour limite [ au

point a € A ssi
YW e Vy(l), IV e Vx(a) | fF(VNA) CW

On note alors f(x) — 1.
Tr—ra
€A

Cela signifie : dés que z est suffisamment proche de a, f(x) est assez proche de l. Dans le cas
d’une application entre espaces métriques f: A — (F,dp), ou A C (E,dg), cela devient
f(@) =21 < Ve>0, In>0|VzeA, (dp(a,z) <n = dr(l, f(z)) <e)
z€A

<~ dpr(l, f(z)) —0

Tr—a
z€EA

et en particulier, la limite (si elle existe) est unique.

ATTENTION : avec cette définition,

f+ R - R
Osiaz#£0
T lsiz=0

n’a pas de limite en 0, mais fjg~ oui (car f(x) __;(? 0).
xT
#
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PROPOSITION 3.11

H Sia € A, [ est continue en a ssi f(x) %T;{ f(a).
x

b) Critéres séquentiels

PROPOSITION 3.12
Soit (E,dg) et (F,dr) deur espaces métriques, et f : A — F ot A est une partie de E. Soit
a € A, on suppose que, pour toute suite a, — a, la suite (f(a,)), est convergente. Alors
e la limite est indépendante du choiz de (a,), notons-la l;
o f(x) —— 1.

r—a
rEA

DEMONSTRATION:

e Supposons par l'absurde qu'il existe des suites a,, — a et b, — a, telles que f(a,) — [ et
an sim est pair
b, si n est impair
mais (f(cy))n a deux valeurs d’adhérence distinctes donc (c’est la qu’on utilise que P'espace
est séparé) diverge : contradiction.

f(by) = U avec | #1I'. Alors la suite définie par ¢, = converge Vers a,

e Supposons par absurde que f(z) ne tend pas vers [ quand x tend vers a : il existe g9 > 0
tel que pour tout 7 > 0, en particulier n = 1/n, il existe x = x,, vérifiant

{ dp(zn,a) <

i T —a
dr(f(zn),1) = €0

f(x,))n ne converge pas vers [

)

et donc {

contradiction. O

COROLLAIRE 3.6 Sous les mémes hypothéses :
f est continue ena € A <= pour toute suite (a,), d’éléments de A qui converge vers a,
flan) ——— f(a)

n—-+oo

APPLICATION : soit (E,d) un espace métrique, x,, = x, yn, — y : alors d(z,, yn) —+—+ d(z,y).
n—-+4oo

3.2.2 Continuité et densité

PROPOSITION 3.13

Soit f une application entre espaces métriques. Si A est dense dans B et si f est continue
sur AU B, alors f(A) est dense dans f(B).

REMARQUE : c’est encore vrai pour une application entre espaces topologiques.

DEMONSTRATION:

Il s’agit de montrer que tout élément de f(B) peut étre approché par une suite d’éléments
de f(A). Soit donc y € f(B) : 3b€ B | y = f(b). Or A est dense dans B, donc il existe une
suite (an), d’éléments de A qui converge vers b. Par continuité de f sur AU B, on a alors
f(an) — f(b), autrement dit la suite (f(ay,))n d’éléments de f(A) converge vers y. O

PROPOSITION 3.14

Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. Deuz applications f et g continues de E dans F
qui coincident sur une partie dense coincident sur E entier.

DEMONSTRATION:
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Il suffit de montrer que A := {z € E | f(z) = g(z)} est fermé : car alors, puisqu’il contient
une partie dense, il contient ’adhérence de cette partie qui est E lui-méme.

e si F' est un espace vectoriel normé : alors 'application f — g est bien définie, continue, et
A= (f—9)"1({0}) est un fermé;

e si I/ et F sont deux espaces métriques quelconques : soit [ € E qui est limite d’une suite
(zn)n d’éléments de A, par continuité de f et g on obtient f(z,) — f(I) et g(z,) — g(1),
ol pour tout n, f(z,) = g(x,). Par unicité de la limite, f(I) = g(I) ie. | € A. O

REMARQUE : cette propriété reste vraie pour f,g : X — Y ou X est un espace topologique
quelconque et Y un espace topologique séparé. Dans ce cas, la preuve utilisant la caractérisation
séquentielle des fermés n’est plus valable et I'on doit montrer directement que A est ouvert.

Exercice : déterminer les fonctions f : R — R continues vérifiant

Vr,y €R, f(z+y) = f(x)+ f(y)

(indication : montrer que l’égalité f(x) = xf(1) est vraie pour x d’abord dans N, puis Z, puis Q).

3.3

3.3.1

Le cas des applications linéaires entre espaces vectoriels normés

Applications linéaires continues

THEOREME 3.1

Soit E, F des espaces vectoriels normés et u € L(E,F). Alors les affirmations suivantes sont
équivalentes :

<= i) u est continue sur E entier;

<= ii) u est continue en au moins un point ;

<= i) u est bornée sur au moins une boule ;

< i) Fk>0|VeeE, |[u@)|r <E|l|z|e;

<= v) u est lipschitzienne.

En pratique, pour montrer que u € L(E, F') est continue, on utilise souvent le critere iv).

DEMONSTRATION:

e v) = i) et i) = 4i) sont toujours vraies,
e ii) = iii) est toujours vraie sur des espaces vectoriel normés : en effet, la définition de la
continuité en un point x( écrite avec € = 1 donne

I >0 [ ([l — ol <n=[lu(z) —u(zo)|| < 1)

et donc Vx € B(zo,n), |[u(z)|| < |lu(zo)|| + 1.

e iii) = {v) : supposons que u est bornée par M sur B(a,r) avec r > 0. Alors u est bornée
par M' := M + ||u(a)||F sur B(0,7) car x € B(0,7) <= (x + a) € B(a,r), et donc par
linéarité de u,

[u(@)|[r = lu(z + a) —u(@)|[F < |u(z + a)llr + [[u(a)llr < M+ [lufa)l|F

Soit € E : si x # Op, alors y = = € B(0,r) (en fait |ly[|z = §) donc |lu(y)||r < M’ et

zle
d’apres la propriété d’homogénéité des normes,

lu@)]lr _ u@)lle o M
]l lylle — r/2

En posant k = 7%, on a donc ||u(x)||r < k|jz||g. Si z = 0g, alors u(z) = O puisque u est
linéaire, donc cette inégalité est encore vérifiée.
o iv) = v) car Va,y € E, [[u(z) —u@)|r = lulz —y)llr < kllz - ylle puisque u est

linéaire. O
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ATTENTION : il existe des applications linéaires qui ne sont pas continues. Par exemple, si F' =
C>([0;1],R) est muni de N, alors u : f — f’ est une application linéaire de E dans F, mais
elle n’est pas continue. En effet, par 'absurde, si u était continue, il existerait k& > 0 tel que
Vf € E, Noo(f') < kNoo(f) : avec f(t) = t", on aurait donc n < k pour tout n € N, ce qui est
impossible.

3.3.2 Cas des applications multilinéaires

PROPOSITION 3.15
Soit Ev,...,E, des K-evn, et ®: (E1 X ... X Ep, Nypag) = (F, ||.||7) une application p-linéaire.
Alors ® est continue si et seulement si

3k >0/ Y(@1,... ) € By X ... X By, @21, 3p)|r < kllzallzs .. 2p] 2,

DEMONSTRATION:
e (=) Si ® est continue, elle est continue en (0,...,0), en particulier :
dn >0/ (max(||a:1||E1,..., lzplle,) <n = [|®(21,...,2p)||F < 1)
oo | e _ 1
LT1y---5Tp)||F
l21lle, = - = lzplle, =1/2 = (1)
' r lzille, - llzplle, — (0/2)P

Posons k = W Puisque ®(Aiz1,...,ATp) = A ... A®(x1,...,2p), le méme argu-

ment d’homogénéité que pour les applications linéaires montre que (1) est vraie pour tout
(21,...,2p) deés que les x; sont tous non nuls. D’autre part I'inégalité voulue est immédiatement
vraie si I'un des x; est nul.

e (<) Soit a = (a1,...,ap) € By X ... x E,, montrons que l'application ® est continue en
a, c’est-a-dire que ®(ay + hy,...,a, + h Pd(ay,...,ap).
q (a1 1 P p) (v —(0,.0) (a1 p)
—sia; =0:
alors ®(aq,...,a,) = ®(0,aq,...,a,) = 0p car ® est multilinéaire, donc

|®(ar + A1, ..., ap + hp) — P(a1, ..., ap)]l

||q)(h1,a2 + h27 e 7ap + hp)”
k |[hl-llaz + hall ... lap 4 Rl

IN

— de méme, si 3jo/ aj, = 0, ® est continue en a.

— dans le cas général, par multilinéarité :
®(ar1+ha,...,ap+hy) = ®(ar,...,ap)+S 00 S = ®(hi,a9,...,a,)+ - est une somme
de 2P — 1 termes ayant chacun au moins un h; isolé, donc tendant vers 0 d’apres le

raisonnement précédent. Ainsi ®(aq +ha,...,ap+hyp) D(ay,...,ap).
(1 eeoslip)=(0,...,0)
(|

Exemples :
- E = M,,(C) muni d’une norme sous-multiplicative, ® : (A, B) — AB est bilinéaire continue
de E x E dans E. Conséquence : A — A? est continue comme composée d’applications continues.
- (E,{-|")) un espace préhilbertien, ® : (z,y) — (z|y) est bilinéaire continue de E x FE dans K
d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.3.3 Espace L.(E,F)

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels normés, on note L.(E, F) 'ensemble des applications
linéaires continues de E dans F. C’est un ensemble non vide (il contient ’application linéaire nulle),
c’est méme une sous-algebre de L(E, F).

DEFINITION-PROPRIETE
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Soit u € L.(E, F), on pose |[ullop := inf{rapports de Lipschitz de u}. Alors :
e |[ullop est bien défini, c’est un rapport de Lipschitz de u, et
u\x)|\|\r
oy = sup P2 _ gy uye = swp Juta)lr
cemn(oy IZlE  2eE, Jole<t 2€E, |zl|lp=1
o || - |lop est une norme sur £.(E,F), appelée norme d’opérateur ou norme subordonnée
(parfois notée || - ||, ou || - || quand il n’y a pas d’ambiguité).
DEMONSTRATION:

e On sait qu'une application linéaire est continue ssi elle est lipschitzienne, donc pour tout
u € LAE,F), ||ullop < 00. De plus :

k est un rapport de Lipschitz de u <= Vz #y, M <k
lz —ylle

suplue=vlle _
ey 1T —yllEe
supllle
=20 |2lle

et donc ||ullop = Sup % (et u est ||u||op-lipschitzienne).

zeE\{0} " 'P

Comme le quotient est invariant par homothétie, il ne prend pas plus de valeurs sur
E\ {0} que sur la sphere unité, donc

U\zZ)||F
fulop = Sup 1222
llzll=1

Enfin, Sup ||u(x)||r < Sup ||u(x)|F car S(0,1) C BF(0,1), et si ||z]| < 1, il existe A € [0; 1]
llzll=1 llzll<1
et y € 5(0,1) tels que x = Ay, d’olt

[u@)]| = Mlu@)]| < [lu(y)] < Sup [lu(y)]]

lyll=1
et Sup [lu(z)[ < Sup [u(y)l.
z€BF(0,1) y€S(0,1)
o Pour tout z, [|\u(z)||p = || [u(2) | F et [u(x)+v(@)|r < lu(z)l|lr+ [v(z)]F et on passe

au Sup par exemple. Enfin, |lull,p = 0 ssi u est O-lipschitzienne, ssi u est constante, et
BF(0,1)
cette constante est égale & u(0) = 0 (car u est linéaire). O

A RETENIR :
. . u est continue
. N < ” .
1. une majoration du type “Vz, |u(z)| < M||x||” montre que { et que [[ull,y < M
2. par définition, le M optimal est ||ul/op, on a alors
Vo € B, |lu(@)| < [luflopll]

REMARQUE : si dans F et F, on remplace les normes par des normes équivalentes, la topologie
(et donc la notion de continuité) reste la méme, et la norme d’opérateur sur L.(E, F) est remplacée
par une norme équivalente.

PROPOSITION 3.16

| L(E) est une algebre normée : Yu,v € L(E), [[uovllop < [[ullopllv]op-
DEMONSTRATION:
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Pour tout x € F,

[uov(@)|e = llu(v(@)lle < ullopllo(@) e < llulloplvllopllz]lz

donc ||ullopl|v]lop est un rapport de Lipschitz pour I'application linéaire w o v, donc (uowv est
continue et) [[uov|op < [|©]lopl|v]lop- O

REMARQUE : id : E — E est continue et ||id||,, = 1, car pour tout z € E, |id(x)|| g = ||z| &

ATTENTION : si u est un isomorphisme avec u € L.(E, F'), u bijective et u™! € L.(F, F) (atten-
tion, ce n’est pas automatique!), alors

1 =|lidllop = luou™ [lop < llulloplle™ llop

1

[ullop?

donc ||[u=t|,p > mais en général il n’y a pas égalité.
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4 ESPACES METRIQUES COMPLETS

La complétude n’est pas & proprement parler une propriété topologique (elle n’est pas invariante
par homéomorphisme), mais une propriété métrique.

4.1 Complétude d’un espace métrique

4.1.1 Suites de Cauchy

DEFINITION
Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,), d’éléments de E est de Cauchy
<= Ve>0,3IN|Vp>q>N, dlzp,zqg) <€

< d(xp,xq) m 0

PROPOSITION 4.1

e Dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy.
o Toute suite de Cauchy est bornée, a au plus une valeur d’adhérence, et si elle a une valeur
d’adhérence, elle converge.

DEMONSTRATION:
o Siz, = 1:0<d(xyzy) <d(zp,l)+dl,xg) — 0 donc (), est de Cauchy.
p,q—++00

e Soit (x, ), une suite de Cauchy dans (F,d) :

- la définition appliquée avec ¢ = 1 donne un rang N tel que Vp > ¢ > N, | d(zp, z4) < 1.
En particulier, Vp > N, d(zp,zn) < 1. Posons M = max(1,d(zo,zn),...,d(zNn_1,2N)) :
Vp €N, d(zp,zn) < M ie x, € BF(xn, M). Donc la suite est bornée.

- si l et I’ sont des valeurs d’adhérence de (x,,),, ce sont des limites de sous-suites :
Tp(n) — 1 et Ty — 1’ Alors

0 < d(l7 l/) < d(la xw(n)) + d(xtp(n% Iw(n)) =+ d((ﬂw(n), l/) =0

et donc d(I,1') =0, ie. I =1'.
- si (zn)n possede une valeur d’adhérence I/, il existe une sous-suite x,,) — [. Alors

0< d(LIn) < d(lvxtp(n)) + d(xw(n)a zn) —0
et donc x, — . O
Exemples :

- xp = (—1)" n’est pas de Cauchy dans E = R car elle a deux valeurs d’adhérence;
-2, =1 — 1 est de Cauchy dans E = [0; 1] mais n’a pas de valeur d’adhérence (dans F).

n

4.1.2 Espaces complets

DEFINITION

Un espace métrique (E,d) est complet ssi toute suite de Cauchy dans E est convergente dans
E. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

DEFINITION

Une algebre normée (E, || - ||) est dite algebre de Banach si espace vectoriel normé (E, || - ||)
est de Banach.
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REMARQUE : si E est un K-espace vectoriel muni de deux normes équivalentes N et N’ :
Jky, ko >0|Vz € E, kyN(z) < N'(z) < k2 N(x)

alors
— une suite est de Cauchy dans (E, N) ssi elle est de Cauchy dans (E, N').

En effet, (x,,), est de Cauchy dans (E,N) ssi N(z, — z4) — 0. C’est équivalent a
pP,q—+00

N'(zp — zq) — 0, i.e. (z)n est de Cauchy dans (E, N').
pP,q—+00

— (E,N) est un espace de Banach ssi (E, N') est un espace de Banach.
En effet, si (F, N) est complet : soit (z,) une suite de Cauchy dans (E, N’). Alors elle est
de Cauchy dans (E, N) et donc converge dans cet espace : 31 € E | N(z, —1) — 0 et cela
implique N'(x,, — 1) — 0. Donc (x,),, converge dans (E, N').
mais ATTENTION, (E,d) complet n’entraine PAS (E,d’) complet méme si d et d’ sont topologi-

quement équivalentes : la complétude n’est pas une notion topologique.

Exemple fondamental :
THEOREME 4.1

| (R,|-]) est complet.

DEMONSTRATION:

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, toute suite réelle bornée admet au moins une
sous-suite convergente et donc une valeur d’adhérence. Donc, si (x, ), est de Cauchy dans
R, comme elle est bornée, elle admet au moins une valeur d’adhérence donc elle converge. [

COROLLAIRE 4.1

H Avec K =R ou C : K" et M,,(K) sont complets pour N ou toute autre norme équivalente.

DEMONSTRATION:

Tous ces espaces sont en fait des R? avec N5, ou une norme équivalente. Or, une suite (x("))n
est de Cauchy dans (RY, N.)
= Nyo(z® —2@) ———— 0

p,q——+o0
= Vj=1,...,d, |:v§p) —x§Q)| — 0
P,q—+00
<= les composantes (m&"))m ce (m((in))n sont de Cauchy dans R
done Vj, z{” ———1; e Ret 2™ ——— (Iy,...,ls) € R%. 0
n—-+o0o n—-+o0o

PROPOSITION 4.2
Soit (E,d) un espace métrique, et A C E :
o A complet = A fermé dans E ;
o I complet et A fermé dans E = A complet.

DEMONSTRATION:

e Si A est complet (pour la distance induite par d), on va montrer que A est fermé en
utilisant la caractérisation séquentielle : soit € E limite d’une suite (a,), d’éléments de
A, ie. d(an,z) — 0. Alors

d <d d
(ap, aq) < d(ap, ) +d(z,a,) m 0

donc (ay), est de Cauchy dans A complet, donc elle converge dans A : a, — a € A. Par
unicité de la limite, x = a et donc x € A.
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e Si E est complet, et A fermé dans E : soit (ay), une suite de Cauchy dans A, i.e.

d(ay,aq) — 0. En particulier (ay), est une suite d’éléments de (F,d) qui est de
P.g—+o0

Cauchy, et comme (E,d) est complet, elle converge dans E : a, — x € E. Alors ¢ € A, or
A = A car A est fermé, donc x € A. Ainsi (ay,), converge dans A. O

REMARQUE : on en déduit que (] — 5; 5[, |- |) n’est pas complet car sinon, | — 7; Z[ serait fermé
dans (R, |- [). Pourtant, (] — 3;Z[,|-|) est homéomorphe via la fonction tan a (R, |- |), qui est
complet : la complétude n’est pas préservée par homéomorphisme.

4.1.3 Exemples et méthodes

PROPOSITION 4.3

Soit I un ensemble quelconque, F' un espace de Banach : Uespace £ (I, F') des fonctions bornées
de I dans F' est complet pour Nu.

DEMONSTRATION:
Soit (fn)n une suite de Cauchy dans 'espace (¢*°(I, F'), Noo) :

Ve>0, AN |Vp>qg> N, Noo(fp — fo) <e (2)
Le. Vi€, ||fp(t) — fo(t)l| < & (3)
ce qui implique que pour tout ¢t € I, la suite (f,(t)), est de Cauchy dans F' complet, donc
convergente. Ainsi, il existe un élément de F', noté f(t), tel que f,(t) % f).
n—-+0o0

On cherche & montrer que (f,,), converge dans (I°°(I, F'), Ny, ), et on vient de trouver un
candidat pour la limite : f. Il reste a vérifier que :

- fel>(,F);
- g L), estoaedive Noo(fy, — f) —— 0.
" to0 n—4oo
Validation :
— dans (3) (et surtout pas dans (2)), a q fixé, avec p — +oo :Vt € I, ||[f(t) — fo(t)|r < ¢
donc

Vg= N, f—fq €l F)et No(f — fg) <¢
donc N (f — .
onc Noo(f — fq) P
— on en déduit directement (sans revenir & la fagon dont on a défini f) que

f=( =T+ fq el F)

car (> (I, F') est un espace vectoriel. O

PROPOSITION 4.4
H Soit F' un espace de Banach : C([a;b], F) est complet pour Neo.

DEMONSTRATION:

On utilise la propriété “fermé dans un complet = complet” : une fonction continue sur un
segment est bornée, donc C([a;b], F) C £>°([a;b], F'), or £°([a;b], F) est complet pour N.
De plus, C([a;b], F') est fermé dans £°°([a;b], F) puisqu’une limite uniforme de fonctions
continues est continue. O
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4.2 Application a des problemes de limites

4.2.1 Théoréme du point fixe de Picard

THEOREME 4.2
Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application strictement contractante :

3k € [0;1] | Va,y, d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

Alors f a un unique point fixe ¢ € E. De plus, pour tout xo € E, la suite des itérées définie par
Tpt1 = f(xn) converge vers c et

k’n

<
Yn, d(z,,c) < T

d(z1,0)

DEMONSTRATION:
e Pour l'unicité : si f(c) = c et f(¢) = ¢, alors d(c,d) = d(f(c), f(¢) < kd(c,c’) ou
0<k<1,doncd(c,d)=01ie c=c.
e Pour lexistence : soit xg € E, on va montrer que la suite définie par z,+1 = f(z,) converge
et que sa limite est un point fixe de f. On a pour tout n,

d(xps1,zn) = d(f(zn), f(xn—1) < kd(zp, 2pn—1) < ... < k"d(z1,20)
Donc pour p > q,

d(zp,24) < d(2p, 2p_1)+d(@Tp_1,Tp_2)+. .. +d(@gi1,24) < (P +EP 2+ +Ek)d(z1, 20)

donc 0 < d(xp, xq) < 1—k k

suite (), est de Cauchy dans (F,d) complet : elle converge vers ¢ € E, et avec p — +00
dans l'inégalité ci-dessus on obtient d(c, z4) < %d(xl, Zo)-

e Vérifions que f(c) = ¢ : pour tout n, xn+1 = f(zn), or &, — ¢ donc f(x,) — f(c) car
f est lipschitzienne donc continue, et z, 11 — c¢. Par unicité de la limite, on obtient bien

c= f(c). O

kd _ kP k4
d(x1,20) < ——d(x1,29) ——— 0 car 0 < k < 1. Ainsi la
1-— P,q—+00

ATTENTION : toutes les hypothéses sont indispensables. Notamment, ne pas oublier de vérifier que
f(E) C E : par exemple, E = [0;1] est complet car fermé dans R qui est complet, f: x — V22 + 1
est strictement contractante d’apres I'inégalité des accroissements finis, mais f n’a pas de point
fixe dans E (et le théoréme ne s’applique pas car f(F) n’est pas inclus dans E).

4.2.2 Critére de Cauchy

PROPOSITION 4.5

Soit (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques, on suppose que F est complet. Soit f: A — F,
ou A est une partie (non vide) de E, et b € A.
Alors f(x) a une limite quand x — b ssi le critére de Cauchy au voisinage de b est satisfait :

dE(.TJ, b) <n

Ve >0, I3n>0 | Va,y € A, <et de(y,b) <n

— A (), £()) <s)

REMARQUE : f satisfait le critére de Cauchy au voisinage de b < dp(f(z), f(y)) — 0. Ce
T, Yy—r

critere permet de montrer que f a une limite sans connaitre cette limite.

DEMONSTRATION:
(=) Si f(x) :M calors Ve > 0,3n > 0 | Vo € A, (dg(x,b) < n = dr(f(z),]) <e/2)
donc si dg(z,b) <net dg(y,b) <n,alors dr(f(x), f(y)) < dr(f(2),))+dr(, f(y) < 5+5.
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(<) Si f satisfait le critere de Cauchy au voisinage de b : soit (ay,),, une suite d’éléments de

A qui converge vers b (une telle suite existe puisque b € A), alors dr(f(ay), f(aq)) e 0
pP,q—+00

i.e. la suite (f(ap)), est de Cauchy dans F' complet. Donc (f(an)), converge, et d’apres le
critere séquentiel pour les limites, lim,_; f(z) existe. O

Corollaire : théoreme de prolongement

THEOREME 4.3
Soit (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques, on suppose que F est complet. Soit f : A — F,
ot A est une partie (non vide) de E, on suppose que f est k-lipschitzienne sur A. Alors

e f a une limite en tout point de A; -
e son prolongement par continuité f : A — F est une application k-lipschitzienne sur A.

DEMONSTRATION:

e Soit b € A : pour tous z,y € A, dp(f(x), f(y)) < kdg(z,y) et le second membre tend vers
0 quand = — b et y — b (par continuité de la fonction dg sur E x E). Donc f vérifie le
critere de Cauchy au voisinage de b, elle admet donc une limite en b d’apres la proposition
précédente. Posons

f(b) := lim f(2),
z€A

ce qui est la seule possibilité pour obtenir un prolongement de f par continuité.

e Puisque f est continue sur A (car lipschitzienne), on a Va € A, f(x) — f(a) et donc
z€A

f(a) = f(a). Ainsi fla = f. De plus, pour tous b,b’ € A, il existe des suites (an)n et (a},)n

d’éléments de A telles que a,, — b et a;, — 0'. Comme Vn, dr(f(an), f(a;,)) < kdg(an,ay,),

en passant & la limite, on obtient dr(f(b), f(b')) < kdg(b,b’). Ainsi f est k-lipschitzienne
sur A. En particulier ¢’est bien un prolongement continu de f. O
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5 COMPACITE

5.1 Partie compacte dans un espace métrique

5.1.1 Théoréme et définition

DEFINITION-PROPRIETE
Soit (F,d) un espace métrique, K C E. On dit que K est compact

= i) de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un sous-
recouvrement fini ;

—
— 1) toute suite d’éléments de K admet une valeur d’adhérence dans K ;
[esp. métr.]

1i1) de toute suite d’éléments de K on peut extraire une sous-suite qui converge
[esp. métr.] dans K

La propriété i) est appelée axiome de Borel-Lebesgue.

REMARQUE : dans le cadre général, la définition est le i), mais on exige parfois que K soit séparé
en plus de satisfaire I’axiome de Borel-Lebesgue. Dans le cadre métrique, ce n’est pas nécessaire :
un espace métrique est automatiquement séparé.

L’axiome de Borel-Lebesgue signifie :

— 81 (Oqa)aq est une famille d’ouverts de (E,d) telle que K C |J, Oa, alors il existe a, ..., ap,
tels que K C Uj_; Oa, ;

— de facon équivalente, puisque par définition de la topologie induite les ouverts de K sont
exactement les intersections des ouverts de E avec K :
si (O)a est une famille d’ouverts de K telle que K = |J, O, alors il existe aq, ..., a, tels
que K =J;_, O, ;

— ou encore, en passant au complémentaire : de toute famille de fermés de K d’intersection
vide, on peut extraire une sous-famille finie qui est encore d’intersection vide.

DEMONSTRATION:

e i) <= iii) vient des propriétés équivalentes pour les valeurs d’adhérence.
® i) = i) : soit (z,,) une suite déléments de K. L’ensemble de ses valeurs d’adhérence dans
K est

A:=Kn ﬂ {zn/ n> N},

NeN

on veut montrer qu'il est non vide. Or A = (\y oy Fy ot Fy = KN {z,/ n> N} : donc A
est une intersection de fermés de K, non vides. Par 1’absurde, si A = ), alors par hypothese
il existe Ny, ..., Ny tels que

s
0= m FN]. = Fmax(Nl,maNs)
Jj=1

puisque la suite (Fi) est décroissante pour l'inclusion. Or les F)y sont tous non vides :
contradiction.
— On aura besoin du lemme suivant : si i) est vérifiée, alors pour tout € > 0, K peut
étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon e.
En effet, par I’absurde, supposons qu’il existe €9 > 0 tel que K ne soit pas recouvert
par un nombre fini de boules de rayon eg. Soit ;7 € K. Alors K n’est pas inclus dans
B(x1,e0), donc il existe zo € K tel que d(z1,z2) > €. Puisque K n’est pas inclus
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dans B(x1,e9) UB(x2,¢0), il existe 3 € K tel que d(x1,x3) > g et d(za,23) > €. En
itérant, on construit une suite (x,) dans K telle que pour tous i # j, d(z;,x;) > 0.
Par conséquent (x,,) ne posseéde pas de sous-suite convergente : contradiction.

— Soit (Oq)a un recouvrement ouvert de K : K C |J, Oq. Montrons qu’il existe g9 > 0
tel que pour tout = € K, la boule B(z, &) soit contenue dans I'un des O,,.
Par I’absurde, sinon, pour tout € > 0 en particulier ¢ = 1/n, il existe x = x,, tel que
B(zy, 1/n) ne soit contenue dans aucun des O,. Or par hypothese, la suite (z,,) admet
une sous-suite (z,(,)) qui converge vers [ € K C |J, Oq : soit ag tel que I € Oq,.
Comme O,, est ouvert, il contient une petite boule B(l,2r). Or ¢,y — I, donc il
existe N (qu’on peut supposer > %) tel que Vn > N, x4,y € B(l,r). Cela implique

Vn > N, B (a:@(n), ﬁ) C B(l,2r) : en effet, si y € B(zp(n), ﬁ), alors

1 1 1
d(l,y) <d(l,zpm)) +d(Tpmy,y) <7+ m <r+ - <r+ N < 2r.
Contradiction puisqu’on a donc B(z,,1/n) C O,, pour tout n assez grand, or par
construction les B(z,,1/n) ne sont contenues dans aucun des O,,.

— Pour le g ainsi trouvé, on peut extraire un recouvrement fini de K par des boules de
rayon €9 vu le lemme précédent : K C szl B(zj,e0) C szl O, pour o tel que
B(l‘j, 50) C Oo/]

O

Propriété des fermés emboités
PROPOSITION 5.1
Soit K C (E,d) un compact, et (F,), une suite décroissante de fermés non vides de K : alors

ﬂ F, #0.
neN
DEMONSTRATION:
Par P'absurde, si [,y Fn = 0, alors il e?ciste ni,...,ns tels que ﬂjzl F,, = 0. Or on
a supposé Fy D ... D F, D ..., donc ﬂ;zl F,, = Fy ot N = max(ny,...,ns), ce qui
contredit I’hypothese Fiy # 0. O

5.1.2 Propriétés
PROPOSITION 5.2

H Un produit fini de compacts est compact.

DEMONSTRATION:
Il suffit de faire la preuve pour le produit de deux compacts Ky et Ks. Soit (x,), une suite
dans K1 x Ky : Vn, &, = (Tn,1, Tn.) € K1 x K. Alors (z,,), est une suite dans K; compact,
donc elle admet une sous-suite qui converge dans K : Ty, (n), ~—+—+ Iy € K.
n——+0oo

Puisque (24, (n),»)n est alors une suite dans K compact, elle admet une sous-suite qui
d K, : — s € Ko.
converge dans Ko : Ty, (py(n)),2 ot 9 € Ko

ATTENTION : une sous-suite de b, = a,(,) est de la forme by (,) = a,(yn)) (on remplace
n par ¥(n) dans a,(,)) et non ay(u(n))-

Posons ¢ = 105 : c’est la composée de deux applications strictement croissantes, donc elle
est strictement croissante, donc (zy(,))n est une sous-suite de (x,),. De plus 2y, — 1
(car c’est une sous-suite de (Z, (n),1)n) €t Tyn). = l2. Done zy,y — (I1,12) € K1 x Ky. O
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PROPOSITION 5.3
H Si K C (E,d) est compact : il est borné, complet et fermé dans E.

DEMONSTRATION:
e K est borné, sinon il existerait une suite (z,), dans K telle que d(zo,z,) — 400 et en
particulier (x,), n’aurait aucune valeur d’adhérence.
e Montrons que K est complet (ce qui entrainera qu’il est fermé dans F) : soit (x,), une
suite de Cauchy dans K. Puisque K est compact, elle a une valeur d’adhérence dans K, or
une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence converge. O

PROPOSITION 5.4

H Un fermé dans un compact est compact.

DEMONSTRATION:
Soit (xy)n une suite d’éléments de F' : c’est aussi une suite dans K qui est compact, donc
il existe une sous-suite x,,) — [ € K. Ainsi [ € F, or F' = F' puisque F est fermé, d’ou
Typ(n) = leF. O

PROPOSITION 5.5
Contrairement au cas général : dans un compact, une suite qui a une seule valeur d’adhérence
est convergente.

DEMONSTRATION:

Soit K un compact et (x,), une suite d’éléments de K ayant une seule valeur d’adhérence
A € K : montrons que x, — A. Par ’absurde, sinon :

Jeg >0 | Vn, 3k > n, d(/\,xk) > €0

On construit alors une sous-suite de la fagon suivante :

- avec n = 0, on note k = (0) : alors d(\, Z,(0)) > €0

- avec n = ¢(0), on note k = (1) : alors d(A, z,(1)) > €0

- si on a construit ¢(j) : pour n = ¢(j), on btient k = (j 4 1); alors d(X, 2, (j41)) > €o-
Par construction, ¢ : N — N est strictement croissante et on obtient ainsi par itération
une sous-suite (T, (n))n vérifiant Vn, d(X, zyem)) > €o. Puisque (7,(,))n est une suite dans
K compact, elle admet une valeur d’adhérence p qui est aussi une valeur d’adhérence de
(Zn)n- De plus, avec n — 400 on obtient d(\, p) > g9 > 0 et donc A # u, ce qui contredit
I’hypothese. ]

5.1.3 Compacts dans K"

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, toute suite réelle bornée admet une sous-suite
convergente, ce qui prouve :

THEOREME 5.1
H Dans R, les segments sont compacts.

COROLLAIRE 5.1 Dans (K", N, ), les compacts sont exactement les fermés bornés.
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DEMONSTRATION:
Un compact est toujours fermé et borné. Réciproquement, si K est fermé et borné dans
(K", Noo) : 3R > 0 | K C BFn_(0,R) ou BFn_(0,R) = [-R;R] X ... x [-R; R]. Or le
segment [—R; R] est compact, et un produit de compacts est compact, donc BFy__ (0, R) est
compact. Ainsi K est inclus dans un compact et fermé, donc compact. O

Exemple : dans (K", N ), les boules fermées et les spheéres sont compactes.

ATTENTION : ce n’est plus vrai en dimension infinie. Par exemple, dans 'espace (/>°, No,) des
suites bornées, la boule BF(0,1) est fermée et bornée, mais n’est pas compacte : en effet, en
posant u(®) = (0,...,0,1,0,...) oit le 1 est & la kieme place (autrement dit, ul® = Ok.n), on a bien
Vi, u®) € 1 et Noo(u®) = Supn|u51k)| =1, donc (u®); est une suite d’éléments de BF(0,1).
Mais elle n’a pas de valeur d’adhérence car Vk # I, Noo(u®) —u®) =1 (et si u#¥) — [, alors
Noo (ul#EF1) — qy(¢(k))) — 0, contradiction).

5.2 Applications

5.2.1 Compacité et continuité

PROPOSITION 5.6

L’image continue d’un compact est un compact. En particulier, une application continue sur un
compact est bornée et, si elle est a valeurs réelles, elle atteint ses bornes.

DEMONSTRATION:

e Preuve numéro 1 (séquentielle) : soit K C (E,dg) un compact et f : K — (F,dp)
continue. Soit (yy ), une suite d’éléments de f(K) : Vn, 3z, € K | y, = f(zy). Ainsi (z,)n
est une suite dans K compact, donc elle possede une sous-suite convergente z,(,) — a € K.
Par continuité de f, yom) = f(zpm)) — f(a) € f(K) et donc (y,), admet une valeur
d’adhérence dans K.

e Preuve numéro 2 (& l'aide de I’axiome de Borel-Lebesgue) : si f(K) C |J, Oq ol les Oq
sont des ouverts, alors K C |J, f7(O,) ot les f~(0,,) sont des ouverts par continuité de
f- Comme K est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe aq, ..., qy,

tels que K C J_; f7'(Oa;) et donc f(K) C U]_; Oa;- O

PROPOSITION 5.7

Contrairement au cas général : toute bijection continue qui part d’un compact est un
homéomorphisme.

DEMONSTRATION:
Soit f : K — f(K) une bijection continue : il reste & montrer que f~! : f(K) — K est
continue. Soit F' un fermé de K, en particulier F' est compact puisque K est compact.
Alors (ffl)f1 (F) = f(F) est compact (comme image par f continue d’un compact), en
particulier est fermé. Ainsi, 'image réciproque par f~! de tout fermé est un fermé, i.e. f=1
est continue. (]

Théoreme de Heine
THEOREME 5.2

Soit K C (E,dg) un compact et f: K — (F,dp) continue : alors f est uniformément continue
sur K.

DEMONSTRATION:
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Supposons par l'absurde que f n’est pas uniformément continue sur K : il existe g9 > 0 tel

que pour tout n > 0, en particulier n = 1

dp(Tn,yn) < 1/n
dr(f(xn), f(yn)) = €0

Comme ((2y,, yn))rn est une suite dans le compact K x K, elle admet une sous-suite conver-
gente (Ty(n), Yo(n)) — (a,0) € K x K, autrement dit z,(,) — a et yp) — b.

I Xp,yn) € K X K | {

Or 0 < dg(zp,yn) < + — 0 donc dg(@n,yn) — 0 et en passant & la limite il vient
dg(a,b) = 0 i.e. a = b. Puisque f est continue en a € K, on obtient f(z,)) — f(a)
et f(Ypmn)) — fla), dott drp(f(zyem)); f(Ypm))) — 0 : contradiction vu la minoration par

go > 0. O

5.2.2 Particularités des espaces vectoriels normés de dimension finie

THEOREME 5.3
Sur un K-espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont deux-a-deux
équivalentes.

DEMONSTRATION:
On fixe B = (ey,...,e,) une base de E, et pour x = x1e; + - - - + x, €, On pose
N(z) := max(|x1],...,|zxs])
(ce qui définit bien une norme sur F). L’application ¢ : (z1,...,2,) — 211 + ...+ Zpe, est
une isométrie bijective de (K", No,) dans (E, N) : elle est donc continue (car 1-lipschitzienne)
et

S:={re E|N(z) =1} = ¢(5n,.(0,1))
est 'image par une application continue d’un compact. Ainsi S est compacte.
Soit || - || une norme sur F :

Va, llzll < lagl - llesl < YN () -lles| = N(z) Y lles
j=1 j=1 j=1

donc en posant u:= Y77, [le; ||, on obtient [[lz]| — [ly[[| < ||z — y|| < uN(z —y). Autrement
dit 'application || - || :  — ||z|| est p-lipschitzienne (a fortiori continue) de (E, N) dans R.
Par conséquent || - || est bornée sur S et atteint ses bornes :

a:= Infl|jz|| et B := Sup||z|
z€S z€S

sont bien définis, et il existe g € S tel que a = ||xg||. Puisque z¢ € S ie. N(zg) = 1,
nécessairement xg # 0 et donc ||zg|| # 0 (car N et || - || sont des normes sur F). On a ainsi
0 < a < 3. Par conséquent,

Ja,8>0|Vz e E, (Nz)=1= a < |z| <)

Or si y € E\ {0}, alors en posant & = ﬁy on a N(z) =1, et donc o < H%H <8,
autrement dit

aN(y) < |lyll < BN (y)
Cette inégalité est encore vérifiée pour y = 0, ce qui montre que les normes N et || - || sont
équivalentes.

Ainsi toutes les normes possibles sur le K-espace vectoriel E de dimension finie donnent la méme
topologie, appelée topologie usuelle de E. Les propriétés de £ muni de la topologie usuelle sont
celles de K™ muni de N :

- E est complet

- les compacts de F sont exactement les fermés bornés dans F ; en particulier, les boules fermées
et les spheres sont compactes.
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PROPOSITION 5.8

Soit E un K-espace vectoriel normé, et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors
F est fermé dans E.

DEMONSTRATION:

F est de dimension finie, donc complet. Comme F' C F, il est fermé dans F. O

PROPOSITION 5.9

Toute application linéaire (ou multilinéaire) entre espaces vectoriels normés est automatiquement
continue dés que l’espace de départ est de dimension finie.

DEMONSTRATION:
Soit @ : Fy x ... x E, — F une application p-linéaire, on suppose que les E; sont de

dimension finie. Puisque les E; sont de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes

et il suffit de montrer la continuité de ® pour des normes bien choisies sur les F;.
Soit B; = (el L eSf'}) une base de E; : v; € Ej s’écrit v; = 317 27e) et on pose

ig=1"i; Vi

N5 (vj) := Max

lgij Snj

C’est bien une norme sur Ej; : elle dépend du choix de la base, si on change de base, les
coordonnées de v; changent et cela définit une autre norme (équivalente...). Alors

1 1
B(vr,...,0p) = Zfﬂil’ R Zm"”

i1=1 ip=1
N ) g (D) )
= > D a)alee), et
=1 i,=1
ot Vi, Vi;, |29 < N2 (v;). D
g Vig, |z < 3 (vj). Donc
1P, vp) [ < NEH(v1)... N Z e(el!, ..., e)r

C’est exactement la condition de continuité pour une application multilinéaire en posant
— (1) ( )
k=300, 120, e ) 0

11 )

Théoreme de Riesz
THEOREME 5.4
Soit E un espace vectoriel normé :

F(0,1) est compacte <= E est de dimension finie

DEMONSTRATION:

e (<) BF(0,1) est un fermé borné. Si F est de dimension finie, BF(0,1) est donc un
compact.

e (=) On suppose que K := BF(0,1) = {z € E | ||z]|g < 1} est compact. Puisque
K CU,ex B(w,3), il existe z1,..., 2, € K tels que K C Uj=1 Blzy, 1). Soit

F = Vect(x1,...,2y)
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Montrons que K C F. Soit x € K : il est a distance < % de T'un des z;, on note yo ce
zj ¢ alors yg € F et ||z — yo| < 3. Supposons qu’on ait construit yo,...,y, € F tels que
Vs = 17"'ak7 ||x_yb|| < 2*714—1 :

125 (@ — i)l < 1

donc 2! (z — y;) € K et il existe un indice j tel que 2¥*!(z — y;,) € B(z;, ) ce qui donne
125+ (2 — yp) — x| < % et donc ||z — Y41l < Qk%, ol Yr+1 = Yk + Q,C%xj. Alors yg41 € F
puisque ¥, ¥; € I' et que F' est un espace vectoriel.

On construit ainsi une suite (yx)r d’éléments de F telle que y; — x. Comme F' est un
sous-espace vectoriel de dimension finie de E, il est fermé dans E, et donc # € F = F.
Finalement K = BF(0,1) C F. Orsi z € F, ou bien x = 0 € F, ou bien z # 0 et
mrw € BF(0,1) C F et donc x € F (puisque F est un espace vectoriel). Finalement £ = F

[E]
est de dimension finie. O

5.3 Exemple : R, application aux limsup, liminf pour les suites réelles

5.3.1 Construction de R

Soit (un), une suite réelle : elle n’a pas forcément de limite, ni méme de valeur d’adhérence
(dans R), par exemple si u,, — +00. On va “ajouter” deux points supplémentaires & R notés —oo
et +00, ot {—00;+00} NR =) et —00 # +00, et ainsi définir

R =R U {—o00; +00}
On munit R d’une relation d’ordre total, prolongeant ’ordre connu sur R :
Ve € RU {400}, —co <z

Vy e RU{—o0}, y < +00

On pose -
Vz,y € R, d(z,y) = |Arctan(z) — Arctan(y)|

ol par convention Arctan(+o00) = 7 et Arctan(—oo) = —7.

REMARQUE : prolongée ainsi, la fonction Arctan est injective sur R.

PROPOSITION 5.10

H d est une distance sur R, et la topologie induite par d sur R C R est la topologie usuelle de R.

DEMONSTRATION:

e d est & valeurs dans R*; elle est symétrique (Vo,y € R, d(z,y) = d(y,z)). De plus
d(z,y) = d(y,r) <= Arctanz = Arctany <= z = y puisque Arctan est injective. Enfin, si
x,y,z € R:

d(z,y) < |Arctan(z) — Arctan(z)| + |Arctan(z) — Arctan(y)| = d(z, z) + d(z,y)

Donc d est une distance sur R ; en particulier, elle induit une distance sur R C R.
o Arctan : (R,d) — (] — 5; 5[,| - ) est un homéomorphisme : en effet, Arctan : R —] — 7; 7|
est bijective, et

Vz,y € R, |Arctan(z) — Arctan(y)| = d(z,y)

Ainsi Arctan : (R,d) — (] — §;5[,] - |) et sa réciproque tan : (] — Z; 5[, |- |) — (R,d)

22
sont 1-lipschitziennes donc continues. Il reste a vérifier que (] — 5; 5[, [-]) et (R,|-|) sont
homéomorphes : or tan : (] = 5; 5[, |-[) = (R, | -]) est bijective, et on sait que tan et Arctan

sont continues pour la topologie usuelle. Finalement, (R, d) est homéomorphe a (R, |- |). O
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REMARQUE : en particulier, dire qu'une suite réelle (u,), converge vers | € R signifie selon les
cas qu’elle converge vers un réel, que u, — 400, ou que u, — —oo (au sens usuel).

PROPOSITION 5.11

H R est compact.

DEMONSTRATION:
Puisque c’est un espace métrique, il s’agit de montrer que toute suite (tp)n d’éléments de
R admet une sous-suite qui converge dans R.

e premier cas : si les termes de la suite sont réels a partir d’un certain rang
Ing € N | ¥n > ng, u, € R

Alors ou bien (up)n>n, st bornée dans R et donc admet une sous-suite qui converge vers
1 € R, ou bien (uy)n>n, est non bornée dans R et dans ce cas soit elle admet une sous-suite
qui converge vers +oo soit elle admet une sous-suite qui converge vers —oo. Dans tous les
cas, on a trouvé une sous-suite u,,) — I € R.

e deuxieme cas : sinon
Vn, 3k >n | up € {—o0; o0}

ie {k € N | ug € {—o0;+00}} est infini. Donc 'un des deux ensembles {k € N | u, = +o0}
ou {k € N | u, = —oo} est infini, ce qui permet de construire une sous-suite u(,,) constante
égale & +00 ou constante égale & —oo : en particulier u,,) — 1 € R. O

5.3.2 limsup, liminf

DEFINITION
Soit (uy, ), une suite dans R. On pose :

limsup u,, = SupA € R (ou limu,,) et liminf u,, = InfA € R (ou limu,,)
n——+oo n—-+o00

ot A est I'ensemble des valeurs d’adhérence de (uy,), dans R (on sait que A # 0)).

Par construction, on a alors liminf u,, < limsup u,, mais attention, les termes de la suite ne sont
en général pas compris entre les deux!

Exemples :
U = (—=1)" : liminf u,, = —1, limsupu,, =1
Uy = —n : liminf u,, = —oo, limsup u,, = —co
Uy = (72)” : liminf u,, = —o0, limsup u,, = +o0

un, = sin(1/n) : liminf u,, = 0, limsup u,, = 0

PROPOSITION 5.12
Soit (up)n une suite dans R :

Uy, —— | € R <= liminfu,, = limsup u,, ={
n—-+oo

DEMONSTRATION:
liminf u,, = limsup u,, = [ signifie InfA = SupA = [, i.e. A = {l}, ot A est I'ensemble des
valeurs d’adhérence de (u,), dans R.
e si u, — [, alors elle a une seule valeur d’adhérence et donc A = {I}.

o si A ={l}, alors (uy), est une suite dans un compact avec une seule valeur d’adhérence,
donc elle converge (vers cette valeur d’adhérence). ]
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PROPOSITION 5.13

Soit (uy,)n une suite dans R : alors liminf u,, et limsup u,, sont des valeurs d’adhérence de (uy )n,
autrement dit il existe des sous-suites U,y — liminf u,, et uy ;) — limsup u,.
LP( ) n—-+4o0o ¥( ) n—-+o0o

DEMONSTRATION:

Avec les notations précédentes, il s’agit de montrer que InfA € A et SupA € A. Or par
définition des valeurs d’adhérence :

A= () {w [k=n}

neN

qui est donc fermé (comme intersection de fermés) dans R compact. Ainsi A est compact,
d’oti la conclusion. ]

PROPOSITION 5.14

limsup u,, = limy,— 4o (Sup up) et liminf u,, = lim, o <h>1f up>
p=n

n—+oo p>n n—+o0

DEMONSTRATION:
Puisque Inf(u,) = —Sup(—wu,) et liminf u,, = —limsup(—u,,), il suffit de montrer 'une des
deux égalités, par exemple la premiere. Posons v, = Sup u,.

p=n
e La suite (v,), est décroissante dans R, donc
— ou bien Vn, v, = 400 : alors v, = 400}
— ou bien 3Ing | Yn > ng, v, € {—oc0} UR : dans ce cas,
* soit les termes de v,, sont réels (pour n > ng) et dans ce cas (vp,)n>n, est décroissante
dans R ; alors ou bien elle est minorée et donc converge vers [ € R, ou bien v,, - —00;
* sinon, Iny > ng | Yn > ny, v, = —o0, et alors v,, — —oc.
On a ainsi montré que (v,), converge dans R, vers [ = Inf{v, | n € N}.
e Par construction, pour tout n, u, < v, : donc si uy,(,) — limsup uy,, alors en passant a la
limite on obtient limsup u,, < 1.
e Il reste a montrer que [ < limsup u,,. Par définition de v,,,

Ve>0, Ip>n|v, —e<u,

< up,, . Cela permet de construire

en particulier avec ¢ = %, il existe p = p, tel que v,, — %

une sous-suite (Uy(y))n de (un)n de la fagon suivante :
- posons ¢(0) =0;
- avec n = (0) + 1, on obtient un indice p qu’on note (1) ;
- si on a construit ¢(k), on prend n = ¢(k)+1 et on obtient un indice qu’on note p(k+1).

Par construction, on a Vk, ¢(k +1) > @(k) +1 > ¢(k), donc ¢ : N — N est strictement
croissante et (ty(y))n est bien une sous-suite de (u,),. De plus,

1
vk, Vo(k)+1 — W < Up(k+1)
Or la suite (ug,(n))n est dans R compact, donc elle admet une sous-suite qui converge vers

un A € R : en passant a la limite, on obtient [ < A. Or A est aussi une valeur d’adhérence
de (uy,), donc A < limsup u,,, d’ot la conclusion. O
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6 CONNEXITE

6.1 Espaces connexes

6.1.1 Définitions équivalentes

DEFINITION-PROPRIETE
Un espace topologique X est dit connexe
<= i) il n’est pas réunion de deux ouverts non vides disjoints;
<= 1) si A et B sont des ouverts de X tels que X = AU B, alors A=0 ou B=10;
<= i) les seules parties a la fois ouvertes et fermées de X sont 0 et X ;
<= iv) toute fonction continue sur X & valeurs dans {0; 1} est constante;
<= v) toute fonction continue sur X a valeurs dans un discret est constante.

DEMONSTRATION:

e ii) est juste une reformulation de 7).
e i) équivaut a i) : par contraposée,
X n’est pas connexe
< il existe A, B ouverts non vides disjoints tels que X = AU B

<= il existe un ouvert A non vide, tel que X \ A soit ouvert non vide

<= il existe un ouvert A non vide, tel que A soit aussi fermé et différent de X.
e iii) = v) : par contraposée, soit f : X — D continue, ou D est un espace topologique
discret, on suppose que f n’est pas constante. Alors f prend au moins deux valeurs a # b :
en posant A = f~'({a}), on a A # 0 et A G X. De plus le singleton {a} est fermé et
ouvert dans D puisque pour la topologie discréte toute partie est ouverte et fermée, et f est
continue : donc A est a la fois ouverte et fermée dans X. Ainsi X n’est pas connexe.
e v) = 4v) car {0;1} est discret.
e iv) = i) : par contraposée, si X n’est pas connexe, il existe A, B ouverts non vides
disjoints tels que X = AUB. Posons f(z) =1siz € Aet f(z) =0six € B, alors f est bien
définie car AN B = (), et définie sur tout X car X = AU B. De plus elle est & valeurs dans
{0;1}, non constante (car A et B sont non vides). Enfin, elle est continue, car la préimage
de tout ouvert de {0;1} par f est un ouvert de X : en effet,

=0, oy =8, {1 =4 , o1y =X
sont des ouverts de X, et 0, {0}, {1}, {0;1} sont les seuls ouverts de {0;1}. O

REMARQUE : un espace connexe est un espace “en un seul morceau”. La non-connexité est souvent
plus facile & montrer que la connexité...

6.1.2 Exemples

- tout espace réduit & un point est connexe, () est connexe
- Z nest pas connexe : Z = (ZN] — oo; £[) U (ZN]4; +00[ ).
- Q n’est pas connexe : Q = (Qﬂ] — o0 \/5[) U (Qﬂ]\/?; +oo[).

THEOREME 6.1

| Le segment [a;b] est conneze.

DEMONSTRATION:
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Supposons [a;b] = AU B, avec A, B des ouverts disjoints : alors a € A par exemple. On va
montrer que nécessairement B = ), i.e. A = [a;b]. Si a = b, ¢’est vrai. On se place donc dans
le cas a < b, et on pose

E={z€la;}] | [a;2] C A}

Alors E est une partie non vide (car a € E), bornée, de R : donc s := SupE est bien défini.

Comme a € A et que A est ouvert (dans [a;b]), A est un voisinage de a dans [a;b] : il
existe £, > 0 tel que (Ja —eq4;a +e4[N[a;b]) C A (et on peut supposer a + 5 < b), donc
[a;a+ %] C A. Donc s > a+ 5 > a.

Comme s = SupkFE, il existe une suite (z,), de points de E qui converge vers s : on
a ainsi [a;2,] C A pour tout n, et donc [a;s[C A. Or A est fermé dans [a;b], c’est-a-dire
A= FnNla;b] o F est un fermé de R : A est donc aussi un fermé de R (comme intersection
de deux fermés). Puisque (z,,) est une suite de points de A qui converge vers s, on obtient
s € A et donc finalement [a; s] C A.

Or A est ouvert dans [a;b], donc Je; > 0 tel que (]s —es; s+ e5[N[a;b]) C A et donc
([a; s + 51N Jas b]) C A. Soit m = min(s+5,b) : [a;m] C Aie.m € E.Doncm < SupE = s
et la seule possibilité est m = b. D’out A = [a;b] et B = 0. O

6.2 Pour montrer la connexité

6.2.1 Propriétés

PROPOSITION 6.1

Soit A une partie conneze de X, alors A est connexe. Plus généralement, si A C B C A, alors
B est connexe.

DEMONSTRATION:

Soit A connexe et A C B C A. Par I'absurde, si B n’est pas connexe, il peut s’écrire comme
réunion de deux ouverts (de B) disjoints non vides. Il existe donc U et V ouverts de X
tels que B = (UN B)U (VN B), tels que (UNB) # 0 et (VN B)#D. Comme B C A4,
on a donc (U N A) # (). Par définition de 'adhérence, cela implique (U N A) # 0, et de
méme (VN A) # 0. Donc UN A et VN A sont deux ouverts de A, non vides, disjoints car
(UNA)cUnNB), (VNA cCc(VnB)et (UNB)N(VNDB)=1.Deplus A C B, donc

A=ANB=An(UnNnB)U(VNB)=UNAU(VNA)

et A n’est pas connexe, contradiction. (|

PROPOSITION 6.2

H Si les A, sont des parties connexes de X telles que ﬂa Ao # 0 : alors Ua A, est connexe.

DEMONSTRATION:

Soit f : J, Aa — {0;1} continue. Alors pour tout a, fj4, est continue sur A, connexe, a
valeurs dans {0; 1}, donc constante : Je,, € {0;1} | Vo € Ay, f(z) = €q. Comme les A, ont
au moins un point commun zg € (), A, on a Vo, f(zo) = €, et donc €, ne dépend pas de
a. Ainsi f est constante. O

THEOREME 6.2

H Les parties connexes de R sont les intervalles. En particulier, R est connexe.

DEMONSTRATION:
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e Montrons que tout intervalle est connexe : en effet, les segments sont connexes, et tout
intervalle de R peut s’écrire comme la réunion de segments ayant un point commun (par
exemple, 05 1[= U, en- (251 — 2], 1= 0052] = Upen[-732],--.).

e Montrons que si A est une partie connexe de R, alors c’est un intervalle : si A est un
singleton, c’est vrai. Sinon, soit u,v € A avec u < v, et u < x < v : alors | — oo;z[NA et
|x; +00[ NA sont deux ouverts de A, disjoints, non vides (le premier contient w, le second
contient v). Leur réunion n’est pas A entier puisque A est connexe : donc (R\ {z}) N A est
inclus strictement dans A i.e. x € A. Ainsi tout z compris entre deux points de A est dans
A : c’est la caractérisation d’un intervalle de R. O

PROPOSITION 6.3 Soit f : X — Y une application continue. Si X est conneze, alors f(X) est
une partie connexe de Y .

DEMONSTRATION:

Par labsurde, si f(X) = AUB avec A, B deux ouverts disjoints non vides de f(X) : il existe
U, V,ouverts de Y tels que A=UnN f(X), B=VNf(X). Onadonc f~1(A) = f1U) et
de méme f~1(B) = f~1(V). Alors f~1(A) et f~1(B) sont des ouverts de X par continuité
de f, disjoints car A et B le sont, d’union X puisque AU B = f(X), non vides puisque A, B
sont non vides et A, B C f(X). Cela contredit la connexité de X. O

Théoréme des valeurs intermédiaires

COROLLAIRE 6.1 Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue : alors f(I) est
un intervalle. Autrement dit, si f prend deux valeurs o < f3, elle prend toute valeur ~y telle que
a<y<pB.

DEMONSTRATION:

T est connexe, f est continue donc f(I) est un connexe de R c’est-a-dire un intervalle. O

Théoreme de passage des douanes

COROLLAIRE 6.2 Soit X un espace topologique, A C X, et v : [0;1] = X continue telle que
v(0) € A et v(1) ¢ A. Alors Ity € [0;1] | y(to) € 0A.

DEMONSTRATION:
On partitionne X : X =4 UJA U °A, donc

[0;1] = v~ 1(A) Uy~ 1 (04) Uy~ (“A)

ott v~} ;1) et 71(¢A) sont des ouverts comme images réciproques par v d’ouverts de X.
e Si 0 ou 1 est dans y~1(9A), on peut prendre to = 0 ou tg = 1.

e Sinon, 0 €4 et 1 € “A, qui sont donc des ouverts disjoints, non vides, de [0; 1] connexe.
Donc leur réunion ne peut pas étre [0; 1] tout entier : i.e. y~1(9A) # 0. O

6.2.2 Une notion plus forte : la connexité par arcs

DEFINITION

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tous x,y € X, il existe une application
continue 7 : [0;1] = X avec y(0) =z et v(1) = y.

Autrement dit, étant donnés deux points quelconques de X, on peut les relier par un chemin
(continu!) en restant dans X.

Exemples :

- tout intervalle de R est connexe par arcs : en effet, si x,y € I, on peut les relier en restant
dans I par y(t) = (1 — t)z + ty (alors v(3) est le milieu du segment).
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- Iimage continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs : en effet, si f : X — Y est
continue et que X est connexe par arcs, alors pour tous z,y € f(X), on a x = f(xg) et y = f(yo)
ol g, Yo € X. Puisque X est connexe par arcs, il existe « : [0; 1] — X continue telle que v(0) = xq
et v(yo) = yo - Posons alors 4(t) = f(y(t)) : 4 est continue sur [0;1], & valeurs dans f(X) et

7(0) = f(zo) = =, (1) = f(yo) = ¥-

DEFINITION-PROPRIETE

Dans un K-espace vectoriel normé (E, || - ||), une partie A est dite
— convexe si Va,b € A, [a;b] C A

— étoilée par rapport & xo€ AsiVa € A, [z9;a] C A

ou par définition, le segment entre « et y € FE est noté

[5 y]:= {(1 — )z +ty [ ¢ € [0; 1]}
On a les implications suivantes :

convexe — étoilée = connexe par arcs

ATTENTION : on a besoin d’étre dans un espace vectoriel pour pouvoir écrire (1 — t)x + ty.

DEMONSTRATION:

e Une partie convexe est en particulier étoilée par rapport & n’importe lequel de ses points.
e Si A est étoilée par rapport a g : soit a,b € A, posons

(1) = | (1= 20)a+ 2tz si0<t<1/2
=l A —@t—1))wo+ @t -1y sil/2<t<1

(on parcourt le segment [a; zg] pour 0 < ¢ < 1/2 puis le segment [zg;b] pour 1/2 < ¢ < 1).
On vérifie que v(0) = a, v(1) = b, que 7 est continue notamment en ¢t = 1/2. De plus
~v([0;1/2]) = [a;xo] et v([1/2;1]) = [xo;b] sont inclus dans A par hypothese, donc v est a
valeurs dans A. O

COROLLAIRE 6.3 Soit (E, || -||) un R-espace vectoriel normé :
e toute boule (ouverte ou fermée) est convexe, donc connexe par arcs;
Vzg € E, E\ {zo} est connexe par arcs;

e si E est de dimension supérieure ou égale d deuz, { toute sphére est connexe par arcs

ATTENTION : si E est un R-espace vectoriel de dimension 1 : R\ {0} n’est pas connexe par arcs
et S(0,1) = {—1;1} non plus.
DEMONSTRATION:

e Soit a,b € B(xzg,r) et © € [a;b] : . = (1 —t)a + tb avec t € [0; 1] donc

|z —zol] = [J(1—=t)a+tb— x| =|(1—t)a+tb— (1—1t)xg— txol|
= [ =t)(a— o) +t(b— z0)]|
< 1 =tllla—zoll + [t Ib — |
< (I-t)r+tr=rcart>0, 1—¢t>0eta,be B(xg,r)

ie. x € B(xg,r). Donc B(xg,r) est convexe, et la preuve fonctionne de la méme fagon pour
les boules fermées.

e On suppose ici que F est de dimension supérieure ou égale a deux.

- Soit xg € E : alors f : © — x = x + x¢ est un homéomorphisme qui envoie 0 sur x,
et f(E\{0}) = E\ {zo}, f(S(0,7)) = S(xp,r). Comme le caractére connexe par arcs est
préservé par homéomorphisme, il suffit de montrer que £\ {0} et S(0,r) sont connexes par
arcs.
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- Comme de plus S(0,7) ={x € E | ||z|| =7} = g(E\ {0}) ou

g: E\{0} —» E
x = o ﬁ
est continue, et que I'image par une application continue d’un connexe par arcs est connexe
par arcs, il suffit de montrer que F \ {0} est connexe par arcs.
- Commencons par montrer que R?\ {0} est connexe par arcs : en écriture complexe, deux
point de R?\ {0} sécrivent z; = r1e', zp = r2e¥2 avec r1,r5 > 0. On peut les relier en
parcourant le chemin suivant :
* le segment [z1;€%1] 1 (1 —t)2 + te® = ((1 —t)r; +t)er ;
% puis 'arc de cercle entre et et eif2 : i ((1=1)01+t02) .
* puis le segment [€92; 2] : (1 —1)e™2 +tzg = ((1 —t) + try)e?2,
ce qui donne bien un chemin continu entre z; et zo qui ne passe pas par 0, donc reste dans
R2\ {0}.
REMARQUE : puisqu’on est dans R? de dimension finie, la continuité du chemin ne dépend
pas du choix de la norme.
- Soit z,y € E \ {0}, et soit P un plan contenant 0, x et y : un tel plan existe puisque
E est de dimension supérieure ou égale & deux (si x et y ne sont pas colinéaires, on prend
P = Vect(x,y); sinon, on compléte avec un vecteur e non colinéaire & x et y et on prend
P = Vect(z,y,e)). Alors P\ {0} est homéomorphe & R?\ {0}, donc connexe par arcs. On
peut donc relier z & y par un chemin continu restant dans P\ {0}, a fortiori dans E\ {0}. O

PROPOSITION 6.4

H Tout connexe par arcs est conneze.

En particulier, dans un K-espace vectoriel normé, toute boule (ouverte ou fermée) est connexe, et
en dimension supérieure ou égale a deux toute spheére est connexe.

ATTENTION : dans un espace métrique, les boules ne sont pas forcément connexes ; par exemple,
dans (Z,|-|), B(0,2) = {-1;0;1}.

DEMONSTRATION:

Si X = 0, il est connexe par arcs et connexe. Si X # () est connexe par arcs : Jzg € X, et
puisque X est connexe par arcs,

X = U ~¥([0;1])

~:[0;1]—=X continue
telle que v(0)=zo

(en effet, pour tout € X il existe v : [0;1] — X continue telle que z¢ = v(0) et z = (1)).
Alors X est connexe comme réunion de connexes (images continues du connexe [0; 1]) ayant
un point commun (xg).

ATTENTION : la réciproque est fausse. Par exemple, considérons I' := {(z,sin(2)) | z €]0;1]} le
graphe de la fonction z + sin(1) :

x

¥ (to)




Alors T' est connexe (et méme connexe par arcs) comme image continue du connexe |0; 1] par la
fonction continue z +— (z, sin(%))7 donc T est connexe. Mais I’ n’est pas connexe par arcs (ce qui
donne d’ailleurs un exemple de connexe par arcs dont adhérence n’est pas connexe par arcs) :
e I'=TUI onl={0}x[-1;1]
~ Montrons que I' C (I'UI) :
Soit (a,b) € T : il existe donc une suite de points (an,b,) € I telle que (a,,b,) — (a,b),
ie. a, —aetb, = b Or

vn, a, > 0 donc a =lima, >0
Vn, by, = sin(i) € [-1;1] donc b = limb,, vérifie —1<b<1

* sia=0:alors (a,b) = (0,b) avec —1 <b <1 donc (a,b) € I
* sia >0 : alors (% — 1 donc b, = Sin(i) — sin() (par continuité de z — sin(L) sur
R*). Par unicité de la limite, b = sin(2) et donc (a,b) € T'.
Donc dans tous les cas, (a,b) € TUT.
— Montrons que (I'UI) C T Puisque I' C T par définition de I’adhérence, il reste & montrer
que I C T. Soit (0,b) € I (i.e. b € [—1;1]). Pour n € N*, on pose

1

=————— et b,=0b
Arcsinb + 2nw ¢

a7l
Alors a,, €]0; 1] et sin(--) = b, donc (ay, by,) €T, et a, — 0, b, — bdonc (an, by,) — (0,b).
Ainsi (0,b) € T.
e I n’est pas connexe par arcs

Comme I' et I sont connexes par arcs, le probleme vient du fait qu'on ne peut pas relier

un point de I' & un point de /. Supposons par l'absurde que I' est connexe par arcs : en

particulier, il existe un chemin (continu) dans I' qui relie (2,1) € T' a4 (0,1) € I, i.e. une

fonction 7 : [0;1] — T continue telle que ¥(0) = (2,1) et y(1) = (0,1).

— Soit 7 := Inf{t | y(t) ¢ T'} : autrement dit, 7 := Inf{t | y(t) € I} = Infy~'(I). Comme I
est fermé dans R? et que ~ est continue, vy~ 1(I) est fermé, donc 7 € y~1(I) i.e. y(7) € I.
De plus, 7 > 0 puisque v(0) € T.

Avec y(t) = (z(t), y(t)), les fonctions = et y sont continues et z(7) =0 (car y(r) € I).

— Posons tg =0 : 2(tg) = 2 et y(to) = 1. On construit ensuite par itération une suite (), :

% ¢+ x(t) est continue et z(7) = 0, donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe t; €]to; 7[ tel que z(t1) = 5=. Comme t; < 7, on a y(t;) € I et par conséquent
y(t1) = sin (ﬁ) =0.

* de méme, il existe ty €]t1;7[ tel que x(t2) =

donc y(t2) = sin (ﬁ) =1
On construit ainsi une suite (¢,,), strictement croissante dans [0; 7], telle que

m. Comme ty < 7, 0on a y(t2) € T et

tapir) = ¢ L Y(tapi) =0

20+ V)’

z(tapr2) = ( s Y(topy2) =1

20+ ) +7/2

— Puisque (t,), est croissante et majorée, elle converge vers [ < 7, et par continuité il vient
y(tn) — y(1). Orlasuite (y(tn))n a deux valeurs d’adhérence, donc elle diverge : contradiction.

6.3 Composantes connexes

6.3.1 Définition

Quand l'espace X n’est pas connexe, on peut toujours le “découper en morceaux” connexes
disjoints : X = |_| {z} mais on souhaite optimiser le nombre de “morceaux” !
zeX
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DEFINITION-PROPRIETE
Soit X un espace topologique et x € X :
— la composante connexe de x dans X est la réunion de toutes les parties connexes de X
contenant x;
— c’est la plus grande partie connexe de X contenant x;
— c’est un fermé de X.

DEMONSTRATION:

e La composante connexe C, de x dans X est une réunion de connexes ayant un point
commun, donc C, est connexe (et € C,). De plus, si € C connexe, alors C' C C,.

e Comme C, est connexe, C, aussi, et z € C, : donc C, C C,. Puisque par définition

C, CCy,onaC,=C,. O

Si la composante connexe C, de x rencontre la composante connexe Cy de y, alors C, U Cy
est connexe (c’est la réunion de deux connexes ayant un point commun) et contient x et y : donc
Cy = C, UC, = C,. D’autre part, tout « € X est dans une composante connexe (la sienne : Cy).

Ainsi les composantes connexes de X forment une partition de X : ce sont en fait les classes
d’équivalence pour la relation d’équivalence

TRy <= il existe une partie connexe de X contenant x et y

PROPOSITION 6.5

Soit A une partie conneze de X, A# 0 : si A est a la fois ouverte et fermée dans X, c’est une
composante connexe de X.

DEMONSTRATION:

Comme A est non vide, 3z € A. Alors, puisque A est une partie connexe de X, A est inclus
dans la composante connexe C,. Or C,, = AU (C, \ A) ol

- A=ANC, est un ouvert de C, car A est un ouvert de X ;
-Cy\ A= “ANC, est aussi un ouvert de C, car °A est un ouvert de X.

Puisque C,, est connexe cela implique ou bien A = (J; ce qui est exclu, ou bien C;; \ A =
ie. A=C,. O

Exemples :

- un connexe (non vide) n’a qu’une seule composante connexe, lui-méme.
- R* a deux composantes connexes : | — 00, 0[ et ]0; +o0].
- la réunion des deux axes dans R2?, privée de 'origine, a quatre composantes connexes :

] =005 0[x{0} , ]0;400[x{0} , {0}x]—o0;0[ , {0}x]0;+4o0]

- dans Z, les composantes connexes sont les singletons.

6.3.2 Applications

PROPOSITION 6.6

H Une fonction continue a valeurs dans un discret est constante sur chaque composante conneze.

DEMONSTRATION:

Par définition, dans Y espace topologique discret, les singletons sont a la fois ouverts et
fermés, et comme ils sont connexes, ce sont les composantes connexes de Y. Si f: X =Y
est continue et si C' est une composante connexe de X, alors f(C) est un connexe de Y donc
est inclus dans un singleton : ainsi f est constante. O
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PROPOSITION 6.7

Soit f : X — Y un homéomorphisme entre deuzr espaces topologiques, alors f permute les
composantes connexes de X et de Y. En particulier, deur espaces homéomorphes ont le méme
nombre de composantes connexes.

DEMONSTRATION:

Soit z € X, C,, sa composante connexe dans X : son image par f continue est un connexe
;1/6 Y contenant f(z), donc f(Cy) C C} ), out C} ) est la composante connexe de f(z) dans
De plus, f : X — Y est bijective et f~! est continue, donc f’l(C}(m)) est un connexe
contenant f~1(f(x)) = x, donc f_l(C'}($)) C C, ce qui donne C}(w) C f(C;). Finalement,
f(Cr) =

@)
Enfin, comme f: X — Y est surjective : Vy € Y, 3v € X | y = f(z) et donc O}, = f(Cy),
ainsi aucune composante connexe n’est “oubliée” par f. O

Par exemple, si f : R* x {0} — {0} x R*, alors en notant C_ =] — c0; 0[x {0}, Cy =]0; +o00[x {0}

et C”. = {0} x] — 00;0[, C’, = {0} x]0; 400 :

- ou bien f(C_) =C" et f(Cy)=C";

- ou bien f(C_)=C" et f(Cy)=C".
ATTENTION : c’est faux si f est seulement supposée continue, méme si elle est surjective (par
exemple, si X =] — oo; —1] U [1l;+o0[ et Y = [0; +o0], avec f(x) = Va2 —1).

Ce critere permet de montrer que deux espaces ne sont pas homéomorphes. Par exemple, R et R*
ne sont pas homéomorphes, [0;1[ et R ne sont pas homéomorphes...

52



