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PROGRAMME DU COURS DE TOPOLOGIE

1. Espaces topologiques : les notions de base

e Topologie sur un ensemble, ouverts. Topologie grossiere, discrete, topolo-
gie induite.

e Un cas particulier : les espaces métriques. Exemples, espaces vectoriels
normés, espaces euclidiens. Boules ouvertes, boules fermées, partie
bornée, diametre. Comparaison de distances.

e Base d’une topologie. Exemple : les boules ouvertes dans un métrique
2. Notions usuelles dans les espaces topologiques

e Voisinage, espace séparé, fermé, point adhérent, adhérence, intérieur,
frontiere.

e Applications continues, ouvertes, fermées, homéomorphismes.

e Suites dans les espaces topologiques : valeur d’adhérence, convergence

3. Construction de topologies
e Topologie produit

e Topologie quotient

4. Applications linéaires continues

5. Espaces compacts
e Définition par la propriété de Borel-Lebesgue
e Théoreme de Heine : les compacts de R”

e Compact dans un métrique : caractérisation pas les suites. Compacité
et uniforme continuité.



e Compacité et homéomorphisme.

e Espace localement compact ; Compactifié d’Alexandroff.

6. Connexité
e Connexité, connexité par arcs

e Composantes connexes

7. Espaces métriques complets

e Suites de Cauchy, espaces complets

e Applications contractantes

e Théoreme du point fixe
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Information intéressante...

Tout examen concernant ce cours, qu’il soit écrit ou oral, comprendra une
question de cours, tirée de la liste suivante.

1.
2.

10.
11.

12.

Adhérence, intérieur, frontiere : définitions et exemples

Adhérence dans un espace métrique : caractérisation en termes de
suites (avec démonstration).

Les normes usuelles sur C([0, 1], R) et leurs propriétés

Espaces compacts : définition, exemples, théoreme de Bolzano-Weierstrass
(énoncé, sans démonstration)

Le théoreme de Heine : énoncé et démonstration

Image d’'un compact par une application continue : énoncé, démonstration,
conséquences.

Espaces compacts et continuité uniforme : définitions, énoncés, exem-
ples

Espaces métriques complets : définition, propriétés, exemples
Le théoreme du point fixe : énoncé, démonstration et exemples d’utilisation.
Norme d’une application linéaire continue ; définition, exemples.

Espaces connexes, composantes connexes : définitions, propriétés, ex-
emples

Espaces connexes, connexes par arcs : définitions, exemples.



1 Espaces topologiques

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1 Soit E un ensemble et soit T un ensemble de parties de E.
On dit que T est une topologie sur E si

(T1) 0 et E appartiennent ¢ T
(T2) Toute réunion d’éléments de T appartient a T
(T3) Toute intersection finie d’éléments de T appartient a T

On dit alors que le couple (E,T) est un espace topologique. Un élément de
T s’appelle un ouvert de la topologie.

Exemples.

e Si F est un ensemble quelconque, on peut le munir de :

— la topologie grossiere 7 = {0, E'}

— la topologie discrete 7 = P(F), 'ensemble des parties de E.

e Si (E,7) est un espace topologique et si F' est un sous-ensemble de F,
alors on peut définir sur F' la topologie induite par 7 : ses ouverts sont
les intersections de F' avec les ouverts de 7. On dit alors que F' est un
sous-espace topologique de E.

1.2 Un exemple fondamental : les espaces métriques

Définition 1.2 Soit E un ensemble. Une distance sur EI est une application
d: E x E — R vérifiant

(d1) Vz,y € E, d(z,y) =d(y,z) (d est symétrique)
(d2) Vz,y € B, d(z,y) =0ssixz =1y

(d3) Vx,y,z € E, d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire)

On dit alors que (E,d) est un espace métrique
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Exemples.
e R ou C muni de la valeur absolue ou du module (z,y) — | z — ¥y |

e R” muni de la distance euclidienne d, de d;, de d4

e Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un couple (E, N) ou E est un
espace vectoriel sur R ou C et ou N est une norme sur F i.e. une
application N : E — R* vérifiant :

(N1) Vx € E, N(z) =0ssiz =0
(N2) Vz € E,VA e R,N(Az) = |A\|N(z) (homogénéité)
(N3) Vez,y € E, N(x+y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire)

Un evan. (E,N) est en particulier un espace métrique muni de la
distance d(z,y) = N(z — y)

Définition 1.3 Poura € E et r € R*", on définit la boule ouverte de centre
a et de rayon v par B(a,r) = {x € E,d(a,x) <r}.

L’ensemble Bf(a,r) = {z € E,d(a,xz) < r} s’appelle la boule fermée de
centre a et de rayon r, et S(a,r) ={x € E,d(a,x) = r} la sphere de centre
a et de rayon r.

Un sous-ensemble d’un espace métrique est dit borné s’il est contenu dans
une boule.

Proposition 1.4 Si (FE,d) est un espace métrique, alors on définit une topolo-
gie Ty sur E par : U est un ouvert de Ty si et seulement si pour tout point x
de U, il existe une boule ouverte centrée en x contenue dans U.

Définition 1.5 On dit que 7; est la topologie associée a la métrique d.

Définition 1.6 Soit (E,7) un espace topologique. Une partie B de T est
une base de la topologie T si tout élément de T est réunion d’éléments de B.

Proposition 1.7 Dans un espace métrique (E,d), les boules ouvertes for-
ment une base pour la topologie 1.

Définition 1.8 Un espace topologique (E,T) est dit métrisable s’il existe
une distance d sur E telle que T = 1.

Définition 1.9 Un espace topologique (E,T) est dit séparé si pour tout cou-
ple de points distincts x,y de E, il existe un ouvert O, contenant x et un
ouvert O, contenant y tels que O, N O, = 0.



Proposition 1.10 Tout espace topologique métrisable est séparé.

Définition 1.11 Soit E un ensemble muni de deux distances d et §. On dit
que d et 0 sont équivalentes s’il existe deux réels a > 0 et 3 > 0 tels que

Va,y € E,a d(z,y) < d(z,y) < B d(z,y)

Deuz normes ||.||1 et ||.||2 définies sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes
si les distances associées le sont.

Proposition 1.12 Si d et § sont équivalentes, alors Ty = Ts.

Théoreme 1.13 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Exercices
1. a) Le couple (Z,7) ou
T = {@, {17 2}7 {17 2a 3}7 {27 37 _4}7 {17 27 3a _4}a Z}

est-il un espace topologique ?

b) Méme question avec
T = {0} U {nZ}nen

2. Quelles sont les différentes topologies pouvant étre définies sur un en-
semble a 2 éléments 7 A trois éléments ?

3. Quelles sont les différentes topologies pouvant étre définies sur un en-
semble a 2 éléments 7 A trois éléments 7

4. * Notons R[ X7, ..., X, ] 'espace des polyndmes a n variables. Si P, ..., P,
sont des éléments de R[X7, ..., X,], on note V(P,..., P.) 'ensemble
des points (z1,...,x,) de R™ tels que

Vie{l,...,r}, P(x1,...,2,) =0

a) Lorsque n = 2, dessiner V(X;), V(X1 Xy), V(X7 + X2 —1).

b) Notons 7z l’ensemble des réunions de sous-ensembles de R™ de la
forme R\ V(P,..., P.), ou Py,..., P. désigne une famille finie quel-
conque d’éléments de R[X,...,X,]. Démontrer que 7z définit une
topologie sur R".

c¢) Décrire 7z pour n = 1.



10.

11.

12.

Soit ¢ : £ x E — R un produit scalaire sur un espace vectoriel F.

Démontrer que
z,y € B, |2z, y)] < |||yl

a) Vérifier que dy, ds et d., définissent bien des distances sur R".

b) Dessiner la boule B(0,1) (dite boule unité) de R? pour chacune des
distances d;, ds et d.

c¢) Démontrer que dy, ds et d, sont des distances équivalentes

Soit E un ensemble muni de deux distances d et d’. Soient T et 1"
les topologies associs a T et T" respectivement. Démontrer que T est
incluse dans T” si et seulement si pour toute boule ouverte B¢(z, r) pour
la distance d, il existe 7/ > 0 tel que la boule BY (x,r') C Bz, 7).

Démontrer que §(z,y) = |2*—y3| définit une distance sur R. Démontrer
que 75 est la topologie usuelle de R (1.e. induite par d(x,y) = |z — y|),
mais que d et d ne sont pas équivalentes.

a) Soit (F,d) un espace métrique. Pour x,y € E, on pose

d'(z,y) = inf(1,d(z,y))
Vérifier que d’ est une distance sur . Montrer que pour cette distance,
E est égal a I'une de ses boules ouvertes.

b) Pour F = R? muni de la distance d = d, dessiner les boules
ouvertes de (E,d').

a) Vérifier que dy, dy et dy (cf cours) définissent bien des distances
sur l'ensemble C([a, b], R) des applications continues sur [a, b] a valeurs
réelles.

b) Soient 77,75 et 7., les topologies associées respectivement a dy, do
et do. Démontrer que 73 C 7o C 7., mais que ces inclusions sont
strictes.

a) Vérifier que 7 = {0, {1},{0,1}} est une topologie sur ’ensemble a
deux éléments F = {0, 1}.

b) Démontrer que 'espace topologique (F,7) n’est pas métrisable.

Soit P, le sous-espace vectoriel de R[X] des polynomes de degré inférieur
ou égal a n. Démontrer que ’application

P sup |P(t)]

te[—1,1]
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

est une norme sur P,.

Démontrer qu'un sous-espace vectoriel non trivial d’'un e.v.n. n’est
jamais borné (c’est-a-dire contenu dans une boule).

Démontrer qu’une norme sur un e.v.n non trivial est surjective sur R*.

Soient E et F' deux e.v.n. et soit u : E — F' une application linéaire
continue. A quelle condition nécessaire et suffisante z —— ||u(x)|| est-
elle une norme sur £ 7

Démontrer que les boules d’un e.v.n. sont convexes mais que les spheres
ne le sont pas.

Soit (F,7) un espace topologique dont B est une base d’ouverts et
soit X un sous-espace topologique de E. Déterminer une base de la
topologie de X.

Dans 'espace euclidien R?, décrire une base de la topologie de chacun
des sous-espaces topologiques suivants :

a) S(0,1), Z*
b) {(x,y) /x>0, y =sinl/x}
¢) {(z,y) /x>0, y=xsinl/x}



2 Notions usuelles dans les espaces topologiques

2.1 intérieur, adhérence, frontiere

Définition 2.1 Soit (E,7) un espace topologique. Un sous-ensemble F' de
E est dit fermé si son complémentaire F° = E \ F est un ouvert.

Remarque. () et E sont des fermés. Toute intersection (finie ou non) de
fermés est un fermé. Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Définition 2.2 Soit (E,7T) un espace topologique et soit a un point de E.
on appelle voisinage de a toute partie V de E qui contient un ouvert U qui
lut--méme contient a.

On note V(a) l'ensemble des voisinages de a.

Un systéme fondamental de voisinages de a est un sous-ensemble W(a) de
V(a) tel que tout élément de V(a) contient un élément de W(a).

Exemple. Dans un espace métrique (F,d), une partie A de E est voisinage
d’un point x € F ssi il existe € > 0 tel que B(x,¢) C A.

Proposition 2.3 Pour qu’une partie A d’un espace topologique soit ouverte
(i.e. soit un ouvert), il faut et il suffit qu’elle soit voisinage de chacun de ses
points.

Définition 2.4 Soit (E,7T) un espace topologique et soit A une partie de E.
Un point x de A est dit intérieur a A si A est voisinage de x. L’ensemble
des points intérieurs a A s’appelle Uintérieur de A et se note A°

Proposition 2.5 A° est le plus grand ouvert (pour l'inclusion) contenu dans

A.
Proposition 2.6 Une partie A de E est un ouvert si et seulement si A° = A

Définition 2.7 Soit (E,7T) un espace topologique et soit A une partie de E.
Un point x de E est dit adhérent a A si tout voisinage V de x rencontre A
(i.e. VN A est non vide). L’ensemble des points adhérents a A s’appelle
Uadhérence ou la fermeture de A et se note A.

Proposition 2.8 A est le plus petit fermé (pour linclusion) contenant A.
Proposition 2.9 Une partie A de E est un fermé si et seulement si A = A.

Définition 2.10 Soit_(E, T) un espace topologique. Une partie A de E est
dite dense dans E si A =F.

Définition 2.11 Soit (E,7T) un espace topologique et soit A une partie de
E. Un point x de E est dit point frontiere de A s’il est adhérent a la fois a
A et a son complémentaire dans E. L’ensemble des points frontiéres de A
s’appelle la frontiére de A et se note Fr(A).




2.2 Suites dans un espace topologique

Définition 2.12 On appelle suite dans un ensemble non vide E une appli-
cation

r:N— FE.

On note le plus souvent z,, pour x(n), et (Tn)nen 0 (Ty), pour la suite x.
Une autre suite (Y, )nen est une suite extraite de x s’il existe une application
¢ : N — N strictement croissante telle que Vn € |y, = Tg(n).

Définition 2.13 Soit (E,7) un espace topologique et soit x = (x,), une
suite dans E. On dit qu’un point a de E est valeur d’adhérence de x si tout
voisinage V de a dans E contient une infinité de termes x,, de la suite x.
On dit qu’un point a de E est limite de la suite x, ou que la suite x converge
vers a st pour tout voisinage V' de a, il existe N € N tel que pour tout entier
n tel quen > N, on ait x, € V.

Remarque. une limite de z est aussi une valeur d’adhérence de z.

Proposition 2.14 Dans un espace topologique séparé, toute suite de E ad-
met au plus une limite.

Remarque. Si (E,d) est un espace métrique, alors {B(a,r);a € E,r > 0}
est un systeme fondamental de voisinage de E et on peut reformuler les
définitions de valeur d’adhérence et de limite en termes de distances de la
facon suivante.

Soit = (), une suite dans FE.

Un point a € E est valeur d’adhérence de z si

Ve > 0,VN € N,3dn > N tel que d(x,,x) <€
La suite z converge vers a si

Ve > 0,9N € N tel que Vn > N, d(z,,z) < €

Proposition 2.15 Soit (E,d) est un espace métrique et soit (x,,), une suite
dans E. Un point a de E est valeur d’adhérence de (x,,), si et seulement si
il existe une suite extraite de (x,), qui converge vers a.

Théoréme 2.16 Soit (E,d) est un espace métrique, soit A une partie de E.

Un point a € E est adhérent a A si et seulement si il existe une suite (),
dans A qui converge vers a.
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Corollaire 2.17 Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie de E.
L’adhérence A de A est I’ensemble des limites de suites de points de A.

Corollaire 2.18 Une partie A d’un espace métrique (E,d) est fermée si et
seulement si toute suite convergente de points de A a sa limite dans A.

Théoreme 2.19 Q est dense dans R.

2.3 Applications continues

Définition 2.20 Soient X etY deux espaces topologiques, soit f : X — Y
une application et soit x € X. On dit que f est _continue en x si pour tout
voisinage V de f(x) dansY, f~1(V') est un voisinage de x dans X.

On dit que f est continue (sur X ) si f est continue en tout point de X.

Proposition 2.21 Soit X,Y et Z trois espaces topologiques et soient f :
X —Yetg:Y — Z deuzr applications.
Si f et g sont continues, alors go f est continue.

Théoreme 2.22 Soient X et'Y deux espaces topologiques et soit f: X —
Y wune application. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’application f est continue
(ii) Pour toute partie A de X, f(A) C f(A)
(iii) Pour tout fermé F' de Y, f~!(F) est un fermé de X

(iv) Pour tout ouvert O de Y, f~1(O) est un ouvert de X

Remarque. L’image d’un ouvert (resp. d’un fermé) de X par une applica-
tion f: X — Y n’est pas nécessairement un ouvert (resp. un fermé) de Y,
méme si f est continue (donner des exemples !). On dit que f est ouverte
(resp. fermée) si 'image d'un ouvert (resp. d’'un fermé) de X est un ouvert
(resp. un fermé) de Y.

Définition 2.23 Un homéomorphisme d’un espace topologique X sur un es-
pace topologique Y est une application f : X — Y continue, bijective et dont
Uapplication Uinverse f~':Y — X est continue.

Deuz espaces topologiques sont dits homéomorphes s’il existe un homéomorphisme
de l'un sur l’autre. La relation ”étre homéomorphes” est une relation d’équivalence

sur l’ensemble des espaces topologiques. On appelle propriétés topologiques
ou invariants topologiques les propriétés des espaces topologiques qui sont
conservées par homéomorphismes

Remarque. Un homéomorphisme f : X — Y établit une bijection entre
les ouverts de X et ceux de Y.
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Exercices.

1. a) Décrire les fermés de la topologie discrete. De la topologie grossiere.
b) Démontrer que dans un espace métrique (F,d), les boules fermées

et les spheres sont des fermés.

2. Décrire l'intérieur, I’adhérence et la frontiere des sous-ensembles de R
suivants : ]0,1] ; |1, 4+00[; [0,1]U{2} ; Z; Q; Upen+]:, =]

n’ n+t
3. Décrire l'intérieur, I'adhérence et la frontiere des sous-ensembles de R?
suivants : Z? , Q*, S(a,r), {(z,y) e R?/z >0, y =sin1}
{(z,y) e R*/x >0, y = msin%}, {(z,y) € R*/z >0, y = %sin%} ,
10, 1[x{0}.

4. Soit (E,7) un espace topologique et soient A et B des sous-ensembles
de F.

a) Démontrer les égalités suivantes

(ANB)°=A°NB°
AUB=AUB
b) Démontrer les inclusions suivantes et, pour chacune d’elles, donner
un exemple ou 1'égalité n’est pas réalisée.
A°UB° C (AUDB)°
ANBCANB
Fr(AuB) C Fr(A)U Fr(B)
Fr(A) C Fr(A)
Fr(A°) C Fr(A)
5. a) Démontrer qu'une sphere d’un espace vectoriel normé n’a aucun
point intérieur.
b) Démontrer que si un sous-espace F' d’un espace vectoriel normé E

possede un point intérieur, alors F' = E.

6. Donner un exemple d’espace topologique E et d’un sous-ensemble A
de E tels que A et A° soient denses dans F.

7. Soit (E,d) un espace métrique. Pour tout z € E et tout sous-ensemble
A de E, on définit la distance d(x,A) de z a A par : d(z,A) =
innyA d(l’, y)
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10.

11.

12.

13.

a) Montrer que si A C B, alors Vz € E,d(x, B) < d(z, A)
b) Montrer que d(z, A) = 0ssi z € A et que Vo € E,d(z, A) = d(z, A).

Soit (E,d) un espace métrique et soit A une partie non vide de E.
On appelle diametre de A et on note diam(A) la borne supérieure des
distances d(z,y) ou z,y € A.

a) Démontrer qu'un sous-ensemble de F est borné (c’est-a-dire contenu
dans une boule) si et seulement si son diametre est fini.

b) Démontrer que si A est borné, alors A aussi et diam(A) = diam(A)

Soit S' = {z € C;|z| = 1} le cercle trigonométrique, muni de la distance
restriction de la distance usuelle sur C (d(z1,22) = |21 — 29]). Soit
a € St. Démontrer que si a et 3 sont deux valeurs d’adhérence de la
suite (a"),en, alors le produit af et le quotient o/ sont aussi valeurs
d’adhérence de cette suite.

Soient X et Y deux espaces topologiques et soit f : X — Y une ap-
plication. Soit z un point de X, soit W (x) un systeme fondamental de
voisinages de z et soit W(f(x)) un systeme fondamental de voisinages

de f(x).
a) Démontrer que f est continue en z si et seulement si pour tout
voisinage V' € W(f(x)), il existe U € W (x) tel que f(U) C V.

b) En déduire que si (X,d) et Y, d') sont des espaces métriques, alors
f: X — Y est continue en xy € X si et seulement si

Ve> 0,97 >0, Vy € X, (d(zo,y) <n = d(f(x0), f(y)) <e

Soit F un ensemble muni de deux topologies 7 et 7’. On dit que 7
est plus fine (resp. moins fine) que 7’ si 7/ C 7 (resp. 7 C 77).

Soit E un espace topologique et soit A un sous-ensemble de £. Montrer
que la topologie induite sur A est la moins fine des topologies sur A
telles que l'injection canonique 7 : A — F soit continue.

Démontrer que ”étre séparé” (pour un espace topologique) est une pro-
priété topologique. Donner d’autres propriétés topologiques.

Soit (E,d) un espace métrique et soit A un sous-ensemble de E.

a) Soit x € E. Démontrer que d(z, A) = 0 si et seulement si x € Aet
que d(z, A) = d(z, A).

b) Démontrer que l'application z — d(z, A) est continue.
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14.

15.

16.

c¢) Soient A et B deux fermés disjoints de E. Montrer qu’il existe deux
ouverts U et V disjoints tels que AC U et BCV.

Munissons 'espace vectoriel C([0, 1], R) de la norme ||.||oo (norme de la
convergence uniforme).

a) L’application f —— f2 de C(]0, 1], R) dans lui-méme est-elle continue
?

b) L’application f — f01 f(z)? dx de C([0,1],R) dans R est-elle con-
tinue 7

¢) Mémes questions en munissant C([0, 1], R) de la norme |].||;.

Soient (X, d) et (Y,d") deux espaces métriques et soit f: X — Y une
application. On appelle graphe de f le sous ensemble Gy de X x Y
défini par Gy = {(z,y) € X xY; v € X, y = f(z)}. Démontrer que si
f est continue, son graphe Gy est un fermé de X x Y.

Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Démontrer que les boules
ouvertes de E sont deux a deux homéomorphes. Démontrer que toute
boule ouverte dans F est homéomorphe a F.
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3 Espaces compacts

3.1 Espaces compacts : définition, propriétés

Définition 3.1 Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et
sl vérifie la propriété suivante, dite propriété de Borel-Lebesque :

De toute famille (U;)ier d’ouverts de E dont E est la réunion, on peut
extraire famille finie Uy, ..., U; , i1,...,1, € I dont la réunion est E.

Remarque La propriété de Borel-Lebesgue est équivalente a :

De toute famille (F;);cr de fermés de E dont I'intersection est vide, on peut
extraire une famille finie F; ,...  F; , i41,...,1, € I dont dont l'intersection
est vide.

Propriétés élémentaires des espaces compacts.

1) Tout fermé d’un espace compact est compact.

2) Dans un espace compact, toute suite possede une valeur d’adhérence.
3) Tout sous-espace compact d’'un espace séparé est fermé.

4) Tout sous-espace compact d'un espace métrique est borné.

Théoréme 3.2 (Théoréeme de Bolzano-Weirstrass) Un sous-espace A
d’un espace métrique (E,d) est compact si et seulement si toute suite de
points de A possede une valeur d’adhérence dans A.

3.2 Espaces compacts et applications continues

Proposition 3.3 Soit f une application continue d’un espace compact E

dans un espace séparé F. Alors son image f(FE) est une partie compacte de
F.

Corollaire 3.4 Une application bijective continue d’un espace compact E
dans un espace séparé F est un homéomorphisme.

Corollaire 3.5 Soit E un espace topologique et soit f : E — R une fonc-
tion continue. Si E est compact, alors [ est bornée sur E et atteint ses
bornes.

3.3 Le théoréeme de Heine

Théoréme 3.6 (Théoréeme de Heine) Tout intervalle fermé et borné de
R est compact.

Théoreme 3.7 Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bornées.
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Corollaire 3.8 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les sous-
espaces compacts sont les fermés bornés.

3.4 Espaces compacts et continuité uniforme

Définition 3.9 Soient (E,d) et (F,0) des espaces métriques. Une applica-
tion

f + E — F est dite uniformément continue sur E si pour tout e > 0,
il existe n > 0 tel que, pour tous x,y € E tels que d(z,y) < n, on ait

0(f(x), fy)) <€

Théoréme 3.10 Soient (E,d) et (F,0) des espaces métriques et soit f :
E — F. Si E est compact et si f est continue, alors f est uniformément
continue.

3.5 Espaces localement compacts.

Définition 3.11 Un espace topologique est dit localement compact s’il est
séparé et si chacun de ses points possede un voisinage compact.

Théoréme 3.12 (Théoréme d’Alexandroff) Soit (E, T) un espace topologique
localement compact et non compact. Posons E = EU{w}, ot {w} est un
singleton. Notons T Uensemble des parties de E qui sont soit des ouverts de

E, soit les complémentaires dans E des parties compactes de E. Alors T est

une topologie sur E. De plus, (E,’T) est un espace topologique compact et
(E,T) est un sous-espace topololgique dense dans E.

Définition 3.13 L’espace topologique (E,T) s’appelle le_ compactifié d’Alexandroff
de E. Le point w est appelé point a 'infini de E.

Exercices

1. Soit F un espace topologique séparé et soit (uy,)nen une suite de E qui
converge vers | dans E. Montrer que K = {u,; n € N} U {l} est une
partie compacte de E.

2. Soit E un espace topologique séparé, A et B deux parties compactes
non vides et disjointes de E. Démontrer qu’il existe deux ouverts U et
V' disjoints tels que A C U et BC V.

3. Soit E un espace métrique, A une partie compacte de E et x un point
de F.

Montrer qu’il existe a € A tel que d(z, A) = d(z, a).
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4. Notons [* I'espace vectoriel normé des suites numériques bornées muni
de la norme ||(2,)n||c0c = SUp,ey |Tn|. Démontrer que la boule fermée
unité de [*° n’est pas un compact.

5. Soient (F,d) et (F,d) deux espaces topologiques. Soit £ > 0. On
dit qu'un application f : E — F est k-lipschitzienne si Vx,y €
E6(f(x), f(y)) < kd(x,y). Démontrer qu'une application k-lipschitzienne
est uniformément continue.

6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. L’objectif de 'exercice
est de démontrer que toutes les normes sur £ sont équivalentes. Fixons
N : E — R une norme sur F.

(a) On choisit une base ey, ..., e, sur E, et on munit £ de la norme
|[.][x définie par : ||>0  ziells = >, |z;]. Démontrer qu’il
existe 3 > 0 tel que

Vo € E,N(x) < B|z|

(b) En déduire que l'application identité Id : (E,||.||;) — (E,N) est
continue (Attention, F n’est pas muni de la méme norme au départ
et a larrivée)

(c) Soit S(0,1) = {z € E | ||z||]s = 1} la sphére unité de E pour la
norme ||.||;. Démontrer que S(0, 1) est un compact de E.

(d) Démontrer qu’il existe a > 0 tel que Vo € S(0,1), N(z) > a. En
déduire que pour tout x € E, af|z||1 < ||y]|.

(e) Conclure.
7. (Topologie quotient)

(a) Soit E un espace topologique et soit R une relation d’équivalence
sur £. Notons 7 : F — FE/R la projection canonique sur ’espace
quotient £/R. On définit la topologie quotient sur £/R de la
facon suivante : U est un ouvert de E/R si et seulement si 71 (U)
est un ouvert de F.

Démontrer que I'on définit bien ainsi une topologie sur F/R.

(b) C étant muni de sa norme usuelle |.|, on note S' le cercle unité de
C, muni de la topologie induite. Soit ~ la relation d’équivalence
sur R définie par : o ~ y ssi x —y € Z. On note R/Z 'espace
quotient, et on le munit de la topologie quotient. Démontrer que
St et R/Z sont homéomorphes.
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8. Démontrer que les parties ouvertes et les parties fermées d'un espace
localement compact sont localement compactes.

9. a) Démontrer que le compactifié d’Alexandroff de R est homéomorphe
au cercle S' = {(x,y) € R? / 2? +y? = 1}.

b) Pour tout entier n > 1, on pose

n+1

Sn = {(I17 “e 7~ITL+1> S Rn+1 / Z{E? = 1}
=1

On dit que S™, munie de la topologie induite par celle de R*! est la
sphere unité de dimension n. Démontrer que le compactifié d’Alexandroff
de R™ est homéomorphe a S™.
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4 Applications linéaires continues

4.1 L’espace vectoriel normé des applications linéaires
continues

Proposition 4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur R ou C
et soit f + B — F wune application linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est uniformément continue sur E

(ii) f est continue sur E

(111) [ est continue en 0

() f est bornée sur la boule fermée unité B (0, 1)

(v) il existe M > 0 tel que pour tout x € E, ||f(x)|| < M ||z||

Notation. On note L(E, F) 'espace vectoriel des applications linéaires con-
tinues de F dans F.

Proposition 4.2 On définit une norme sur L(E, F) de la fagon suivante.
Soit f € L(E,F) ; on pose

[fll = sup |[|f(2)]|F
|zl <1
Remarque. |[]| = sup|, s [1/(0)l|r = stpycp o L

Proposition 4.3 Soient E, F et G trois e.v.n. et soient f € L(E,F) et
9 € L(F,G). Alors go f € L(E,G), et ||lgo fIl <|lgll [IF1]

Proposition 4.4 Toute application linéaire d’un espace vectoriel normé de
dimension finie dans un espace vectoriel normé quelconque est continue.

Définition 4.5 Soit E un espace vectoriel normé sur R. On appelle dual algébrique
de E et on note E* l’espace vectoriel des formes linéaires sur E, i.e. des ap-
plications linéaires de E dans R. On appelle dual topologique de E [’espace
vectoriel normé L(E,R) des formes linéaires continues sur E.
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4.2  Applications multilinéaires continues

Définition 4.6 Soient F,,..., E, et F' des espaces vectoriels normés. Une
application f : Fy x ... x E, — F est dite n-linéaire si pour tout a =
(a1,...,a,) € By X ... X E, et pour tout i € {1,...,n}, Uapplication de F;
dans F' définie par v; — f(a1,...,ai—1, i, Qip1, - .., ay) est linéaire.

Proposition 4.7 Soient Ey,...,E, et F des espaces vectoriels et soit f :
E = FE x...x E, — F une application multilinéaire. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) f est uniformément continue sur £y X ... x E,

(i1) f est continue sur Ey X ... X E,

(117) f est continue en l'origine de Ey X ... X E,

() [ est bornée sur {(x1,...,x,) € By X ... X E, [ Vi ||z||g, <1}

(v) il existe M > 0 tel que pour tout (xy,...,2,) € By X ... X E,,
f (1wl < M flza]] . [zl

Notation. On note L(E4,..., E,; F) l'espace vectoriel des applications n-
linéaires continues de F; X ... x E,, dans F.

Proposition-définition. On définit une norme sur L(Ey,..., E,; F) de la
fagon suivante. Soit f € L(FE, F') ; on pose

A= sup |[f(21,. .- 20)lle

[lz]| £, <1

Exercices.

1. Soit R[t] I'espace vectoriel des polynomes & une variable. On le munit
de la norme ||| P|| = sup;ep 1) [P(t)]-
a) Fixons a € R. Soit L, : R[t] — R définie par L,(P) = p(a).
Vérifier que L, est une forme linéaire sur R[¢t]. Démontrer que L, est

continue si et seulement si a € [0, 1], et lorsque c’est le cas, calculer sa
norme.

b) Soient v et 5 deux réels tels que o < . On définit une application
®.5 : R[t] — R en posant ®,5(P) = faﬁ |P(t)| dt. Vérifier que @5 est
une forme linéaire sur R[t]. Trouver une condition néssaire et suffisante
portant sur les réels a et 3 pour que ®,4 soit continue, et lorsque c’est
le cas, calculer sa norme.

20



2. Fixons a € [0,1] et considérons 'application 6 : C([0,1],R) — R
définie par 6(f) = f(a). Est-elle continue si 'on munit C([0,1],R) de
la norme ||.||; 7 Si c’est le cas, calculer sa norme. Mémes questions
pour ||.||2 et pour ||.||so-

3. Considérons l'application Q : C([0, 1], R) — R définie par

Q(f) = / (1 - 2)f(z) da

Démontrer que €2 est continue lorsqu’on munit C([0, 1], R) de 'une des

trois normes ||.||1, ||-||2 ou ||.||co- Dans chaque cas, calculer la norme
de €.
4. On munit R™ successivement de chacune des normes ||.||1, ||-||2 et ||-||o

(cf cours). Déterminer, dans chaque cas, la norme associée sur le dual
topologique de R™ en donnant l'expression de la norme d’une forme
linéaire f sur R™ au moyen de ses composantes dans la base duale de
la base canonique de R".
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5 Espaces métriques complets

5.1 Suites de Cauchy

Définition 5.1 Une suite (z,)nen dans un espace métrique (E,d) est dite
de_Cauchy si

Ve >0,dIN e Ntqg. VYmneN, (m>N etn>N = dw,,x,) <€)

Proposition 5.2 1) Toute suite convergente est de Cauchy

2) Toute suite de Cauchy est bornée

3) Toute suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence est conver-
gente vers cette valeur d’adhérence.

5.2 Espaces métriques complets

Définition 5.3 Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans E est convergente.

Exemples d’espaces métriques complets

a) Compacité et espaces complets. - Un espace métrique dont toutes
les boules fermées sont compactes est complet. En conséquence, R, et plus
généralement R", n € N* sont complets.

b) produit d’espaces complets. - Tout produit fini d’espaces complets,
muni de la distance produit, est complet.

c) fermé d’un espace complet. - Tout fermé d’un espace complet, muni de
la distance induite, est complet.

Proposition 5.4 Tout sous-espace complet d’un espace métrique est fermé.

5.3 Espaces de Banach

Définition 5.5 Un espace vectoriel normé complet s appelle un espace de Banach.

Proposition 5.6 Soit E un espace vectoriel et soient ||.||1 et ||.||2 deux
normes équivalentes sur E. Alors (F,||.||1) est un espace de Banach si et
seulement si (E,||.||2) est un espace de Banach.

Proposition 5.7 1) (C([0,1],R),||.||) est un espace de Banach
2) (C([0,1],R),||.||x) n'est pas complet.

22



Proposition 5.8 Soit (F,||.|]|) un espace de Banach et soit (up)pen une
suite dans E. Sila série ), un est normalement convergente (c’est-a-dire
Y nen |[ual], alors elle est convergente, et

1Y wall < [fuall
n=0 n=0
5.4 Le théoréeme du point fixe

Définition 5.9 Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques. Une appli-
cation f : E — F est dite contractante si f est lipschitzienne de rapport
k < 1, c’est-a-dire s’il existe un réel k < 1 tel que pour tous x ety € F,

o(f(x), [(y)) <k d(z,y)

Définition 5.10 Soit E un ensemble et soit f : E — E une application de
E dans lui-méme. On dit que v € E est un point fize de f si f(x) = x.

Théoréme 5.11 (Théoréme du point fixe) Une application contractante
d’un espace métrique complet dans lui-méme possede un point fize unique.

5.5 Espaces de Banach et applications linéaires con-
tinues

Théoreme 5.12 Soit ' un espace vectoriel normé et soit F' un espace de
Banach. Alors L(E, F') est un espace de Banach.

Cas particulier. Pour tout espace vectoriel normé E, L(E,R) est un espace
de Banach.

Définition 5.13 Soit E un e.v.n. Un élément u € L(E) = L(E, E) est dit
inversible s’il existe v € L(E) tel que uov =idg et vou = idg.

Théoreme 5.14 Soit E un espace de Banach et soit u un élément inversible
de L(E). Alors pour tout v € L(E) tel que ||v]| < ﬁ, u+uv est un élément
inversible de L(F) et

1

1w+ )7 < e
=7t = {lvl]

Corollaire 5.15 L’ensemble des éléments inversibles de L(E) est un ouvert
de L(E).
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Exercices

1.

(théoreme de Cantor) Si A est une partie non vide d’un espace métrique
E, on appelle diametre de A et on note diam(A) la borne supérieure
des distances d(z,y) ou x et y sont des points de A (voir aussi I'exercice
8 du chapitre 2).

Démontrer qu'un espace métrique (E,d) est complet si et seulement si
pour toute suite (F),)n,eny de fermés non vides de E décroissante (i.e.
Vn, Frp1 C Fy) telle que lim,,_diam(F,) = 0, lintersection Ny,enF,
est un singleton.

(théoreme de prolongement) Soit (E,d) un espace métrique et soit
(F,§) un espace métrique complet. Soit A une partie dense de E et soit
g : A — F un application uniformément continue. Démontrer que g
se prolonge de maniere unique en une application continue g : £ — F
et que g est uniformément continue.

Soit S un ensemble. On note B(S) I'ensemble des fonctions f : S —
R bornées sur S, et pour tous f et g dans B(S), on pose d(f,g) =
sup,cg | f(z) — g(z)|. Démontrer que (B(S), d) est un espace métrique
complet.

. Démontrer que C([0, 1], R), |[|.||1) et C([0, 1],R),[|.||2) ne sont pas com-

plets.

Pour tous x et y dans R, on pose §(z,y) = |arctan(x) — arctan(y)|.
Démontrer que (R, d) est une espace métrique non complet.

(a) Soit I* I'espace vectoriel des suites u = (u,,),, dans R telles que la
série Y u, est normalement convergente. Pour tout u dans ',
on pose [|ulli = Y, oy [tn|- Démontrer que (I*,]].||1) est un espace
de Banach.

(b) Soit Cy le sous-espace vectoriel de ! des suites de réels dont tous
les termes sont nuls sauf un nombre fini. On restreint la norme
||.]]1 & Co. Démontrer que (Cy, ||.]|1) n’est pas complet.

(c) Démontrer que Cy est dense dans ['.

Soit K : [0,1] x [0,1] — R une application continue et soit ¢ €
C([0,1],R), et soit A un nombre réel. Démontrer que si A est suffisam-
ment petit (on précisera ce que cela signifie), alors I’équation fonction-
nelle d’inconnue f : [0,1] —

/th B dt + é(x)
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admet une solution unique dans C([0, 1], R).

. Déterminer les fonctions continues bornées de [0, +oo[ dans lui-méme
qui sont solutions de I’équation fonctionnelle

[f(x)]? =1+ f(x+1), Vz € [0, +00]

. Soit f : R® — R une application continue. On suppose qu’il existe
[ € R tel que lim)jg|—400 f(x) = . Démontrer que f est bornée et
uniformément continue sur R".
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6 Connexité

6.1 Espaces connexes : définitions et propriétés

Définition 6.1 Un espace topologique E est dit connexe s’il n’existe pas deux
ouverts non vides Uy et Uy de E tels que E = U, U Uy et Uy NUy = ().

Remarque. Si A est une partie d'un espace topologique £ on munira A de
la topologie induite et on dira que A est une partie connexe de F si A muni
de la topologie induite est connexe.

Proposition 6.2 Un espace topologique E est conneze si et seulement si les
seules parties de E a la fois ouvertes et fermées dans E sont E et ().

Proposition 6.3 Les sous-espaces connezxes de R sont les intervalles.

6.2 Connexité et applications continues

Proposition 6.4 Soient E et F deux espaces topologiques et soit f : E —
F une application continue. Si E est connexe, alors f(F) est conneze.

Corollaire 6.5 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit E un es-
pace topologique connexe et soit f : E — R une application continue. Soient
a etbe E. Alors pour tout ¢ € [f(a), f(b)], il existe x € E tel que f(x) = c.

6.3 Composantes connexes

Définition 6.6 On dit que deux points a et b d’un espace topologique E sont
connectés s’il existe une partie connexe A de E qui contient a et b.

La relation ”étre connectés” est une relation d’équivalence sur les points
de E (le démontrer). Les classes déquivalence pour cette relation sont ap-
pelées
composantes connexes de E.

Remarque. La composante connexe d'un point a de E est la plus grande
partie connexe de E contenant a.

6.4 Connexité par arcs

Définition 6.7 Un espace topologique E est dit connexe par arcs si pour tout
couple (a,b) de points de E, il existe une application continue f[0,1] — E

telle que f(0) =a et f(1) =b.

Proposition 6.8 Un espace topologique connexe par arcs est connezxe.
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Exercices.

1.

Soit (F,d) un espace topologique et soit A une partie connexe de E.
Démontrer que tout sous-espace B de E tel que A C B C A est con-
nexe.

Soit E un espace topologique et soient A; et Ay deux sous-espaces con-
nexes F tels que A; N Ay # (). Démontrer que A; U A, est connexe. En
déduire que la relation ”étre connectés” est une relation d’équivalence.

. un espace topologique est dit totalement discontinu si chacune de ses

composantes connexes est un singleton.

(a) démontrer qu'un espace discret est totalement discontinu

(b) Démontrer que Q est totalement discontinu mais pas discret.

Soit E = {(x,y) € R?/x > 0,y = sinl/x}. Démontrer que E est
connexe mais n’est pas connexe par arcs.

Soit f : X — Y une application continue d’un espace topologique X
dans un espace topologique Y. On suppose f localement constante sur
X, c’est-a-dire que tout point de X possede un voisinage sur lequel f
est constante. Démontrer que f est constante sur chaque composante
connexe de X .Montrer que chaque intervalle |7 /2 + km, 7/2+ (k+ 1)7|,
avec k € 7 contient une solution de I’équation tanx — e* = 0.

(a) Soit f: X — Y un homéomorphisme entre deux espaces topologiqes

X et Y. Montrer que f induit une bijection entre les composantes
connexes de X et les composantes connexes de Y.

(b) Parmi les lettres suivantes (vues comme des sous-espaces de R?)
quelles sont celles qui sont homéomorphes : A, C, D, E, L, O, X,
Y
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