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Exercices corrigés - Développements limités

Calculs de développements limités

Exercice 1 v - Somme &t prc-l:luit de DLs [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Calculer les developpements limités suivants @

1. 11 — e al'ordre 3 en 0 2. T—z+/T+zalordreden
—z
3. sinzcos(2z) 3 'ordre 6 en 0 4. cos(z)In(l + z) & l'ordred en 0

5. (z' +1)yT—zalordre3en0 6. (In(l+2))” alordreden0




Corrigé '

1. Il suffit d'écrire

1
—1 A 3
- +z+z°+z +oz)
2 3
e’:1+z+%+%+o(z‘1}

et de faire la différence :

1 12 51::! q
l_I—ﬂx—?-F?-l-O(I :l
2. Il suffit décrire
r =z x' 5ot 4
m:1+§—?+ﬁ—ﬁ+o{z}
= x? z? St 4
EZI_E_?_E_E_‘_O{I}
et de faire la somme :
g 2 B2l 4
VIiFz+/T—z=2 76l + o(z*).
3. On écrit
k] 5
s'm{:l:}:.r—%—l—:ﬁ—l—o[zﬁz}
224
c05(21)=1—2.r2+T+0[35}.

Remarquons guil n'est pas nécessaire d'aller jusqu'a lordre é pour cos(2x) car tous les termes de son

developpement limiteé seront au moins multipliés par x, et on gagne un ordre. On en déduit, en effectuant le
produit

13z 1214

sin(z) cos(2z) =z — s 130 +o(x9).




Ll LU

4. On ecrit les développements limites

IE 34 4
COST = 1—T+ﬂ+o{z )
2 ' It 4
]n(l-l—z}: I—?+T—T+O{z ]
et on effectue le produit pour trouver
2 2t
(cosz)In(l+z) ==z — - 5 + o(z*).

5. Cest la méme méthode, encore plus facilecar 1 + 2 =1+ 23 + 0{23]. Puisque d'autre part

2 3
Tmr—1_2_%2 % 3
—r=l-3-F 15 to@)
on trouve en effectuant le produit
2 3
15
{1+33}\HI—I=1—£—I—+ - +o(z?).

2 8 16

6. Puisque In(1 + x) ~q =, il est 13 aussi simplement nécessaire deffectuer un DL de In(1 + =) a lordre 3.
En effectuant le produit, on va automatiguement gagner un ordre. Donc, en ecrivant

IZ 3 -
].11(14—.:}::—?—!———!—0(: )
on trouve
(In(1+2))° =22 2%+ 1:; +ofz?)

Exercice 2 ww - Quotient de DLs [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]
Enoncé W

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes :

1
1. ——
l+z+22
sinr — 1 In(1 + z) 51
- _— 3

: dl'ordre 2 en 0 4, -
cosr 41 sin &

dlordre 4 en () 2. tan(z)al'ordre 5en(

‘ordre 3 en 0.




Corrige ¥

1. On pose u = x + x2, qui tend bien vers 0 lorsque x tend vers 0, et on utilise

1

= 1—u+u2—u3+u4+o{u4).
1+u

On calcule les puissances de w, mais bien slr on les trongue a l'ordre 4. On trouve @

u=z+x
ul = 2% 4 227 4 2t
u? = 2® 4+ 3z} o(z?)

w=zty 0{14}

Ainsi, en remplagant, on trouve

1

Tz ot —a'+old).
I H

2. On commence par calculer le DL (& Uordre 4 simplement!) de g(z) = ﬁ Pour cela, on remarque que

g(z) = . — 1
o 39 - —_—
1-Z + & +o(zt) 1-u
avec
2 4
== 4
u= 7 24+0($:|
4
u2=I—+o{z"}
4
On deduit du DL de ﬁ que
2 4
T 5x
g(z) +2+24+(T}

On multiplie alors ce DL avec celui du sinus :




On multiplie alors ce DL avec celui du sinus :

3 5
i — == 5
sin(z) ==z &+ 120 + o(z”)
et on trouve
tanz = +I3+2I5+(5}
anz =z + 15 tolz).

3. Alordre 2, on a

2
cos(z) +1=2— % +o(z?),
d'ols

. 1t 1 2 o
cmz+1_2x1_;:+o(zz} =5 +5 +ol=)

On multiplie ce DL par celui de sinx — 1
sinz — 1= —1+z+ o(z?).
On trouve finalement

1 = =2 5
=gty g tel=)

sinx — 1
14 cosz

4. Ici, il faut faire un DL a l'ordre 4 du numeérateur et du dénominateur car les termes en x vont se simplifier.

On trouve
z £ ! 4 1 z z z* 3
In(l+z) -F+F - tol@) 1-5+%5 4§ +o()
: - 1 - ]
L T — % +o(z?) 1- % +ofz?)
On effectue ensuite le DL a l'ordre 3 de
1 2
=1+— +o(z’)
1— 2 4 o(z?) 6
puis le produit et on trouve finalement
puis le produit et on trouve finalement
In(1+=x) z 2 I
———=1-—-4+——-——+40 1.‘3.
sinx 2 2 3 (=)

Exercice 3 ww - Composition de DLs [Signaler une srrsur] [Ajouter 3 ma feuills d'exos]

IEnonce ¥
Calculer les développements limites suivants :

1. ]Il(su] I) dl'ordre 4 en 0 2. exp(sinz) al'ordred en 0

T

1

3. (cosz)™* 3 'ordre 5en 0 4. z(coshz)* 31ordre 4 en 0.




Corrige W

1. On commence par crire

sz —I—2+I—4+a(z4]
x 6 120
On peut donc ecrire
sinx 2 a2t 4
].u( . )=ln(1+u}avecu=—?+m+o(z ).

En particulier, on remarque que g{uz} = o(z"}. De plus, on sait que

L
2

0On calcule les puissances de u, et on les trongue 3 l'ordre 4. Ainsi,

In(l+u)=u— +o{uﬁ}.

z? z?

_ = T 4
u=—— +120+o{:z}

2,z 4
u —§+o(z ).

Il vient

. 1 C
2. Onpose u =sInx =& — "’? + o(z"}. u tend vers 0 lorsque x tend vers 0, et on peut bien écrire que

3

w uwt ot 4
mcp{u]:1+u+?+?+ﬁ+o{u ).

Mais,




Mais,
3
=TI — % L 0{14}
4
ul =2 — % + o(z?)
u? = 2% 4 o(z?)
ul= gt —I—o(z"}.

En remplacant, on trouve

exp(sin(z)) =1+=z + ? = TT: +ofz*).
3. On ecrit
(cosz)™* = exp (sinzIn(cosT)).
On va donc devoir composer deux DLs, et faire un produit! Soit d'abord u = —z—,: + % +o(z5). on a
In(cosz) =In(1 + u) =u—uj + -u_3 = u—‘l + iﬁ + o(u®).

2 3 4 5

D'autre part,

u= —?—I—;—:—I—o(z‘r’}
u = zT: +a|:$‘r’)

u? = o(z®)

u? = o(z%)

u® = o(z”)

Il vient
2 g .
In(cosz) = — ST +o(z”).

On en déduit




0On en déduit

mwmﬁmﬂ=(r~§+§%+qu(:§_%+4gg

3
= — 5 +o(a®)
Finalement, on pose v = —’—; + 0{23}, et on voit que v¥ = o(z®). on obtient donc
I3
exp (sinzln(cosz)) = exp(v) =1+ v+ O('uz) =1i— 5 + o(z®).

ILy avait finalement moins de calculs que l'on ne pouvait le craindre!

4. On commence par studier le DL de %]II(CDS]] ). Au voisinage de 0, le DL a l'ordre 4 du cosinus
hyperbolique est donné par

2 !
— + A

4
3 24+0{:z ).

coshr =1+

Celui de In(1 + u) est donné par

2
In(l+u)=u— % —l—o(uz}.

Il est n'est pas nécessaire d'aller plus loin, car en posant uw = ’TE + % + o(z*), on a déja o(u®) = o(z?).

Puisque u® = "’T: +o(z), on a en introduisant dans le DL de In(1 + u) :
L in(cosha) = £ — & 1 ofa)
z T

{on se contente de DLs & U'ordre 3 car on va les multiplier par z & La fin). Pour trouver le DL de (cosh ::I?', on
doit encore composer par l'exponentiells :

exp(v) :\v+f +£ +o(v*)

2 6
avec
3
H T 9
v=—-—— +tolzr
2 12 ( )
0On trouve donc
2 3
T T
{coshz]% =14 5+ % 18 + ofz®)
Pour la fonction initiale, ceci donne
2 3 4




Exercice 4 wiw - Intégra.tic-n de DLs [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

Enoncé W
Calculer les développements limités suivants :

1. arccosz 3 l'ordre 5 en 0 2. f et'dt 3 Pordre 5 en 0.
1]

r

Corrige W

1. La fonction arccos est dérivable en (, et sa dérivée vaut

1

1T—z2

0. Pour le calculer, on commence par écrire que
l 42 +z* + o(z?).
1—z?

on déduit que

1 x?
=-1-" Za'{oz!
1—=z 2 8 ( )
On integre ce developpement limité. Tenant compte de arooos(ﬂ] = %, il vient
arccos(z) = Tz 3—3 — —z° 4 o(z")
2 i 40
2. La méthode est similaire. On remargue gue
x? 2 4
e =14z +?+G(I}.
En intégrant, on trouve que
= 3 5
r T T 5
dt =10 — 4+ = .
‘/; € +rt 3 +m+o(z]

Cette fonction est de classe C'™° autour de 0, elle admet au moins un développement limité a lordre 4 en

Posons u = x> + z* + o(z*) et remarquons que u? = x* + o(z*). Du développement limité de /1T + u,

Exercice 5 v - DLs pas en 0! [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

[Enonce ¥
Calculer les développements limites suivants :

1.1 3 lordre 3 en 2 2.1n(z) & l'ordre 3 en 2
3.¢"3dlordre 3enl 4. cos(z) 3 l'ordre 3 en %
5.,/T a l'ordre 3 en 2




Corrige W

1. Onpose = 2+ h, dod

1 _1 1
2+h 2 1+4
1 h  h® h .
5(1—5 I—?“(’”)
1 h h? & ,
_E E-I_?_E_l—ﬂ(h]

En revenant a &, on obtient

o o k|
z 2 4 8 5 tolz-2)

2. Onpose x = 2 + h, on factorise par 2 et on utilise les proprigtés de la fonction logarithme :

In(2+h) = 1112+1n(1+ %)

1 1 z—2+{z—2]2 (x—2)3

h R R
=24 — 4 h*).
+ 5 3 + o1 +o(h”)
Revenant & =, cela s'ecrit encore
z-2 (z-2?% (z-2)° 4
In =In2 — —29°).
(z) =ln2+ — g+t teolz-2))
3. Onpose x = 1+ h, et on écrit
ﬂllh =ele"

1,1 e g € 3 3
=e te h+Eh +?h +o(h™)

Retournant a x, on en deduit que

e" =e! + el(z —1)+ %{z — ])2 L %{:z = 1}3 +of(z — 1}3).




=

4. Onpose & = % + h. Par une formule de trigonomeétrie :

oos(g +h) = oos(g) cosh —s'm(g) sinh

=%—hzﬂ o(h*) — "rh+£h“+o{h“}

Revenant en &, on deduit

Vi m (@5-3)7 V3, w3 3
-3 -+ 5 -5 +e(-3)):

1
wsT =5 —
5. Onposex=2-+h, dol

arvie iy =a(i35-3(3) +5(3) +00)

V2, V2., f
= VZ+phogah +yogh +olh?).

En revenant a =, on a
VE=vIE a2 Y02y a2 (e -2

Exercice 6 www - Ordre le plus grand possihle [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

|Enonce ¥
2

Determiner a et b pour que la partie principale du developpement limité en 0 de la fonction cos o — ]il':z soit de

degre le plus grand possible.
[Indication P

Corrige ¥

On ecrit :

! =1—bz? + ¥z — 6’25 + o(z)
1+ ba?

ce qui donne, par produit

1+ az?
m=]+(a— )I +(

Finalement, le développement limité de la fonction est donné par

—ﬂ-b}z +(— b3+af.-2:}:r +O{zﬁ}

1 2 1 1 1
+az :(—a+b—§)zz+( b +ab+ 24)I4+(+b3—ab2—m)16+9(36)'

COSE —
1+ bz?
Le terme d'ordre 2 disparait si b — a = 1/2, et celui d'ordre 4 disparait aussi si
—bb—a)=—-=- = b=1/12.
Dans ce cas, on trouve a = —5,/12 et pour ces valeurs de a et b, on trouve une partie principale de degré 6

1+ az? i

CGSI——1+b‘I2 = mx




Exercice 7 Wi - DL en I'infini [Signaler une emreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

[Enonce ¥
Calculer les développements limites suivants :

1. ':El alordre3 en 4 oo 2.].]1(I+ 1+z)—l.11:|:é|1"ord.reden + o0

|Indication P

Corrige 'W

1. On pose u = %, de sorte que

i

= VT+2

B

H.2 'T.l'.:'l
=1 4= 3
tu—o+ 3 + o(u”)

—1+1_l+i+o(i)
N z 2z 277 )’

]n(z+ itz )_mzzh(1+1f’1+$).

On pose alors u = %, puis on ecrit, pour se ramener a un DL du logarithme en 0,

ln(l+m) :h(l+@).

2. On commence par crire

1+4+us—1 u? ol

d'ols, par composition de DLS,

d'ol, par composition de DLS,

(1+,/1_+u7) = '”T - —2 +o{u“)

Revenant a la fonction initiale, on trouve

]n(z+1x‘1+32)—luz=]n2+i—i+o(l‘l).

472 32x4




Exercice 8 wiwiw - Astucieux! [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuills d'exos]

lEnonce ¥

Calculer, a lordre 100, le développement limité en 0 de ]n(zigu %)

|Indication P

Corrigé W

on éerit e = 31" % + o(z'™), de sorte que
9 £100 .
(S E ) (e F_
; ] (“‘F To01 o= ))

= I—l.u(l—e z (:1”;3 +o{:1“°)))

Mais e * =1+ o(1), et donc

On en déduit finalement :




