Cours de Probabilités & Statistique (L1 MI)

A. Menni
1¢f mars 2016

Chapitre2 : Statistique Descriptive Bivariée

1 Introduction.

La mesure de deux variables, désignées par X et Y, sur des unités statistiques donne lieu &
une série statistique bivariée. L’analyse statistique d’une telle série s’effectue selon une démarche
ayant de nombreux points communs avec celle suivie dans le cas univarié. Cependant, I’objectif
poursuivi ici est double : il consiste & explorer, organiser et décrire les données afin de :

1. analyser les valeurs observées pour X d’une part et pour Y d’autre part.
2. analyser le lien éventuel entre les valeurs prises par X et celles prises par Y.

La série statistiques bivariée (ou double) est alors une suite de n couples de valeurs {(z;, ;) ; i =
1,2,...,n} prises par les deux variables statistiques X et Y sur chacun des n individus.

2 Tableau de contingence

Ce tableau est intéressant & construire lorsqu’on observe i plusieurs reprises les mémes
couples de valeurs. Cette situation se présente surtout lorsque n est élevé, que les variables sont
qualitatives ou quantitatives et que le nombre de valeurs distinctes de chaque variable est faible.

Le tableau de contingence (des effectifs) s’obtient alors en associant & chaque couple de valeurs
distinctes observées I'effectif correspondant au nombre de fois qu’il est apparu. Nous désignerons
par z1, Z2,...,Zp €t y1, y2,...,Y, les valeurs ou modalités distinctes des variables X et Y
respectivement, ou encore les centres de classe en cas de groupement des données.

Remarque

Nous limitons I’étude dans ce cours au cas ot les variables X et Y sont quantitatives.
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Exemple

On a mesuré la taille X et le poids Y de 20 individus. Ci-apres les résultats obtenus :

Zi Yi i Zi Yi
155 60 ( 180 75
162 61 | 175 76
157 64 | 173 78
170 67 | 175 80
164 68 { 179 85
162 69 170 90
169 70 | 180 96
170 70 { 185 96
178 72 | 187 98
173 73 | 187 99

Tableau 1 — Tailles et poids de 20 individus

Les classes d’une méme variable étant de méme amplitude. Compléter le tableau de contin-

gence ci-dessous :
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3 Nuage de points

Si les deux variables X et YV sont quantitatives, une maniere simple de visualiser les données
consiste & représenter chaque individu par un point dans le plan R? | de coordonnées (x,, ;) ;
1=1,2,...,n.

Cette représentation graphique des données porte le nom de nuage de points. Puisque ce gra-
phique nous indique la fagon dont les points se dispersent dans le plan, on lui donue aussi le nom

de graphique de dispersion.

Exemple

Tracer le nuage de points représentant les données du tableaul.

/ S B i K T [ P iy i
7 et il

76

68

60

4 Les distributions

4.1 La distribution conjointe

Elle est définie par I’ensemble des triplets {(z;,y;,ni;);¢ = 1,2,...,p et j = 1,2,...,p}.
L’effectil conjoint n,; donné dans la cellule (i, j) est le nombre d’individus présentant simnultané-
ment les modalités 2, de X et y; de V.
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La somme des eftfectifs n,; est bieu sir égale a la taille de la série statistique bivariée de départ :

P U

-
é E 1 =mn

i=1 jm=1

On parle également de distribution conjointe des fréquences relatives Jij = ™4 dont la somne
est évidernment égale 1 ¢
14 q

Do D

i=] y=]

4.2 Les distributions marginales
L'étude d'une série bivariée comporte en premier lieu l'analyse des séries marginales

univariées obtenues en ne considérant qu’'une seule variable a la fois ;
q

la série marginale en X : zy, 23, ..., I,

la série marginale en Y : gy, ya, .. o YUy

La distribution marginale de X est définie par 'ensembles des couples {(2;,m4) ; 1= 1,2,...,p}
ol I'on associe aux modalités z; (i = 1,2,.. -, P) les effectifs marginaux définis par

Tlje = L]

M-

[
I
-

Il va de soi que la distribution marginale des fréquences relatives de X est définie par I’ensemble

{(zifi) 5 6= 1,2,...,p} ob
Nie

f:- =

De fagon similaire, on définit la. distribution marginale de la variable ¥ par ’ensemble des couples

{0 0ai) 1 § =1, 2,050
p
ney = D mi
i=1

La distribution marginale des fréquences relatives de ¥ est alors définie par lensemble
((yjafij) ) J = 1)2)"-=Q} ol

_ Nej
foy =—

4.3 Les distributions conditionnelles

Une distribution conditionnelle consiste & fixer a priori la valeur dune des deux variables et
a décrire la distribution des valeurs de I'autre variable.
En effet, la 3°™¢ colonne du tableau statistique de contingence décrit la sous-population des
individus possédant la modalité y; (ou appartenant a la j™¢ classe dans le cas d’un caractére
continu) suivant le caractére X. La fréquence conditionnelle de la modalité =, sachant Y, est
dounée par :

Jij  ny ; R Lo
f‘-“:tﬁi-:n—:_' pot=1,2,...,p et j fizédans {1,2,...,q}
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De manidre analogue est déerite la distribution conditionnelle de Y sachant =; :

Ny . i -
Jfin = Iy =—L . =129 et i fizé dans {1,2,...,p}
fie e
P a
\ On constate que f;; = Jiafipe = Jojfiy; et montre facilement que Eff/i = ij/, =7
Y :

1=1
~ Exemples

L. Distribution de X sachant que Y € [60 — 68].

Alé—,’\
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2. Distribution de Y sachant que X € [171 — 179]. = it i)‘}’ (’US:( (‘,LAQMQ/EL-
F e P
| Classes de V" | [60 - 68] (68 - 76] [76 - 84] [84 - 92 [92 - 100] \‘g/ e —

= ThweWSh © ELT12¢ | Mo ° g
5 ) ' o WMAG Ase -S|
5 Indépendance entre deux variables statistiques « 5

Les deux variables X et Y sont dites indépendantes ssi

fis = fuefej V(7)€ {1,2,...,0} x {1,2,...,q}

On peut également vérifier 'indépendance entre X et V & partir des distributions conditionnelles :
il y & indépendance entre X et Y ssi

pour tout i on a fiy; = fi. V5 € {1,2,...,q}
ou bien

pour tout 3 on a f;; :f,j vie {1,2,...,p}
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Parameétres marginaux

6.1 Les moyennes arithmétiques
= 1
X = ;)—lén,.u:,
es 0 o
}/ = - 1 4
n Z eV
J=1
6.2 Les variances
5 1 & o = Sy
V(X)=ok == Zlni.(m, - X)?=X2-(X)
V(Y =0 = iin.-(y- V)2 =72~ ()2
Y n e NAYS)
Exemple
PN (60 - 68[ | [68-76[ | [76- 84] | [84-92 | [92- 100[ | e | miemi | mies?
Il 72 80 88 96
[155-163] | 159 2
[163-171[ | 167
[171-179] | 175
[179-187) | 183
TZ.J'
NejY;
ney;

P
Moyenne de X sachant que Y =y : X/yzy e Z fisizi

=1

g
Moyenne de Y sachant que X = z : f’/x:z = Z fisavi
i=1
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6.3 Les moyennes arithmétiques conditionnelles




6.4 Les variances conditionnelles

Variance de X sachant que V =y :
i=1

p P
VIX/Y =y)=0%)p_, = D fulmi = Xpyo,)? = 2 fuiwd = (Xppay)?
o

Variance de Y sachant que X = 7 :

g q
VIV/X =a)=of ke =3 Fiilts — Vxea) = 3 fije02 = (Vrxoa)?
=1

i=1

Remarque
Si X et Y sont indépendantes alors )_{/y:y =X et ?/sz =Y.

Exemple
Calculer la moyenne et 1a variance de X sachant que Y € {60 — 68
Classes (155 - 163[ | [163- 171 | [171 - 179[ | [179 -187]
e ly 159 167 175 183

Ix/veso-6s]

Zi fx /v el60-6s(

z?fX/YE[GU—SS{

7 Covariance et coefficient de corrélation

7.1 La covariance

La covariance de la série statistique {(zeys) ; 1=1,9,.. .,n} est désignée par Syy et est

définie par 'expression

P q P 9
Sxv =2 30N mle - Dy = 1) = 303 iyl - D)y — )
i=1 j=1

i=1 j=1

On montre que

1P o P g o
SXY = ;ZZ”;;%%‘ - XY = ZZfUCE,yJ - XY
=1 j=1 i=1 5=1
Propriétés
1. Sxy €R
2. La covariance est symétrique : Sxy = Sy x
3. Sxx =V(X)
4 V(X+Y)=V(X)+ V(Y)+ 2Sxy
. S?(y <V(X)V(Y)
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7.2 Le coeflicient de corrélation linéaire
Cest un indice rendant compte numériquement de la manidre dont les deux variablos X of ¥
varient simultanément (il mesure le degeé de linison entre X et V). 11 est noté par pxy el défini

par Uexpression

Syy
PXy = —
axay
Propriétés
L pxy = pyx
2 pxy €1-1,1]
3. |pxy| =14 il existe une liaison parfaitement linéaire entre X et Y

4. X et Y sont indépendantes = pyy = 0

Attention!

oxy =0 X et Y sont indépendantes.

Exemple
3 Y (60 - 68[ | [68 - 76[ | [76 - 84[ | [84 -92[ | [92 - 1000 | e
. Y 64 72 80 88 96
[155-163[ | 150
[163-171{ | 167
171-179[ | 175
[179- 187 | 183
|
8
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8 La régression linéaire simple

8.1 Droite de régression de Y en X

Le coeflicient de corrélation linéaire mesure la dépendance linéaire entre les deux variables V
et X, SiJa valeur de ce coeflicient est assez irnportante, on peut exprimer la variable ¥ comme
fouction afline de X Théoriquemnent on écrit

(Uy/x) Y =aX +0b

Les paramétres a et b sont déterminés de telle sorte que la droite de régression passe au plus
pres possible de tous les points dans le diagramme de dispersion. La méthode utilisée pour
Pestimation de ces deux paramétres est appelée " méthode des Moindres Carrés Ordinaires '
(notée en abrégé MCO). Tlle consiste & trouver les paramétres o et b qui minimisent le carré
des distances entre chaque poiuts (z,, 1) et sa projection sur la droite parallélement a 'axe des
ordonnées (())}), Evidemment, le parameétre a définit la pente de la droite alors que b donne la
valenr de 'ordonnée 4 Vorigine de la droite de régression (appelée également droite d’ajustement).
Comime la projection des points du nuage se fait parallélement a 'axe des ordonnées, la distance
entre un point (4, 1,) et se projection sur la droite est donnée par

Yi—Vi=yi—az;—b

La somme des carrés de ces distances qu’il faut donc minimiser est
n
2
S(a,b) = E (yi —ax; — b)
i=1

S(a,b) atteint son minimum lorsque ses dérivées partielles par rapport a a et b s’annullent :

d8(a,b) _ 05(a,b) _ . Sxvy 5 L
Tn = o —0:>aﬂV(X) et b

]
<<
I
<
8

La forme du paramétre estimé b permet de constater que la droite d’ajustement passe par le
point moyen (appelé aussi “centre de gravité') de coordonnées 7 et 7.
L’équation de cette droite devient donc § = dx + b.

8.2 Droite de régression de X en Y

En inversant les roles des deux variables X et Y, et en effectuant le méme caleul que préce-
demment, on définit la droite de régression de X en Y d’équation : 4 = a'y + b avec

Sxy 5 o
A= 22 o B 3!
a V) et b a'y

Remarques
— Les deux droites de régression sont en général différentes, mais on ne peut dire laquelle des
deux donne un meilleur ajusternent.
— Le carré du coeflicient de corrélation linéaire (appelé coeflicient de détermination et noté
R?) est le produil des deux pentes :

R* = phy = ad
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- Pour valider (ou rejeter) ajustement, on compare la valeur du coefficient de détermination
R? avee 1. Plus il est proche de 1 micux ¢’est.

— Si R? = 1 alors les points dans le graphe de dispersion sont parfaitement alignés.

— Si R? = 0 alors les variables X et ¥ sont non corrélés.

— Si pxy > 0 alors les variables X et Y varient dans le méme sens.

— Si pxy < 0 alors les variables X et ¥ varient dans deux sens différents.

8.3 Prévision
— La droite de régression de ¥ en X permet de prédire une valeur inconnue de Y lorsqu'une
nouvelle valeur x,,4; de X, n’ayant pas participé a la construction de Dy x, est donnée :

Gn41 = aTny1 +b
— La droite de régression de X en Y permet de prédire une valeur inconnue de X lorsqu'une

nouvelle valeur y,, 11 de Y, n’ayant pas participé i la construction de D x/y, est donnée :

& N r
Tpt1 = Q'Ypy1 + b

9 Ajustement non linéaire

Dans certains cas, l'ajustement a une fonction affine n'est pas adéquat et le coefficient de
corrélation linéaire prend une valeur non significative. Nous présentons dans ce cours deux cas
ou un ajustement non linéaire est envisagé, mais a aide d’un simple changement de variable, la
méthode des MCO nous permet d’effectuer cet ajustement.

9.1 Ajustement par une fonction puissance

Lorsqu’on constate, sur le graphique de dispersion, que les deux variables X et Y sont éven-
tuellement liées 1'une A 'autre par une relation de la forme ¥ — BX<, le changement de variable
suivant nous permet 'utilisation de la méthode des MCO pour 'estimation des deux paramétres

Beta:
Z=lnY, W=InX, a=aetb=Ing

La droite d’ajustement (affine) est ainsi obtenu sur les nouvelles variables W et Z -
Z=aw+b

Eit la fonction, a laquelle les données originales {(z;, ¥i); i=1,2,...,n} sont ajustées, est estimée
par: Y = X% ot & et b sont les estimations des MCO de a et b respectivement.

Exemple

Un responsable logistique a effectué 8 observationx mesurant le temps de préparation d'une
commande en minutes et le nombre de colis & préparer :

nombre de colis 7 9 111|131 14 16 18 20

temps de préparation(en minutes) | 38 | 42 | 53 | 86 | 104 | 144 | 201 | 292

10
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Eun examinant le nuage do points, nous nous proposons d’effectuer un ajustement linéaire ainsi
qu'un ajustement A une fonction puissance pour voir lequel des deux ajustements est meilleur.

Y
®

250 +-

200 - .

150 + :

®
100 ¢ ST - b SRREPI ¢
S0 3 5 T Do b e oo v ®
50 4 2 s sy s 45 4 e B
. : . . :
0 ' — — f i e
0 5 10 15 20
Le tableau ci-dessous donne tous les calculs nécessaires.
nombre de colfs | temps de préparation W=In X Z=inyY X y: w? 2* Xy w2

7 38 1,9459 3,6376 a9 1443 3,7866 13,2320 266 7,0784
5 a2 2,1972 3,7377 81 1764 4,8278 13,9702 378 82125
11 53 2,3979 3,9703 121 2809 5,7459 15,7632 583 9,5203
13 86 2,5643 4,4543 169 7396 6,570 19,8412 1118 11,4252
14 104 26391 43,6444 196 10816 £,9645 | 21,5704 1456 12,2568
16 112 2,7726 4,969 256 20736 76872 24,6590 2304 13,7792
i8 201 2,8904 5,3033 324 40201 8,3542 28,1250 3618 15,3285
20 292 2,5957 5,6768 400 85264 8,9744 32,2255 5840 17,0060

| moyenne 13,5 120 2,5505 4,5493 | 138,5000 [21328,7500] 6.6155 21,1783 | 19453750 | 11,8259

La droite de régression de Y en X est estimée par Dy/x : Y = 18.862X — 134.641, avec un
coefficient de corrélation lindaire p1 = 0.941 et donc un coefficient de détermination B? = 0.886

La droite de régression de Z en W est estimée par Dzny @ Z = 2.018X — 0.596, avec un
coeflicient de corrélation linéaire p; = 0.966 et un coefficient de détermination R? = 0.933

La courbe d'ajustement a une fonction puissance est donc meilleure et elle est obtenue en
posant a = 2.018 el f = ¢~ 059 = (.551
Autrement dit, ¥ = 0.551.X2.018

11
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9.2 Ajustement par une fonction exponentielle

Sile graphique de dispersion nous donne Pimpression que les deux variables X et Y sont liées
P'une & 'une par une relation non lnéaire de la forme : ¥ = Be”X, le changement de variable
sutvant nous permet Putilisation de la méthode des MCO pour V'estimation de 8 et a :

Z=mIY a=«a et b=1ng
La droite d’ajustement pour le nouveau couple de variables (X, Z ) est donnée par :
Z=aX+b

Et la fonction, & laquelle les données originales {(z:,1.); i = 1,2, ..., n} sont ajustées, est estimée

par : Y = aX + e® ot & et b sont toujours les estimations des MCO de a et b respectivement.

Exemple

Le tableau ci-dessous donne I’évolution du montant des ventes d’une certaine marque de
téléphones portables (en millions de dinars) entre 1999 et 2013 en fonction des frais publicitaires
€Ncourus.

année | 99 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13

X 6 9 12 12 19 23 24 30 34 36 39 40 40 41 41

Y 10 14 18 19 37 55 60 110 164 200 298 299 300 330 331

R R R R s

160 i ahaits
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Le tableau ci-dessous donme tous les calculs nécessaires.

Erais. Pub (X) Montant. Vertes (Y) Z=InY Xt r Xz
G 10 2,3026 36 5,3019 13,8155
9 14 2,6391 81 6,9646 23,7515
12 18 2,8904 144 8,3542 34,6845
12 19 2,9444 14 8,6697 35,3333
13 37 3,6109 361 13,0387 68,6074
23 55 4,0073 529 16,0587 92,1687
24 ] 4,0943 576 16,7637 98,2643
30 110 4,7005 200 22,0045 141,0144
34 164 5,099 1156 26,0086 173,3955
36 200 5,2983 1296 28,0722 190,7354
39 298 56971 1521 32,4569 222,1866
40 299 5,7004 1600 32,4951 228,0177
40 300 5,7038 1600 32,5331 2281513
41 330 5,7991 1681 33,6295 237,7628
41 331 5,8021 1681 33,6646 237,8869
L"m 22,0667 149,6667 4,4193 887,0667 21,0737 135,0520

L’équation de la courbe de régression exponentielle de Y en X est alors donnée par :
Y = 5.5434¢%1X

9.3 Ajustement par une fonction Logarithmique

Si maintenant le nuage de points (@i,y:) semble suivre le graphique d'une fonction logarith-
mique du type Y = aIn(X) + B, le changement de variable suivant nous permet d’estimer o et
B a l'aide des MCO :

Z=Y et W = In(X)

Exemple

Considérons la série statistique double suivante :

14,2

13
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Le tableau ci-dessous donne tous les calculs nécessaires.
TOTe
x 13 s s « s 53 532 a7 @ 7 o as sz 1f s o 27] i ne 2 £
e B A w =4 w7 ny my X 12 e %1 W2 = o7 s w ©2 “3 s 3] nm
- o S5 i =7 157 e 185 174 is2 4 17 P31 2= 5% 244 P 54 24T a 155 14
" ex aad s 2egf 2ot 1= 172 3w 18 Ity a7 47 1 5.57] 557 517 Prs £7e £70 356 g5
3 e sad eesf o) was| sl maw| e uox| wes] dmz| sis| omes] mex] mosd xae| ses| nes| o] omss
- ax{ ne cc| o=l «s] ex| uw| an| no| o] we x| wel o] ms] o] sl o] pos] s
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