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8.1. Applications linéaires (Homomorphismes d’espaces vectoriels)

8.1.1.Définition: Soient E et F deuxr K-espaces vectoriels.

On appelle application linéaire (ou homomorphisme d’espaces vectoriels) de E
dans F', toute application f: E — F telle que:

Pour tous z,y € E et pour tout o € K on a: f(x+y) = f(z)+ f(y) et
flaex)=aef(x)

*Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.

*Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E

*Un endomomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

8.1.2. Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Une application f : E — F est une application linéaire, si et seulement, si
Pour tous z,y € E et pour tous o, € K ona: f(aex+Feoy)=caef(x)+

Bef(y)

Preuve: a) Supposons que f est une application linéaire, alors pour tous
z,y € E et pour tous o, € K on a: f(awex+fey) = f(aezx)+ f(feoy) =
oo f(w)+ et ()

b) Inversement, si f vérifie f (cex+ Sey)=cae f(x)+ e f(y) pour tous
z,y € E et pour tous «, 3 € K, alors en choisissant (a, ) = (1, 1x) en suite



a quelconque et B = O, on obtient: f(z+vy) = f(z)+ f(y) et f(aez) =
ae f(r)m

Exemple 1: L’application f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (20 + 3y — 2,7 + 2)
est une application linéaire. En effet:

Pour tous (1, y1, 21) , (T2, Y2, 22) € R? et pour tous a, 3 € R on a:

fla(zr,y1,21) + B (x2,y2, 22)) = [ (axy + Bra, ayr + Bya, azy + [22)

= (2 (OéfL‘l + ﬁZBQ) +3 (ayl + 5y2) - (&Zl + 62’2) s (Oé$1 + 5932) + (OéZl + 62’2))

= (Oz (2%’1 + 3y1 — Zl) + ﬁ (2$2 + 3y2 — ZQ) , (.%’1 + Zl) + 6 (.1'2 + 22)) =

=« (2561 + 33/1 — 21,21 + 21) + 5 (2372 + 3y2 — Z29,T2 + 22)

= af (x1,y1, 21) + Bf (22,92, 22)

* f n’est pas un isomorphisme d’espaces vectoriels (f n’est pas injective)

Exemple 2: L’application g : C — C telle que g(z) = Z n’est pas une
application linéaire, si on considére C comme C-espace vectoriel. En effet: Pour
tous z, 2/ € Cet pour tous o, 3 € Con a: g (az + B2') = az+52 = ag (2)+Pg ()

mais si on considére C comme R-espace vectoriel, les scalaires «, 3 seront
choisis de R, alors @ = o et 3 = f3, donc dans ce cas g devient une application
linéaire.

* ¢ est un endomorphisme et puisque elle est bijective ¢’est un automorphisme.

Exemple 3: La dérivation des polynomes D : K [X]| — K [X] qui associe a
chaque polynome P son polynéme dérivée P’ (Voir cours 6) est une application
linéaire.

(D (aP + 5Q) = (aP + Q) = aP’ + Q' = aD (P) + 5D (Q)).

* D est un endomorphisme qui n’est pas un automorphisme ( D n’est pas
injective).

8.1.2.1. Remarque: Si f est une application linéaire alors 'image d’une com-

binaison linéaire de vecteurs est une combinaison linéaire de leurs images. C.a.d:
p p

f (Z)\iai = > N\if (a;) avec \; des scalaires et a; des vecteurs.

1=

8.1.3%Thé0ré1?n(13: Sotent E et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une
application linéaire. Alors:

1) f(0g) =0r ( Og et Op sont respectivement le zéro de E et le zéro F')

2) Pour tout x € E : f(—z) = —f(2)

3)Im f = f(F) est un sous espace vectoriel de F.

4) ker f = f~1{0p} est un sous espace vectoriel de E.

5) f est surjectif si, et seulement, si Im f = F

6) [ est injectif si, et seulement, si ker f = {0g}
On rappelle (voir cours 2 déf .2.1.2) que Im f = f(F) = {f(z) /x € E} et



ker f = f7{0p} ={z € E / f(z) = Op}
Preuve: 1) On a f(0g) :f(OE)+OF=f(OE)+f( ) — f(0g)
= (0 +0g) — f(0r) = f (0r) — [ (Op) = OF

2) f(=2)+ f(z) = f(-2+x)= f(0p) = 0p, alors f(—z) = —f(z).

3) On a d’apres 1) f (0g) = Op, alors Op € Im f

Et siy,y € Im f alors y = f (z) et ¥/ = f(2'). Or, pour tous «, 5 € K on a
ay + py = f(ax + B2’), donc ay + By € Im f, alors, d’aprés cours 7, Coroll
7.2.1.1, Im f est un sous espace vectoriel de F.

4) On a d’apreés 1) f (0g) = Op, alors Og € ker f

Et si z,2" € ker f, alors f (z) = Op et f(2') = Op. Or, pour tous o, 3 € K
on a f(ax+ fz') = 0, dot azx + Sz’ € ker f, alors, d’aprés cours 7, Coroll
7.2.1.1, ker f est un sous espace vectoriel de E.

5) Cette assertion est exactement ’assertion b) de cours 2 th 2.2.5.4

6) Supposons que f est injectif, alors:

ker f={z € E/ f(z)=0pt={zec £/ f(z)=f(0r)}= {05}

Inversement , supposons ker f = {0z}, alors:

Si f(x)=f(2),alors 0p = f(z)— f(2)) = f(zx—2"), don x — 2" € ker f,
donc x — 2’ = 0g et x = 2/, ainsi f est injectif. W

Exemple: Soit Papplication linéaire f : R* — R? définie par f (v,y,2) =
(2x +3y —z,x+2).

1) ker f = {(z,y,2) € R® /] (20 +3y — 2,2+ 2) = Op}, et la résolution du
204+3y—2=0
r+2=0
ker f = {(x,y,2) ER® / 2 =y = —xz}, alors f n’est pas injective, car ker f #
{Ogrs}.

2) Imf ={f(x,9,2) / (2.9,2) ER’} ={(2x+3y —z,2+2) / (v,y,2) e R’}

={zx(2,1)+y(3,0) +2(-1,1) / z,y,2 € R}

Alors Im f est le sous espace vectriel de R? engendré par la partie G =
{(2,1),(3,0),(—=1,1)} qui n’est pas libre (sinon dimg (Im f) = 3 ce qui est im-
possible car dimg (Im f) < dimg R? = 2)

D’apres le cours 7, th 7.5.2, la partie G contient une base et comme la partie
G1=1{(2,1),(3,0)} est libre, il existe une base A de Im f telle que G; C A C G
ce qui implque que G; = A et dimg (Im f) = 2 d’out Im f = R? ( cours 7, th
7.6.3), et par conséquent f est surjective.

systéme montre que I'’ensemble des solutions

8.1.4.Théoréme: Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels et soient f : E —
F et g: F — G deux applications linéaires. Alors: go f : E — G est une
application linéaire.



C.a.d: La composée de deux applications linéaires est une application linéaire
Preuve: Soient o, § € K et x1,x5 € E, alors:
go flazi+ Bx2) =g (f(az1 + Bx2)) = g(af (21) + Bf (22))

= ag (f (z1)) + By (f (x2)) = ago f (x1) + Bgo [ (x2)

d’oll g o f est une application linéaire B

8.2. Applications linéaires et bases

8.2.1 Théoréme: Soient E et F deur K-espaces vectoriels de dimensions finies
et f une application linéaire de E dans F.

1) f est injective, ssi, l'image par f de toute partie libre de E est une partie
libre de F

2) f est surjective, ssi, l'image par f de toute partie génératrice de E est une
partie génératrice de F

3) f est un isomorphisme, ssi, l'image par f de toute base de E est une base
de F

Preuve: 1.1) Supposons que f est injective, et soit {a1, as, ..., a, } une partie
libre de E. Montrons que {f (a1), f (a2), ..., f (a,)} est une partie libre de F.

Soient Ap, Ao, ..., A\, € K, on a: Aif (a1) + Aof (az) + ... + Auf (an) = 0 est
équivaut a f (Aja; + Agas + ... + \ya,) = 0 donc Ajag + Aag + ...+ \ua, € ker f =
{0}, d’ott A\jay + Aoag + ... + Apa, = 0, alors A\; = Ay = ... = A\, = 0 et la partie
{f(a1), f (a2),..., f (ay)} est libre.

1.2) Inversement, supposons que l'image de toute partie libre est une partie
libre.

Montrons que f est injective.

Si f(xz) = 0, alors la partie {0} est I'image de la partie {z}, et comme {0}
n’est pas une libre, alors {x} ne peut pas étre libre, donc = = 0 (sinon {z} sera
libre), par conséquent ker f = {0} et f est injective.

2.1) Supposons que f est surjective, et soit {aq, as, ..., a, } une partie génératrice
de E. Montrons que {f (a1), f (a2), ..., f (a,)} est une partie génératrice de F.

Soity € F'=1Im f, alorsy = f (x), pour un certain x € F qui s’exprime comme
combinaison linéaire des éléments de {a1, ag, ..., a,} : © = x101 + Ta2a9 + ... + anay,
avec T, Ty, ..., Ty, € K douy = x1f (a1) +xof (a2) + ...+ 2, f (a,) , par conséquent
{f(a1), f (a2),..., f (a,)} est une partie génératrice de F.

2.2) Inversement, supposons que l'image de toute partie génératrice est une
partie génératrice. Montrons que f est surjective.



Comme F est de dimension finie, alors il admet une partie génératrice {ay, as, ..., a, } ,
donc son image {f (a1), f (as), ..., f (a,)} est une partie génératrice de F.
Soit y € F, alors il s’exprime comme combinaison linéaire des éléments de

{f (@), f(a2),... f(an)} 1y = v f (@) +yaf (a2)+...4ynf (an), avec y1, Yo, ..., yn €
K d’ouy = f (y1a1 + y2a9 + ... + yna,) , par conséquent f est surjective.

3.1) Si f est un isomorphisme, alors en combinant 1) et 2), on conclut facile-
ment que I'image de toute base de E est une base de F'.

3.2) Inversement, pour toute partie libre L et toute partie génératrice G de E,
il existe deux bases A; et A, telles que L C A; et Ay C G, alors f (L) C f(A4;) et
f(A2) C f(G) est comme f (A1) et f(As) sont des bases, alors f (L) est libre et
f (G) est génératrice, par conséquent f est injective et surjective par application
del)et2)m

8.3. Applications linéaires et dimensions

8.3.1.Théoréme: Soient E et F deuxr K-espaces vectoriels de dimensions finies
et f: E — F une application linéaire. Alors:

dimg F = dimg (ker f) 4+ dimg (Im f) .

Preuve: ker f est un sous espace de dimension finie (th, 8.1.3 + cours 7,
th 7.6.3). Posons k = dimy (ker f) et soit {eq, ey, ..., €1} une base de ker f qu’on
compléte en base de F. Soit {eq, e, ..., €k, €411, ..., €n}, 00N = dimg E.

Montrons que {f (€x+1), ..., f (€,)} est une base de Im f.

*Pour tous Agy1,..s Ay € K ;81 Mgrrf (€xs1) + ... + A f (€n) = 0 cest a dire
f(Aks1€ri1 + -+ Aney) = 0, alors Agp1€pp1 + ... + A\pe, € ker f, donc on peut
I’exprimer comme combinaison linéaire des éléments de la base de ker f :

Aet1€ki1 + oo+ Anen = A€ + ... + Ageg avec Ay, ..., \p € K.

Et en rassemblant tous les termes dans le premier membre de 1’égalité, on

obtient: —A\je; — ... — A\gep + Mgr1€ps1 + ... + Ape, = 0, donc Ay = ... = M\ =
Mer1 = ... = Ay = 0, par conséquent {f (exi1),..., f (€n)} est une partie libre de
Im f.

*Soit y € Im f, alors y = f(x), pour un certain z € E qui s’exprime comme
combinaison linéaire des éléments de la base de E : © = z1e1 + ... + zpe; +
Tp41€k11 + oo + Tp€p, AVEC Ty, ooy Ty Tty ooy Ty € K do0 y = 21 f (€1) + ... +
i f (ex)+xpir f (eps1)+ Az f (en) = Tra1 f (€xr1)+...+x,f (€,) , par conséquent
{f (exs1), ..., f (en)} est une partie génératrice de Im f.

bt



En conclusion {f (ex41),..., f(e,)} est une base de Im f, et dimg (Im f) =
n — k, ainsi n = dimg F = dimg (Im f) + k = dimg (Im f) 4+ dimg (ker /) ®

8.3.1.1. Remarque: Le théoréme est vrai méme en dimension infinie.

Exemple: Soit I'application linéaire g : R* — R* définie par ¢ (a,b,c) =
(by,a—b,b—c,a+ 2c)
1) kerg = {(a,b,c) eR3 / (bya—b,b—c,a+2c)=(0,0,0,0)}, et la réso-

b=10
. R a—b=0 , .
lution du systéme b—c—0 montre que I’ensemble des solutions kerg =
a+2c=0

{(0,0,0)}.

Comme ker g = {(0,0,0)}, alors g est injective.

2) On a 3 = dimg R? = dimg (Im g) + dimg (ker g) = dimg (Im g) , alors Im g #
R*, car dim R* = 4. Par conséquent ¢ n’est pas surjective.

8.3.1.2. Corollaire: S§i F et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions
finies et f: E — F une application linéaire. Alors:

1) dimg (Im f) = dimg E si, et seulement, si [ est injective.

2) dimg (ker f) = dimg E — dimg F' si, et seulement, si f est surjective.

Preuve: 1) f est injective si, et seulement, si ker f = {0g} (th, 8.1.3),
et comme dimg ({Og}) = 0, alors ker f = {0g} si, et seulement, si dimyx F =
dimg (Im f) .

2) f est surjective si, et seulement, si Im f = F (th, 8.1.3), alors f est
surjective si, et seulement, si dimg £ = dimg (ker f) + dimyx F' B

8.3.1.3. Corollaire: Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions
finies. Alors:

1) dimg £ = dimg F' si, et seulement si, E est isomorphe a F.

2) dimg E = n si, et seulement si, E est isomorphe a K™.

Preuve: 1.1) Supposons dimy F = dimg F' = n, et soient {ey,ea,...,€,} une
base de E et {fi, fo,..., fn} une base F, alors 'application f : E — F telle que
pour tous 1, Tg, ..., T, € K @ f(x161 + xeeg + ... + Tpe,) = v1fr+xafo+ ...+ 20 fn
est une application linéaire telle que dimg (Im f) = n = dimg F, donc elle est
injective (coroll 8.3.1.2), alors dimg (ker f) = 0 = dimg F — dimg F, donc elle
est surjective (coroll 8.3.1.2), par conséquent f est un isomorphisme de £ dans

F.



1.2) Inversement, si f est un isomorphisme de E dans F, alors dim F—dim F' =
dim (ker f) = dim £ — dim (Im f) = 0, (coroll 8.3.1.2 4 th 8.3.1)
L’assertion 2) est une conséquence de 1) car dimgx K™ =n B

8.3.2. Rang d’une application linéaire: Le rang d’une application linéaire f
noté rg f est la dimension de son image.

C.a.d: rg f = dimg (Im f).
8.3.2.1 Remarques: En dimension finie, on a:

1) rg f = dimg (F) — dimg (ker f), ou E est I'espace de départ de f. (Voir th
8.3.1)

2) f est surjective, ssi, rg f = dimg (F), ou F est l'espace d’arrivée de f.
(Voir Coroll 8.3.1.2)

Exemple: Soit 'application h : Rz [X] — R3 [X] définie par h (P) = (X? + X +4) P”,
ou R3 [X] est I'espace des polyndmes a coefficients dans R de degré au plus 3 et
P" le polynéome dérivé du polynéme dérivé de P (voir cours 6, déf 6.4.1)

Montrons que h est un endomorphisme et calculons son rang.

1) Soient o, B € R, et Py, P, € R3[X].

h(CYPl—i—BPQ) :(X2+X—|—4)(OZP1+BP2)”
=a(X?+X+4) P/ + 8 (X?+ X +4) PY =ah(P)) + Bh(P)
Alors h est une application linéaire.
2) Si P € R3[X], alors P = ag + a1 X + ax X? + a3 X? avec ag, a1, as, a3 € R.
= (6a3) X3 + (2a9 + 6a3) X2 + (2ay + 24a3) X + 8ay qui est un polynome

de degré au plus 3, donc h est un endomorphisme.

3) kerf = {PeR;[X] /h(P)=0} et si P =ay+ a1 X + axX? + a3 X?,
6(13 =0
2&2 + 6(13 =0
2&2 + 24(1,3 = O
861,2 =0
montre que 'ensemble des solutions est ker f = {P = ag + a1 X / ap,a; € R} qui
admet {1, X} comme base, donc dimg (ker f) = 2 et comme {1, X, X? X3} est
une base de Rz [X], alors dimg (R3 [X]) = 4.

En fin rg h = dimg (R3 [X]) — dimg (ker f) =4 —2 = 2 | et par suite h n’est
pas surjective.

alors I’équation h (P) = 0 donne le systéme dont la résolution



Université Ibn Khaldoun de Tiaret.
Département d’Informatique.
Module:Algébre 2 (1 Année LMD)

Fiche de T.D N° 8

Exercice 1: Soient f : R? — R? et g : R® — R? définies par: f (z,y,2) =
(x4+y+z,x—y+2z,0—2y—2)et g(z,y,2)=(—r+y+z,x—y+2).

1) Montrer que f, et g sont des applications linéaires puis déterminer leurs
noyaux et leurs images et préciser leurs dimensions.

2) Comparer Im (g o f) et Im g. En déduire que g o f n’est pas injective.

3) Déterminer g o f.

Exercice 2: Soit f: C? — C?, définie par: f (21, 20) = (Z1 + i22,21 — 22) ;

Montrer que f n’est pas linéaire si on considére C? comme espace vectoriel
complexe et que f est linéaire si on considére C? comme espace vectoriel réel.

Déterminer dimg C?, dimg, (ker f) et dimg (Im f)

Exercice 3: Soit B = {e1, 3, €3} une base d’un espace vectoriel réel E et soit
¢ ’endomorphisme de E défini par: ¢ (e1) = 3e;+2eq+4es, ¢ (e3) = e1+2e3+2e;3
et ¢ (e3) = —e; — ey — e3.

1) Montrer que 1’ensemble P des vecteurs invariants par ¢ est un sous espace
vectoriel de F et calculer sa dimension.

2)D la droite vectorielle engendrée par d = e;+e2+2e3.Montrer que £ = P& D

Exercice 4: Soit f : R — R une application linéaire. On considére ’application
g : R? — R? définie par g (z,y) = (z,y — f (x))

1) Montrer que g est linéaire et déterminer ker g.

2) En déduire que g est un automorphisme et déterminer g~

Exercice 5: Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, f
une application linéaire de E dans F' et B une base de E.

1) Montrer que f est un isomorphisme, ssi, f (B) est une base de F.

2) Soit f : Ry [X] — R3 définie par: f(P) = (P (1), P (1),P" (1))

f est -elle un isomorphisme.(Rq [X] = {P € R[X] / deg P < 2})

Exercice 6: Soit u : Ry [X] — Ry [X] définies par: f (P) = X?P' —2XP

Montrer que u est un endomorphisme et caculer son rang.

Exercice 7: Soit f : F — F une application linéaire (E et F' des K-espaces
vectoriels)

1) Montrer que E/ker f et Im f sont isomorphismes.

2) Si E et F sont de dimensions finies, montrer que dimg £ = dimg (ker f) +
dimg (Im f) (Utiliser I'exercice 8 du T.D 7)



