1. Cours 1: Arithmétique dans Z
1.1. Divisibilité:

Soient a , b deuz entiers ( a,b € Z)
On dit que b divise a , s’il exite ¢ € Z tel que a = qb

Exemple 1: 1 divise tout entier a En effet: a = a.1
Exemple 2: Tout entier b divise 0 En effet: 0 =0.0
Exemple 3: n + 1 divise n? + n En effet: n*> +n=n(n+1)

1.1.1 Remarques:

R1) 0 ne divise que 0

R2) Les seuls diviseurs de 1 sont 1 et —1.

R3) Si b divise a , on dit aussi que a est un multiple de b

1.1.2 Proposition: Soient a et b deux entiers
i) a divise b , si et seulement, si bZ C aZ
ii) a =+ b, si et seulement, si bZ = aZ

Preuve: Evidente

1.2. Division euclidienne dans 7 :

Soient a , b deuz entiers ( a,b € Z)
Si b+ 0, alors il existe un couple (q,7) € Z* tels que
a=qb+r et 0 <r <|b

Preuve:a) Pour montrer 'existence, on a deux cas.

a.l) Si b > 0, soit r le plus petit élément positif ou nul de a — bZ =
{..,a+2b,a+b,a,a—ba—2b,...}. On a r = a — bq pour un certain ¢ € Z
et 7 > 0. Pour montrer que r < |b| = b , on suppose que b < r , alors on aura
0<r—b=a—(q+1)b€ea—0bZ,doncr <r—b(car r est le plus petit) ,ce qui

est imppossible car b > 0.

a.2) Sib < 0, alors —b > 0 et d’apres le cas a.l), il existe (q,r) tel que
a = q(=b)+ravec 0 < r < —b, ce qui revient a dire que a = (—q) b+ r avec

0<r<|b=-b
Dans les deux cas : 3(q,7) € Z2telquea =gb+7r et 0 <r < b



1.3. Sous groupes de (Z, +)

Un sous groupe de (Z, +) est un sous ensemble non vide de Z stable par sommation
et par passage au symétrique. C.a.d .Un sous ensemble H de Z est un sous groupe!
de (Z,4), si, et seulement si H # D et Ve,y e H: (rt+y € Het —x € H)
Exemple 1: On peut facilement vérifier que les ensembles aZ sont des sous
groupes de (Z,4). Le théoréme suivant montre que tous les sous groupes de
(Z,+) sont de la forme aZ.

1.3.1.Théoréme: Soit H un sous groupe de (Z,+).
1l existe un unique entier naturel a , tel que H = aZ
Preuve:
1¢" cas: Si H = {0}, alors H = 0Z et 0 est 'unique entier a vérifiant aZ = {0} .
2¢me cas: Si H # {0}, Soit a le plus petit élément strictement positif de H.
Comme H est un sous groupe de (Z,4+), alors as = a+a+..+a € H dou

s termes

aZ C H.

Inversement; pour tout z € H , il existe (¢,r) € Z2 tel que r = x — qa, avec
0 <r < a (Voir 1.2). Comme H est un sous groupe et x € H , gqa € H , alors
x —qa € H et le fait que 0 < r < a , implique r = 0 (car a est le plus petit entier
naturel appartenant a H). Par conséquent = = aq et H C aZ

Les deux inclusions obtenues donnent 1’égalité H = aZ.

SiaZ = dZ, alors a = d't et ' = at’ donc a divise a’ et o divise a , d’ou
Iégalité a = o’ et I'unicité de a.

1.4. Notion de pgcd et de ppcm.

Soient ay, as, ..., a, des entiers. On rappelle que

P
l%laiZ:alZﬂagZﬂ...ﬂapZ et Y aZ=wmZ+aZ+ ...+ a,Z
= i=1

1.4.1.Théoréme et définition: Soient ay,as, ..., a, des entiers.

p
1) 1l existe un entier naturel unique d vérifiant > a;7Z = dZ.
z:l

2) Il eziste un entier naturel unique m vérifiant ﬂ a,Z m2.

d s’appelle le plus grand commun diviseur de la fammzlle ay, ag, ..., ap et il est
noté pged (ay, as, ..., a,)

ILes notions de groupes et de sous groupes vont étre étudiées en détail dans le cours 4.



m s appelle le plus petit commun multiple de la fammille ay,as, ..., a, et il est
noté ppcm (ay, az, ..., a,)
Preuve:

p
1) Montrons que » a;Z est un sous groupe de (Z,+). En effet: Si x, y €

p
Yoa;Z, alors © = a1y + agT2 + ... + apr, €6 y = a1y; + agys + ... + apy, d'ou
=1

P
r+y=a(x1+y)+as(za+ye)+...+a,(z, +1,) € ZaiZ et —y =ay (—y1)+

as (—y2) + ... +a, (—yp) € ZazZ Donc ZaZZ est un sous groupe de (Z,+) et
1=1
par apphcatlon du th 1.3. 1 on conclut 'existence et 1'unicité de ’entier naturel

d veérifiant ZaiZ =dZ.
i=1

2) Montrons que '[p11al-Z est un sous groupe de (Z,+) . En effet: Siz, y € ,[leaiZ,
alors Vi € {1,2,...,p}onaz €a;Z ety € a;Z doux+y € a;Z et —y € a;Z. Donc
‘ﬁaiZ est un sous groupe de (Z,+) et par application du th 1.3.1 on conclut

p
I’existence et 1'unicité de I’entier naturel m vérifiant ﬂlaiZ =mZ. 1
1=

Exemple: 47 ={...,—12,—8,-4,0,4,8,12,...} et 67 = {..., =12, —6,0,6,12, ...}
alors 47 N6Z = 127 donc ppem(4,6) = 12

1.4.2 Remarque: Le pgcd(ay,as,...,a,) et le ppem (aq,as, ..., a,) son parfois
notés respectivement a; Aax A ... ANa, et a; VazV...Va,

1.4.3 Théoréme (Caractérisation du pgcd et du ppem): Soient ay,as, ..., a,
des entiers.
1) L’entier naturel d est le pged (aq, as, ...,a,) , si et seulement, si
i) Vie{1,2,...,p} :d divise a;
{ ii) (Vie{l,2,..,p} :d divise a;) = d’ divise d
2) L’entier naturel m est le ppem (aq, as, ...,a,) , si et seulement, si
i) Vie{l,2,...,p} :a; divise m
{ it) (Vie{1,2,....,p} :a; divise m) = m divise m’
Preuve:l) i) Sid = pgcd (aq, as, ..., a,) , pour tout i on a a;Z C iaZZ = dZ donc

i=1
d’apres la propl.1.1 d divise a;, pour tout .



ii) Si d’ divise tous les a;, alors d’apres la prop 1.1.1 a;Z C d'Z pour tout i ,
P
d'ou d'Z D > a;Z = dZ et toujours d’apres la prop 1.1.1 d’ divise d.
i=1
Inversement, soit d un entier naturel vérifiant i) et ii). D’apres i), d divise

p
tous les a; donc a,Z C dZ et Y a;Z C dZ, d’ou d divise pgcd (aq, as, ..., a,) . En

=1
utilisant ii) et le fait que, Vi € {1,2,...,p} : pgcd(ay,as, ...,a,) divise a;, on
conclut qe pged (ay, as, ..., a,) divise d , d’ou I'égalité pged (ay, as, ..., ap) = d.
L’assertion 2) se démotre de la méme facon que 1)

1.4.4 Propriétés du pgcd et du ppcm: Sotent ay,as, ..., a, des entiers.
1) Le pgcd et le ppcm ne changent pas en permuttant les a;
2) pged (£aq, £as, ..., a,) = pged (ay, ag, ..., ap)
et ppem (faq, tao, ..., £a,) = ppem (ay, as, ..., a,)
3) Pour tout ¢ € Z on a pged (caq, cas, ..., ca,) = |c|pged(a,as, ..., a,) et
ppem (caq, cag, ..., ca,) = |c| ppem (a1, aq, ..., ap)
4) Pour tout q € {1,2,....,p—1} , on a:
pgcd (a1, az, ..., a,) = pged (pged (ay, ag, ..., ag) , pged (agqt, Ggqa; .. Gp))
et ppem (aq, as, ..., ap) = ppcm (ppem (aq, az, ..., aq) , PPCM (Ag41, Qgt2, -5 Ap))
(C.a. d pged et ppem sont associatifs)

Preuve:La est donnée seulement pour le pged car elle est analogue pour le ppem.

p
1) > a;Z ne change pas en permuttant les a; d’ou le résultat.
i=1

p
2) Pour tout i , ona +a;Z = a;Z , donc » a;Z ne change pas en remplacant
i=1
les a; par +a;, d’ou le résultat.

P p
3) Pour tout i , ona ca;Z = +ca,Z = |c|a;Z , donc > ca;Z = |c| > a;Z ,d’on
i=1 i=1
le résultat, par appliction de la prop 1.1.1.
P q p

4) > a;Z = > a;Z + > a;Z, donc le pged est associatif. B

=1 i=1 i=q+1

Exemple: pgcd (—2,4,—7) = pged(2,4,7) = pged (pged (2,4) , pged (7))
= pged (2pged (1,2),7) = pged (2,7) = 1



1.5. Nombres premiers entre eux

1.5.1 Définition: Soit (ay,as,...,a,) € Z?
1) On dit que aq,as, ..., a, sont premiers entre eux si a3 A ag A ... N ag = 1.
2) On dit que ay,as, ..., a, sont deur & deuz premiers entre eux si a; Aa; = 1. pour

i#j(4.j€{l,2...p})

1.5.1.1 Remarque: 2) => 1) . Eneffet 2) = a; Aay = 1 dotta; Aas A...Na, =
1 Aag A ...\ a, =1 par appllication de la propriété 1.4.4, 4)
La réciproque est trivialement fausse.

1.5.2 Théoréme de Bezout: Les entiers ay,as,...,a, sont premiers entre eux
p
si, et seulement, sl existe (uy,us, ..., u,) € ZP tel que > au; =1
i=1
p
Preuve: OnaajAazA...Aa, = 1donc ) a;Z = 1.7, alors il existe (uy, ug, ..., u,) €
i=1

p
ZP tel que > a;u; = 1.

=1
p
Inversement, si Y a;u; = 1, alors tout diviseur commun des «a; divise 1, donc

i=1
a; Nag A ... \ag divise 1, alors il est égal & 1 W

1.5.3 Théoréme de Gauss: Soient a, b, c des entiers
Si a divise bc et , alors sont premiers entre eux si, et seulement, s’il existe

p
(U1, ug, ..., uy) € ZP tel que > au; =1
i=1

Preuve: IL existe u et v tels que au 4+ bv = 1 en multipliant par ¢ = auc + bvc
donc a divise ¢ car a divise auc + bvc R

1.5.4 Propriétés des nombres premiers entre eux: Soient ai, as, ..., aq,a,b, c
des entiers et m,n des entiers naturels

p
1)SiVie{1,2,...,p}:a; Nc=1, alors (Hai) Ne=1

i=1
2)SiaNb=1 Alors a® Nb™ =1

3) Si a1, as, ...,a, sont premiers entre eux, alors a3 V azV ...V a, =

p
[Ta:
=1

4) (aNb)(aVb) = |ab| (cette propriété n’est toujours vraie que pour deux



entiers)
p
5) Si ay,az, ...,a, sont premiers entre eux et chaque a; divise b , alors [[a;
i=1
divise b

Preuve:

1) a; A ¢ = 1, alors il existe des entires u; et v; tels que a;u; + cv; = 1. En
multipliant ces égalités, on obtient 1 = ﬁ (aju; + cv;) = <]£[aiui> + R ou R est
la somme des termes qui restent , qui cé;’lciennent tous ¢ co?rime facteur.

Alors 1 = (HaZ Uu+cv ot u= lg[uz et v=2¢€ Z donc (]B[az) Ne=1

i=1

=1
(d’apres le théoréeme de Bezout: Th 1.5.2)

2) Sin=0oum=0, il est clair que a™ Ab™ = 1.

Et sin # 0 et m # 0, alors d’aprés 1), on a a” Ab = 1 en choisissant
a; = ay = ... = a, = a et ¢ = b, en suite a" A b = 1 toujours d’aprés 1), en
choisissant a1 = as = ... = a, = b et c = a™.

3) Commengcons par le cas p = 2, et soit m = a; Vas . On a; A ay = 1, alors
il existe uq, uy € Z tels que ajuy + asuy = 1, donc m = auym + asusm , or
m = aymy et m = agmy d’ot m = ajag (uymy + ugms), et ajas divise m, mais
m divise ajay (car ajas est un multiple commun de a; et ay), alors on a I’égalité
a1a9 =M = aj V as.

Pour le cas p quelconque , on procéde par récurence en supposant la propriété
vraie & l'ordre q et montons la a 'ordre ¢ = g + 1.

On a d’apres 1) (ﬁai) Nagy1 = 1let d’apréslecasp = 2, ona (]g[ai) Vag1 =

i=1 =1

q+1

H a;| .
i=1

En utilisant ’hypothése de réccurence et I'associativité du ppem (Pté

q+1

1.4.1), on conclut que: |[Ja;| = (a1 Vazs V...V a,)Vas1 =a1VasV..Va,Vag
i—1

4)Sia=00ub=0 1’_égalité est triviale.
Et si a 7é Oetd 7é 0, les entiers % et Ab sont premier entre eux, alors
d’apres 3) -4

v L= X — et en utilisant Pté 1.4.1, on conclut que ab =
(a/\b)2 Y — (aAb)(aVDb).

anb anb a/\b /\b
5)b est un multiple commun des az, donc c’est un multiple de leur ppem qui

, donc HaZ divise b. B
=1

est égal, d’apres 3), a 'HaZ



1.5.5 Application a la résolution d’équations linéaires dans Z:
Soient a, b des entiers non nuls et ¢ un entier quelconque et soit I’équation

ar+by=c (1.1)

d’inconnues x et y.

Soit d = pgcd (a,b) ;

1) Si d ne divise pas ¢, alors I’équation (1) n’a pas de solution.

2) Si d divise ¢ ’équation (1) est équivalente a ’équation o'z +b'y = (1),
owad =2V ="Lectcd=¢5

On a a AV =1, alors il existe v’ et v' dans Z tels que a’u’ + b'v' = 1, donc
a'u'd +b'v'd = ¢ et le couple (29, yo) = (u'¢,v'd’) est une solution particuliere de
I'équation (1).

Pour trouver toutes les solutions de (1), il suffit de remarquer que o’z + b'y =
d =dxy+ by, dou d (x —x9) = —b' (y — yo) et par application du théoréme
de Gauss (Th 1.5.3) , on conlut du fait que ' AV =1, que z —xg =b'q , q € Z,
ce qui entraine y — yg = —d'q.

Inversement, il est clair que les couples trouvés (z,y) = (b'q + x¢, —a'q + yo) ,
q € Z, vérifient 1’équation (1).

Exemple 1: L’équation 4z + 6y = 7 n’admet pas de solutions, car pged (4, 6)
ne divise pas 7.
Exemple 2: Soit I’équation 4x + 6y = 8.

pged (4,6) = 2 et 'équation donnée et équivalante a 2z + 3y = 4 qui admet
(x0,y0) = (—1,2) comme solution particuliere, ansi 22+ 3y = 2 (—1) + 3 (2), alors
2(x+1)=-3(y—2), donc yx_—i-zl_—_figq
et les couples (z,y) = (3¢—1,—2¢+2), ¢ € Z sont toutes les solutions de
I’équation donnée.

qeE

1.6. Congruences

1.6.1 Théoréme et définition: Pour chaque n € N, soit la relation R, définit
sur Z par:

TR,y si, et seulement, si n divise y — x (1.2)



1) La relation R,, est une relation d’équivalence®, appellée relation de congruence
modulo n.

TR,y est noté x =y [n| et se lit :” x est congru y modulo n”.

2) L’ensemble des classes d’équivalence T de cette relation est noté Z/nZ

T={x+nqg:qe 7}

Preuve: Il est facile de monter que R,, est une relation d’équivalence.

1.6.2 Théoréme: La relation de congruence modulo n est compatible avec les
lois + et x.
x

cad { !

Vi = { ra’

7]

y L / /
, alors n divise (y — ) et —x

X

Preuve:

1)Ona{ $,

X

et comme{ +y)—(@+a)=(y—2)+{ -2

vy —zr' =y -2 )+ (y—x) alors

~

n divise (y + ¢') — (v + 2') et yy' — xa’, et par conséquent { v

Exemple: Déterminons les entiers naturels n tels que 7 divise 2" — 1.
Ce qui revient & trouver n tel que 2" =1[7]. Ona 2°=1[7]

[
21 =217
22 =417
23 =1[7]

En utilisant la compatibilité de la congruence et sa transitivité, on peut mon-
trer que la suite des restes de la division de 2" par 7 est périodique, de période
égale 4 3, donc 2" = 1[7] ;ssi, n=3p,p € N
1.7. Nombres premiers

1.7.1 Théoréme: On appelle nombre premier tout entier p > 1 dont les seuls
diviseurs positifs sont 1 et p.

Exemple 1: 2 est un nombre premier (et c’est le seul nombre premier pair)

2La notion de relation d’équivalence sera étudiée en détail dans le cours 3



Exemple 2: 1 n’est pas un nombre premier.
Exemple 3: —3 n’est pas un nombre premier.

1.7.2 Proposition: Soient p un nombre premier et a,aq,as,...,ap des entiers,
alors:
1) Ou bien p est premier avec a ou bien p divise a.
p
2) Si p divise []a; , alors p divise au moins l'un des a;.

=1
Preuve:

1) Les seule diviseurs positifs de p sont 1 et p, alors ou bien pged (a,p) = 1,
donc p et premier avec a, ou bien pged (a,p) = p et p divise a.
2) Supposons que p ne divise aucun a; , alors d’aprés 1) , il est premier avec
p
tous les a;, et d’aprés Pté 1.5.4 | p est premier avec []a;, ce qui est absurde. B
i=1

1.7.3 Théoréme: Tout entier n > 1 posséde au moins un diviseur premier

Preuve: L’Enseble D,, des diviseurs de n, qui son plus grands que 1 n’est pas
vide (car n € D,), alors il posséde un plus petit élément p. Cet élément p est
premier. En effet: Soit d un diviseur de p tel que d > 1, alors d € D,,, donc d > p
(car p = minD,,), d’ou I'égalité d = p, alors p est premier. B

1.7.4 Théoréme: (Décomposition en facteurs premiers)
Pour tout entier n > 1, il existe, de fagon unique, des nombres premiers
T
p1 < p2 < ... < p, et des nombres entiers naturels ay, as, ..., a, tels que n = [ pi".
i=1
Preuve: Supposons qu’il y a des entiers n > 1 qui ne s’écrivent pas sous forme
de produit de facteurs premiers et soit ng le plus petit de ces entiers. ny n’est
pas premier (Sinon il s’écrira comme produit d’un seul facteur) , alors ng = nins
tels que nqy > 1,n0 > 1 et ny < ng , ne < ng, donc ny et ny s’écrivent comme
produit de facteurs premiers, et par suite leur produit ng s’écrit comme produit
de facteurs premiers, ce qui est absurde. D’ou 'existence de la décomposition.
T S S
Pour 'unicité, supposons n = ]_[1p;l = qufj. On a chaque p; divise qufj
i= Jj= j=
, alors d’aprés Prop 1.7.2 p; divise au moins I'un des ¢; , alors p; = ¢;. Par
cconséquent {p1,ps,...,pr} C {q1,q2, ..., qs} . De la méme fagon, on montre autre
inclusion, d’ou légalité {p1, ps, ..., pr} = {q1, G2, -, Gs } -
Alors r = s et p; = ¢; , car (p;); et (g;); sont strictement ordonés.

9



Pour montrer que o; = 3, , supposons «; < 3, et éliminons p; du premier
T T T '
membre de Pégalite [[pf" = qu 1 alors [[ppt = qiﬁ i qu’“ et p; divise le
i=1 i=1 k=1 k=1
ki ki
deuxiéme membre sans diviser le premier, ce qui est impossible. De la méme
facon, on montre qu’il est impossible d’avoir o; > f3;, d’ou I'égalité o; = 5, B

1.7.5 Calcul du pgcd et du ppcm a 1’aide de la décomposition en fac-
teurs premiers:

Soit n € N*, Pour tout nombre premier p , on note par v, (n), 'exposant de
p dans la décomposition en facteurs premiers de n. Alors:

v, (n) =0, si p ne divise pas n

v, (n) # 0, sip divise n

Donc la décomposition donnée par le théoréeme Th 1.7.4 , peut étre écrite
n = [[p>™, ot P est 'ensemble de tous les nombres premiers.

peEP
Exemple 1: v5(20) =2 , v3(20) =0

v5(20) =1 , v,(20) = 0 pour tout nombre premier p > 7

Exemple 1: Pour tout nombre premier p, ona: v, (p) =1 et v, (p™) = m.

1.7.5.1 Remarque: Pour tout entier n , les v, (n) sont nuls & partir d’un certain
rang p.

1.7.6 Théoréme: Soient ay,as,...as des entiers naturels non nuls.
pgcd (a17 as, '”as) — H pmin(vp(a1)7UP(a2)7~-'7UP(aS))

peEP
On a, alors ppem (a1, as, ...ag) = [ p@x@r(@)wn(e2)..vp(as))
peEP
Preuve: 1) Soit d = pged (a1, ay, ...a,) et § = [] pmin@rlan)vplaz)...vp(as)),

peP
Pour tout 7 ; p™in(ve(a1).vp(az).vp(as)) divise les p*»(*), d’ou
[T pmin(velar)vp(az).vplas)) divise les [] p»(*) = a; et d’aprés le Th 1.4.3 on con-
pEP peP
clut que 9 divise d.

Inversement, d = [ p™n(r(a1)vplaz).vp(as)) ot comme d divise les a;, alors
peP
v, (d) <y, (a;), pour tout i € {1,2,...,s} , donc
v, (d) < min (v, (a1), v, (@), ..., v, (as)) et p»(@ divise pmin(vp(ar)vp(az).vp(as)) - et

par passage au produit, on aura d divise § , d’ou I'égalité d = 6. B

10



Université Ibn Khaldoun de Tiaret.
Département d’Informatique.
Module:Algébre 1 (1" Année LMD)

Fiche de T.D N° 1

Exercice 1: Détérminer les couples (a,b) € N? vérifiant:
2m + 7d = 111 ou d = pgcd (a, b) et m = ppem (a, b)

2% —y? = 5440

Exercice 2: Résoudre dans N2 le systéme
TNYy=38

Exercice 3: Pour tout n € N, on pose u,, = 2" + 3"
1) Montrer que u,, et u,,1 sont premiers entre eux.
2) Calculer w1 A Upi2

Exercice 4: Soient (a,b) € Z**, et d=aAb
Calculer pged (a?, ab, b?) et pgcd (a®, a®b, ab?, b®)

Exercice 5: Soient a et b des entiers, tels que a > b > 0.

2 2 .
Montrer que %1% n’est pas un entier.

Exercice 6: Pour quel entier n a t-on :
3.52n 1 230+l = ([7]
22n 4+ 2" + 1 =0/[21]

Exercice 7: Démontrer les affirmation suivantes:
1) Pour que 2" — 1 soit premier il faut que n soit premier.
2) Pour que 2" + 1 soit premier il faut que n soit une puissance de 2.

Exercice 8: En travaillant sur la décomposition en facteurs premiers,
montrer que: pgcd (ab, be, ca) .ppem (a, b, ¢) = abe

Exercice 9: Résoudre les équations suivantes:
1) b+ Ty =11, (z,y) € Z*
2)bx+Ty+ 11z =11, (z,y,2) € Z*
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