Université Pierre & Marie Curie 2005/06
L2 MATHEMATIQUES MobDULE LM 220

FEUILLE D’EXERCICES N° 3. CODES CORRECTEURS D’ERREURS

Exercice 1. — On considére les codes binaires suivants
¢, = {0000, 1100,1010,1001,0110,0101,0011,1111} C (IE‘2)4 (1)
Cy = {10000,01010,00001} C (F2)5 (2)
Cs3 = {000000,101010,010101} C (IFQ)G. (3)

Dire dans chaque cas si le code est linéaire ainsi que le nombre d’erreurs qu'’il peut détecter et corriger.

Exercice 2. — 1. Construire un code binaire de 4 mots de longueur 3 et de distance minimum 2.

2. Montrer qu’un code binaire C de longueur 3 et de distance minimum 2 posséde au plus 4 mots.
Exercice 3. — Soit n un entier positif. Montrer qu’une condition nécessaire pour qu’il existe un code
linéaire binaire parfait 1-correcteur de longueur n est que lentier n soit de la forme n = 2" — 1, ou r
est un entier positif.

Exercice 4. — Soit C' un code linéaire binaire.
1. Montrer que si C est de longueur 17 et de dimension 7, il ne corrige pas plus d’une erreur.

2. Montrer que si C' est de longueur 10 et de distance minimum 3, alors #C' < 93.

Exercice 5. — Soit C' le code linéaire sur F3 de matrice génératrice

21 0 1 2
G= < 0 2111 > '
1. Montrer que C est systématique et en donner une matrice génératrice normalisée G’.

2. Encoder le message (12) avec G, puis avec G'.

3. Construire une matrice de controle de C et calculer sa distance minimale.
Le code est-il MDS (Maximum Distance Separable) ?

4. On regoit le message 11102 codé par G. Quel est le message d’origine? Le mot 12121 est-il un
mot de code? Le décoder sachant qu’il a été encodé par G.

Exercice 6. — Soit C' le code linéaire sur 5 de matrice génératrice
3410
G = ( 0 3 4 1 ) '
Donner le nombre de mots de C.
Le code est-il systématique ?
Déterminer une matrice de controle de C.
Calculer la capacité de correction ¢t de C. Le code est-il MDS?

Donner la table de contrble contenant tous les vecteurs erreurs possibles de poids < t.

Décoder quand c’est possible les mots 3001, 1101 et 2311.

I

Exercice 7. — Soit C' le code de Hamming binaire de longueur 7.
1. Déterminer une matrice génératrice normalisée de C' & ’aide de la méthode du pivot de Gauss.
2. En déduire une matrice de controle de C.
3. Décoder quand c’est possible les mots 1111111, 1101011, 0110110 et 1111010.
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Exercice 8. — Soit C' le code linéaire ternaire de matrice génératrice
10 0 2 2 1
201100
G = 001 1 20
011201

Montrer que C' est systématique, en donner une matrice de contrdle. Quelle est sa distance minimale ?
Exercice 9. — Soit C' le code sur F5 de matrice génératrice G avec
1 2 3 40 4 10 4 3 31
G = G = .
111140 012 3 1 4
. Montrer que G’ est une matrice normalisée génératrice du méme code C.
. En déduire une matrice de controle.

1
2
3. Quelle est la capacité de correction de C'?
4. Décoder les mots 432100 et 411141.

Exercice 10. — Soit C le code binaire linéaire de matrice génératrice

1
G=|1
0

[ S -
= o O
— O -

1
0
0

S = O

Le code est-il systématique ?

Déterminer une matrice de contréle et la capacité de correction de C.
Le code est-il MDS?

Décoder si possible les mots 111110 et 111111.

Ll

Exercice 11. — Soit C' le code binaire linéaire de matrice génératrice
110101
G=1111010
101 100

1. Montrer que ce code est systématique. Pourquoi ?
2. Déterminer une matrice de controle et la capacité de correction de C.

3. Décoder si possible le mot 110110.

Exercice 12. — Soit p un nombre premier, on considére le code C), sur F,,, de matrice génératrice
1001 2 2
0100 2 2
G= 001013
000 2 3 2

1. Quelles sont les longueur et dimension de C}, 7 Montrer que d < 3.
2. Pour p = 2, 3, 5, trouver des matrices de controle pour C), et déterminer les distances minimales.

3. Pour p =5, décoder le mot 111234.
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Codes cycliques

Exercice 13. — Montrer que le polynome X® + X% + X + 1 engendre un code cyclique binaire de
longueur n = 8. En donner une matrice génératrice et une matrice de controle.

Exercice 14. — Combien existe-t-il de codes cycliques binaires de longueur 4 7 Donner pour chacun
une matrice génératrice et une matrice de controle.

Exercice 15. — Montrer que si un code est cyclique, son mot minimal m = agay...a,-110...0
vérifie ag # 0.

Exercice 16. — Le code binaire de matrice génératrice
111 00
G=|(0 11 1 0
0 01 11

est-il cyclique ?
Exercice 17. — Soit m un mot non nul de Fy et soit Cj, le sous-espace vectoriel de Fy engendré par
la famille {¢*(m)|i=0,1,...,n —1}.
1. Montrer que
(a) Cp, est un code cyclique de longueur n.
(b) Cp, est le plus petit code cyclique de longueur n sur Fy contenant le mot m.
(c) Le polynéme générateur du code C), est le pged des polynomes X" — 1 et m(X).
2. Déterminer le polynéme générateur de C, lorsque ¢ = 3, n =9 et m = 022011000.

Exercice 18. — Soit C un code cyclique de longueur n sur [Fy, et soit h son polynéme de controle.
Montrer que pour tout mot m € Fy, on a (m € C) si et seulement si le polynome m(X)h(X) est
divisible par le polynéome X" — 1.

Exercice 19. — Code binaire de Hamming de longueur 2" — 1.
Montrer que le code binaire de Hamming de longueur 2" — 1 défini en cours est un code cyclique parfait
de dimension k£ = 2° — 1 — s, de distance minimum d = 3 et de polynéme générateur

s—1
g=][(X - a*) e Fy[X].
i=0
Exercice 20. — Exemple d’un code de Reed-Solomon.

Soit Fg = Fo[X]/(X3 + X + 1) et soit a = X.
1. Montrer que « est un élément primitif de Fg.
2. Ecrire la table des logarithmes de base .

3. Soient g € Fg[X] le diviseur unitaire de (X7 — 1) défini par
g= (X —a)(X —a?).

Montrer que g = X2 + o*X + o3

Ecrire une matrice génératrice du code (de Reed-Solomon) C' de longueur 7 engendré par g.
Déterminer le polynéme de controle et une matrice de controle de C.

En déduire que C est MDS.

Corriger le mot recu oa?actaal.

NS Ot
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Exercice 21. — Examen juin 2004

1.

Montrer, sans effectuer de division euclidienne, que dans F3[X], le polynome g = (X — 1) divise
le polynome X9 — 1.

. Soit C le code cyclique de longueur 9 sur Fs, engendré par le polynome g.

(a) Quelle est la dimension de C'?

(b) Quel est le nombre de mots de C'?

3. Développer le polynome g dans F3[X], en détaillant et justifiant les calculs.

4. Pourquoi la matrice

G =

S O O N
S O NN
O NN NN
NN
NN ==
I R R
=== O
——_ o O
_ o O O

est-elle une matrice génératrice du code C'?7

5. Montrer que C contient un mot de poids 3.

6. Montrer que le polynéme de controle de C est le polynome

h=X*+2X34+2X +1.

Déterminer une matrice de contréle de C.

. Déterminer la distance minimum du code C et le nombre d’erreurs que C' peut corriger.
. Le mot m = 121102210 est recu.

(a) Sous I'hypothése d’au plus une erreur, quel est le mot de code émis?

(b) Quel est le message envoyé, sachant qu’il est encodé par la matrice G ?
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Corrigés

1. — (' est linéaire de dimension 3, il vérifie d = 2, il détecte une erreur.
(5 n’est pas linéaire car il ne contient pas le mot nul, il vérifie d = 2, il détecte une erreur.

Cs n’est pas linéaire, il vérifie d = 3, il corrige {2J =1 erreur.

2. — 1. ¢, = {111,001, 100,010} ou Cy = {000, 110,011, 101}.
2. Tout mot de Fy? est a la distance 1 de 111 ou 000, le code C ne peut donc contenir 111 et 000.
On en déduit C' = C} ou Cy puisque C; UCy = (F 2)3 et que tout mot de C; est a la distance 1
d’un mot de Cj.

3. — Soit C' un code linéaire binaire de longueur n et de dimension k. On sait que #C = 2F et que si
B est une boule de Hamming de rayon 1, on a #B = 1 4+ n. Pour que C soit parfait, il est nécessaire
qu’il existe un entier positif ¢ tel que ¢(1 +n) = 2¥. On en déduit que n + 1 est une puissance de 2.

4. — 1.27=128et 1 +17 <128 < 1+ 17+ C3" = 154.

1024
2. 210 =1024 > (1 + C{O)(#C) = 11(#C) d’'ou #C < {HJ = 93.
) . . . , 1 0 2 10
5. — 1. Par la méthode du pivot de Gauss sur les lignes, on obtient G’ = 01 2 2 2/

2. (12)G = 22201 et (12)G’ = 12021.
1 11 00

3. H=[12 1 0 1 0]).0Onaci=c3+2c,d=3.n=5k=2etd=3<n—k+1=4.
01 0 0 1

4. H(11102) = 000. De (ab)G = 11102 on déduit a = 2 et 2+ 2b =1 d’ou b = 1, message 21.

H(12121) = 100 = H(00100) le mot envoyé est 12021, encodé par G, le message est 20.

6. —1.n=4, k=2 donc #C = 25.
2. Le code est systématique car le déterminant g g ‘ =9 =4 (mod 5) est non nul dans Fs.

3. Par pivot sur les lignes on obtient
3410 13 2 0 1 0 3 4 1 0 3 4 y
G = — — — =G
0 3 41 0 3 41 0 3 41 01 3 2
On en déduit pour matrice de controle H = (f g (1) (1)>
4. 1l est clair que d = 3, t = 1, le code est MDS.
5. Sia€FE, H(a,0,0,0) =a(21), H(0,a,0,0) = a(23), etc. La table de correction est constituée
des colonnes ¢; de H et de leurs multiples.
6. H(3001) = 14 = 3¢z, le mot de code émis est donc 3001 — 0300 = 3201.

H(1101) = 40 = 4c3, le mot de code émis est donc 1101 — 0040 = 1111.
H(2311) = 12, le syndrome n’est pas dans la table, on ne peut pas corriger.

7. — Code de Hamming binaire de longueur 7.
1 0 001 01
01 0 0 0 1 1
L “=1lo o101 1 0
00 01 111
2. On en déduit
1 01 1.1 00
H=10 111 01 0
1 1. 01 0 0 1
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3. H(1111111) = 000, le mot de code est 1111111, le message encodé par G est est 1111.
H(1101011) = 010 erreur en Geme position, message encodé 1101.
H(0110110) = 011, erreur en deuxiéme position, message encodé 0010.
H(1111010) = 101, erreur en premiére position, message encodé 0111.
10 00 2 0
01 00 1 2
o _ : . . ;L
8. n = 6, k = 4. Une matrice génératrice normalisée est G' = 00102 1
00010 2
. . (1 2 1 0 1 0 _
Matrice de controle H = <0 121 0 1), d = 3, le code est MDS.
9. — 1. On utilise la méthode du pivot de Gauss sur les lignes pour transformer G en G'.
131 0 00
220100
2. n=6,k=2. H = 9 400 1 0
4 1 0 0 0 1
3. d =05, le code est MDS. t = 2.
4. H(432100) = 0004, erreur en derniére position, message 432101.
H(411141) = 3113 = 3¢ + ¢ erreurs en les positions 1 et 6, message 111140.
10. — 1. Le code n’est pas systématique car le bloc 3 x 3 de gauche de G a un déterminant nul.

2. En permutant les colonnes 1 et 5, 2 et 6 on obtient un code systématique équivalent de matrices
génératrice et de controle

10 01 1 1 1 01 1 0 0
G=1010011)]—-H=|110010
0 01 1 01 1 11 0 0 1
001 110
On obtient H en permutant les colonnes 1 et 5, 2et 6de H,ie H=|[1 0 0 0 1 1
011 0 11

3. n=26,k=23et d=3, le code n’est pas MDS.

4. H(111110) = 101, erreur sur le 3eme bit, le mot de code émis est 110110 qui correspond a la
premiére ligne de GG, le message encodé par G est donc 100.

H(111111) = 110, plus d’une erreur.

11. — 1. Le code est systématique car la sous-matrice matrice carrée 3 x3 de gauche de G est inversible.

2. La matrice normalisée est

1 000 11 01 110 0
G=1!010110]—-H=(111010
0011 11 1 01 0 0 1

Onad=3donct=1.
3. H'(110110) = 011 = ¢y, erreur sur le premier bit, le mot de code émis est 010110.

12. — 1l.n=06¢et k=4, on en déduit d < 3, (Borne de Singleton).

10010 0 100010 100010
o 10000 , o100 0 0 01000 0

2. G=|y 0101 1 G=loo01101|loo1001
0000 1 0 00010 0 000100



Feuille d’exercices n° 3. Codes correcteurs d’erreurs 3

100010 100100
g ~ 19 — ta =
H2_<001001>H2<001001>’d1
1001 2 2 1001 2 2 1000 21
0100 2 2 0100 2 2 0100 2 2
G3: — —
001010 001010 001010
00020 2 000101 000101
1120 1
H3_< 1 0 2 0 >’d_2
1001 2 2 1001 2 2 1000 31
0100 2 2 0100 2 2 0100 2 2
G5: — —
001013 001013 00101 3
0002 3 2 0001 41 0001 41

—_
—_

2 3 4 0
H5_<4 3240 1>’d_3'

3. H5(111234) = 41 = 4cy, erreur en 4eme position, le mot de code émis est donc 111234 —000400 =
111334.

13. — Dans Fo[X],ona X% —1=X%+1=(X5+ X'+ X +1)(X® + X? + X + 1), le polynome
X%+ X% 4 X +1 est bien un diviseur de X® — 1. Le polynome de controle est X2 + X2 4+ X +1. On
en déduit les matrices génératrice et de controle

111100 00

110 01 1 0 O 01111000
G=|01 1 00110 et H=]10 0 1 1 1 1 0 O
00110011 0001 1110
0000 1 1 11

14. — Dans F2[X], on a X* — 1 = (X — 1)%, les diviseurs propres de X* — 1 sont (X — 1) = (X +1)°
pour ¢ = 1, 2, 3. Les codes correspondants sont de dimension 4 — .
~Pouri=1l,onag=1+X,h=1+XP=X3+X2+X+1etk=3dou

= o O
o)
o+
=
Il
—
—
—
—
—
N~—

1 1 0
Gi=(0 1 1
0 0 1

~Pouri=2onag=(1+X)2=1+X2 h=get k=2dou

1010 1010
G2_<0101> o H2_<0101>

~Pouri=3 onag=(14+XP3=14+X+X?24+X3 h=1+Xetk=1dou

1100
G3=(1 1 1 1) e H3=(0 1 1 0
0 0 1 1
15. — Siag = 0, le mot de code a; ...a,_100...0 obtenu par décalage & gauche de m posséde un zéro

de plus a droite que m qui n’est donc pas minimal.

16. — Non, le polynéme 1 + X + X2 ne divise pas X° — 1 dans Fy[X].
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17. — 1. (a) Il est clair que le code C), est de longueur n.
Le code C), est cyclique car le décalage o commute avec ’addition et la multiplication par
un scalaire, c’est-a-dire que si a et b € Fy, et my et my € F,", on a o(amy + bma) =
ac(my) + bo(mz).

(b) Si un code cyclique C' contient le mot m, il contient tous les mots décalés de m, donc
Cn CC.

(¢) Soit g, le polynome générateur de Cp,. On sait que g, divise les polynomes X™ — 1 et
m(X), il divise donc leur pged g¢/,. Le code cyclique C/, engendré par le polynéme g/,
contient m car g/, divise m(X), donc C,, C C/,. Comme le mot associé a g¢,, appartient
a Cy, donc & C/, , on en déduit que g/, divise g,,. Les deux polynomes g/, et g,, étant
unitaires, ils sont égaux.

2. Onam(X) = X5+ X*+2X2 42X et g, = pged (X? — 1,m(X)) = (X — 1) =2+ X3

18. — Soit g le polynome générateur de C. On sait que m € C si et seulement si le polynéme m(X)
est divisible par g, on écrit m(X) = g(X)r(X) avec r(X) € F,[X], ce qui équivaut &

19. — Code de Hamming binaire de longueur 2° — 1. L’application linéaire u est surjective
puisque les o' constituent tous les éléments non nuls de Fas. On en déduit que C' = Ker(u) est de
dimension k =n—s=2°—-1—s.
Une boule de Hamming de rayon 1 est de cardinal n + 1 = 2°. Comme d > 3, la réunion boules de
Hamming de rayon 1 centrées en les 2 éléments de C' posséde

2k 925 — 2257175 95 — 22871 —9on — #an,
c’est-a-dire que [y est égal a la réunion de ces boules. Le code est donc parfait.
Soit z € F§ un mot de poids 2, il existe un mot de code m tel que dg(x,m) < 1, et comme w(m) > 3,
on en déduit w(m) = 3, donc d = 3.
Soit H une matrice de controle de C. Chacune des 2° — 1 colonnes de H appartient a F5 \ {0} et ces
colonnes sont toutes distinctes.

Le code C' est cyclique car

n—2

k —1 —1
w(x1, ..., Tn_1,T0) = g Tp1 & + xoa” ™ = u(mo, 1, ey Tn—1).
k=0

Il est clair que g(X)? = g(X?), on en déduit que g € Fo[X].
Le mot m = go,91,-.-,9s—1,1,0,...,0 associé au polynome g est dans C' puisque u(m) = g(a) = 0.
~—_——

n—s
Il résulte du théoréme 6.22 du cours que m est le mot minimal de C' donc que g en est le polyndéme
générateur.

20. — Code de Reed-Solomon

1. Onaao® =a+1+# 1, a est donc un élément primitif, en effet tout élément de Fg autre que 1
est un élément primitif car #F3 = 7 est un nombre premier.

2. Onaa’=1+a,a'=a+a?,a®>=1+a+a? ol =1+a% a" =1,
3. Le polynéme X7 — 1 admet pour racines simples toutes les puissance de a.
On utilise la table des logarithmes de base o pour montrer que

g=(X-a) (X -a?)=X*+(a+a)X +a’ = X* + o' X +a’.

4. Le code C est de longueur 7 et de dimension 5 sur Fg. Il posséde 8° = 2% = 32 768 mots.
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Une matrice génératrice est donnée par

a> a1 0 0 0 0
0 o a* 1 0 0 0
G=| 0 0 & oa* 1 0 0
0 0 0 o o* 1 0
0 0 0 0 o ao* 1

. On détermine le polynéme de contrdle h a l’aide de la table de logarithmes

h=(X-1)(X —a®)(X —ah)(X =) (X —ab) = X5+ X + X3+ 0°X%2 405X + ot

Une matrice de contrdle est donnée par

H_1a41a5a5a40
L0 1 ot 1 a® o ot )

. L’examen de H indique d = 3, le code est MDS.

H(a3a?aa*aa?l) = (o, a) = acs, erreur en position 2, le mot de code émis est donc

adalaataatl — 0000000 = olataataal.

21. — 1. Tout polynome P € F3[X] vérifie, pour tout i € N, P(X3") = [P(X)]*, en particulier

NS Ot

X? —1= (X —1)? multiple de g = (X — 1)°.

. Le polynome g est un diviseur de degré 5 de X° — 1, le code cyclique C de longueur 9 qu’il

engendre est donc un espace vectoriel de dimension 9 — 5 = 4 sur le corps F3, on en déduit qu’il
posséde 3% = 81 mots.

(X 1P =(X-13(X-12=(X3-1(X?-2X+1)=(X]-1)(X?+ X +1)
=X+ X4+ X342X%2 42X +2.

Reésulte de 3.
La différence des deux premieéres lignes de la matrice G est le mot 200200200 de poids 3.
h=X -1 =X -1)X-1pP}=X-1)(X?>-1)=X*+2X3+2X +1.

Il en résulte qu’une matrice de controle de C est la matrice

120 2 100 00
012021000
H=]10 01 2 0 2 1 0 0
0001 20210
00001220 21

. Il n’existe pas deux colonnes de H linéairement dépendantes, il en résulte d > 3. On sait d’autre

part (question 5.) que d < 3. On a donc d = 3. Le code C corrige {2J =1 erreur.

. On vérifie que le syndrome H(m) de m est égal & la premiére colonne de H.

Le mot de code émis est donc 121102210 — 100000000 = 021102210. Le message émis est 0110.



