CHAPITRE 1

SERIES NUMERIQUES

1.1 Généralités

Définition 1.1.1
Soit (u,) une suite de nombres réels, on pose :

Sn:u0+u1+...+un:2uk.
k=0

Etudier la série de terme général u,, c’est étudier la suite (S,).
(Sn) est appelée suite des sommes partielles de la série.

Notation

Une série de terme général u, est notée (Z un) ou (Z un].

n>0

1.1.1 Convergence

Définition 1.1.2
Une série de terme général u,, est dite convergente si la suite (S,) est convergente.
Dans ce cas, la limite de la suite (S,) est appelée somme de la série et on note :

+00

lim S, = E U,
n—+oo

n=0

Une série qui n’est pas convergente est dite divergente.

En d’autres termes, sionnote { = lim S, on a alors :

n—+oo

n—+oo

[Z un] converge vers { < lim S5, =¢
nx
—Ve>0, AINeIN:VneNnm=>N= |5, - {| < ¢)

n

= Ve>0, 3N€]N:VnelN[n2N=> Zun—f
k=0

1



Exemple 1.1.1

1) Série géométrique. Une série géométrique est une série dont le terme général est de la forme
u, =a.q",a+0.

Pour ce type de série, le calcul de la somme partielle est donné par la formule suivante :
Sp=ug+ui+-+u,=a+aqg+ag*+---+aqg"=al+q+¢*+---+q")

1— n+1
{a 1 si g#1

1-q
an+1) si g=1.
On remarque ainsi que lim S, existe si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas la série géométrique

n—+oo
O " 1 a
converge etona Z a.q = al—_q = 1= q
n=0

, . , 1
2) Série harmonique. C’est la série dont le terme général est de la forme u, = — ot n € IN".

Montrons que cette série n’est pas convergente. Pour cela montrons qu’elle n’est pas de Cauchy.

1 1 1
E t, Sp=-+ s+ 4+ —
n effet, posons 1 11 > 1 - 1 1 o 1
AlOTSSzn_Sn=(I-|1'E+"'1+E+n+11+"'+%)—(1+§+"'+5)

= + +oeot —.
n+l n+2 2n )
Orpourtoutpe N, 1<p<nonn+1<p+n<2netparsuite:

1 1
1+n<2n = > —,
= n —1|- 1~ 21n
2+n<2n— > —.
= an n+2  2n
. 1 1 .
2n<2n— — > —.
n<2n 12n > 21”
Par conséquent Sy, — S, > n (%) =5 La suite (S,), n’est pas de Cauchy, donc divergente.
+00
De plus, (S,), est strictement croissante, on déduit alors que Z - = +o00,
n=1
1
3) Soit la série de terme général u, = PP avec n > 1. On peut écrire apres décomposition
1

en éléments simples que : u, = — — ——.
n

1 1 1 n+11 1 1 1 1
brou 5”2(1_5)4_(5_5)4_.”4_(71—1_;)+(E_n+1):1_n+1.

+00
Comme Z = lim S, =1, notre série est convergente et vaut 1.
— nn+1) no+eo

Remarque 1.1.1 (Cas complexe)

n
Si le terme général u, est complexe u, = a, + ib, ; la somme partielle est S,, = Z Uy
k=0

n n n
= Z(an +ib,) = Z a + iZ bi. Alors on a le résultat suivant :
k=0

k=0 k=0

(Z un) converge <= (Z an) et (Z bn) sont convergentes.
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+00 +00 +00
Alors dans ce cas ld on a le résultat : Z U, = Z a, + iZ b,.

n=0 n=0 n=0

Proposition 1.1.1
Soient (Z un) et (Z vn) deux séries, on suppose que ces deux séries ne different que par un

nombre fini de termes (i.e il existe p € IN tel que pour tout n > p on a u, = v,) alors les deux
séries sont de méme nature.

Preuve.
Soit n > p, posons :
n p n n
S, = uk:Zuk+Zuk=Sp+Zuk.
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1
n 14 n n
TnZZZ)kZZUk+ Z Z)kZTp+ Z Ok
k=0 k=0 k=p+1 k=p+1

La différence S, — T, = S, — T, = ¢; ¢ étant étant une constante indépendante de n et p
alors :

(Z un) converge < (S,) converge < (T,) converge < (Z vn) converge.

Remarque 1.1.2
La proposition (1.1.1) permet de dire que les séries sont de méme nature mais en cas de
convergence, elles n’ont pas nécessairement la méme somme.

Corollaire 1.1.1
On ne change pas la nature d une série (Z un) si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre
fini de termes.

Proposition 1.1.2
Soit (Z un) une série convergente alors lim u, = 0. La réciproque est fausse.
n—+o0o
Preuve.
+00
1) Posons ¢ = Z U, = lim S, = lim S,_;.
— n—+00 n—+00

Sn—Sn_l = (l/l()_-i'ul + e+ Uy +un)—(u0+u1 +"'+l/ln_1) =u, et lll'P (Sn—Sn_l) =
lim u, = lim S, — lim S,_; =0.

n—+o0 n—+oo n—+oo

1 1
2) La série harmonique (Z E) est divergente bien qu’elle vérifie lim — =0.

n—+oo 11

Remarque 1.1.3
La proposition (1.1.2) est utile sous sa forme contraposée

nl_l)rpm u, #+ 0 = (Z un) diverge.
On dira que la série est grossierement divergente.

Proposition 1.1.3
Soient (Z un) et (Z vn) deux séries convergentes respectivement vers u et v. Alors
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400 400 +00
1. La série (Z(un + vn)) est convergente et on a Z(un +0,) = Z U, + Z U, =U+0.
n=0 n=0

n=0
+00 +00
2. Pour tout o € R, la série (Z aun) est convergente et on a Z(aun) =« Z U, = au.
n=0 n=0

Preuve.
1) Soit wn =u, + v,. On aura :

W, Zwk—Z(uk+vk)—Zuk+ka—S +T,. Ainsi lim W, = hm(S +T,) =
k=0

n—+oo

th + hmT =u+o.

n—+co n—+0o
n n n

2)Soitt, = au,. T, = Z te = aty =« Z ur = aS, et par suite nl_i}rﬂo T, = nl_i)rpoo(asn) =
k=0 k=0 k=0

a lim S, = au.

n—+00

Définition 1.1.3 (Critére de Cauchy)
Une série (Z un) est dite de Cauchy si la suite des sommes partielles (S,), est de Cauchy. Cela
revient a dire que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (Z un) est de Cauchy.
2. (Sp)n est de Cauchy.

3.¥e>0,INeN:VYp,geN(p2q2N=[S,- S| <¢)

|4 q
4. ¥e>0,INEN:Vp,geN|p2g2N=|) uw-) u

|4
5 ¥e>0,INeN:VpgeNlp2q2N= ) u <e]

Proposition 1.1.4
Toute série réelle ou complexe de Cauchy est convergente.
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1.2 Séries a termes positifs

Définition 1.2.1
Une série (Z un> est dite série a termes positifs si u, > 0 pour tout n € IN.

Remarque 1.2.1

1. Les séries (Z un) vérifiant u, > 0 pour n > ng sont aussi appelées séries a termes positifs
(voir corollaire (1.1.1)) car la nature d'une série ne change pas si on lui retranche un
nombre fini de termes.

2. Siunesérie (Z un) est a termes positifs, la suite des sommes partielles (S,) est croissante.
En effet, S, — Sy—1 = u, > 0, d’oit la proposition :

Proposition 1.2.1
Soit (Z un) une série a termes positifs.

(Z un) converge < (S,) est majorée.

Preuve.
Il suffit d’appliquer la remarque (1.2.1) et de se rappeler que les suites croissantes et
majorées sont convergentes.

Théoréeme 1.2.1 (Regle de comparaison)
Soient (Z un) et (Z vn> deux séries a termes positifs. On suppose que 0 < u, < v, pour tout
n € IN. Alors :

1. (Z vn) converge = (Z un) converge.
2. (Z un) diverge = (Z vn) diverge.

Preuve.
n n

HDu, <v, = S, = Zun < ka = T,. Puisque (T,) est une suite convergente

k=0 k=0
donc majorée alors (S,) est convergente comme étant une suite croissante et majorée,

(Z un) converge.

2) C’est la contraposée de la premiere proposition.

Ce théoreme reste vrai si l'inégalité 0 < u,, < v, est réalisée a partir d'une certain ordre
po, c’est a dire u, < v, sin > py.

Exemple 1.2.1
(1 1\ 1 1

Soit la série Z sin(z—n) ;ona( < sin(ﬁ) < o et comme Z o est une série géométrique
n=0

. . . (1
de raison 1/2, donc convergente, alors la série (Z sin (ﬁ)) est convergente.

Théoréme 1.2.2 (Régle de comparaison logarithmique)
Soit (Z un) et (Z vn) deux séries a termes strictement positifs. On suppose que

Upi1 _ Ont1
o< 2 Alors

Uy Un
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Un) converge — (Z un) conoerge.
)

1. ()]
2. (Z u, ) diverge = (Z vn) diverge.

Pr%luve. o y y
1) n+1 < n+1 n+1 < _n.
" Uy ” Oy " On+1 vnu u
+1 -1 0 .. . 0
<2< ™ <. < = Ced implique que u, < —v,. Sachant que (Z vn)
Un+1 On Up-1 (%) o

Uo PR PR . .
converge alors —7u, | converge et d’apres le théoreme de comparaison ci-dessus,
00

(Z un> converge.
2) C’est la contraposée de la premiére proposition.

Théoreme 1.2.3 (Critere d’équivalence)
Soient (Z un) et (Z vn) deux séries a termes strictement positifs.

u .
On suppose que lim — =€, £ # 0 et # +oo. Alors les deux séries sont de méme nature.

n—+oo Z)n
Preuve.
En effet :
(lim ?:£)<=>(Ve>0,3NelN:VnelN(nzN=> U _p <€)).
n—+oc0 U, M

u .
Pourun ¢ telque 0 < e < fonaalors {—¢ < — <{+¢ pour toutn > N. On a aussi
n
(- &)v, <uy, <(C+¢)v, pour toutn > N.
1) Si (Z vn) converge alors (Z(é’ + E)Un) converge et par suite grace au théoreme de

comparaison (1.2.1), Z (u,) converge.

2)Si (Z un) converge alors (Z(f - s)vn) converge et donc (Z vn) converge.

Exercice
Que se passe-t-il si £ = 0 ou £ = +00 ?(On a des implications mais pas des équivalences.)

Exemple 1.2.2
1 1 "
Soient les séries (Z un> et (Z vn) tels que u, = Log (1 + —) etv,=—.0Ona lim U _ 1

2" 2” ’ n—+oo Z)n
et comme (Z vn) est convergente alors, série géométrique de raison 1/2 < 1; (Z un) Iest
aussi.

Exemple 1.2.3
. L. 1 _ 1 .Uy
Soient les séries (Z un) et (Z vn) tels que u,, = - et v, = Log (1 + E) Ona lim — =1.

n—+oo ’(]n
La premiere série étant la série harmonique qui est divergente, donc il en est de méme de la
seconde.

Remarque 1.2.2 On remarque ici qu’on peut facilement démontrer la divergence de (Z vn).
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Eneffetona:

=

=n

1 1 1 1 1
S, = Uy —Log(l +I)+Log(1 +§)+Log(1 +§)+---+Log(1+ m)+Log(1+ ;)

=1

=

= Los(5) «Log( )+ Lo 5) - o (25 ) - Los ()

= (log2-Logl) + (log3 — Log2) + (log4 — Log3) +--- + (logn — Log(n — 1))
+(log(n + 1) — Logn)) = Log(n + 1) — Log 1 = Log(n + 1).
Comme lim S, = lim Log(n+1) = +oo, on en conclut que la série considérée est divergente,
n—+00

n—+00

il en est donc de méme de la série harmonique.
Ceci est une autre démonstration de la divergence de la série harmonique, on verra une troisieme
démonstration différente, voir exemple (1.2.4).

Théoreme 1.2.4 (Comparaison avec une intégrale)
Soit f : [1, +oo[—> IR* une application continue, décroissante et positive. On pose u, = f(n)
pour n € IN*. Alors

(Z un) converge fl f(x) dx existe

Preuve.

Remarquons tout d’abord la chose suivante :

(xe[nn+1] & n<x<n+1)etcomme f est décroissante

Up1 = f(n+1) < f(x) < f(n) = u,. En intégrant membre a membre on obtient

n+1 1+ n+1 n+1
f Uy dx < f(x) dx < f u, dx ou encore u,,; < f(x) dx < u,.
n n n n
n n k+1 n
En sommant membre a membre, on obtient Zuk+1 < Z f(x) dx < U.
k
k=1 k=1 k=1

Finalement on aboutit a :

n+1
Spt — 11y < f f@dx< S, (9
1

Démonstration du théoréme :

=

1) Si (Z un) converge alors S, = Z uy est majorée. Cela veut dire qu’il existe M > 0
k=1
tel que pour toutn € N, S, < M.

n+1
D’apres la remarque (*) ci-dessous, f(x)dx < S, <M.

1
Soit t € R*. Posons n = [t] la partie entiere de ¢;
n+1

t [t]+1
f fx)dx < f(x)dx = f(x)dx < S, <M.
1 1 1
=+ 00
On passe a la limite quand t — +oco (= n — +00), on obtient f f(x)dx < M.
1

+00
Ce qui se traduit par I'existence de 'intégrale f f(x) dx.
1

+00
2) Inversement, on suppose que l'intégrale f f(x) dx existe. De la relation () on
1

déduit que
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n+1
S <u1+f f(x) dx<u1+f f(x)dx=C

La suite (S,), étant croissante et est majorée par C, elle est donc convergente. La série

(Z un) I’est aussi.

Remarque 1.2.3
Le résultat est encore valable si la fonction f est positive, continue et décroissante sur un

intervalle [a, +oo[ en considérant la série Z f(n) avec ny > a.

n=ngp

Exemple 1.2.4
1) Considérons I'application f : [1,+oco[ — R* définie par f(x) = —

1 "1 1\ ..
fl dx = Logtet lim . dx = +o0. Donc (Z E) diverge.

t—+o00 1

2) Soit la fonction f : [1,+0o[ — R* définie par f(x) =

(a vérifier en étudiant la dérivée par exemple) et positive.
£ £
1
j; f(x) dx = Log (%) - Log (E)' et comme tl_l)I}lo‘fg f(x)dx = Log2 < +oo;

1
la série (Z m) est alors convergente.

. f est continue, décroissante
x(x+1)

1.2.1 Séries de Riemann

Définition 1.2.2
Soit « € R. On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme

U, =—,n>letacRk.
nD(
Les séries de Riemann sont donc des séries a termes positifs.

0 si a>0
Remarquons que lim u, = { 1 si a=0
e +00 si a<0
On conclut immédiatement que si a < 0, la série de Riemann est divergente puisque
le terme général ne tend pas vers 0.
Sia =1, on obtient la série harmonique qui est divergente elle aussi.
Examinonslecasa >0, o # 1.

1
Soit la fonction f, : [1, +oo[ — IR* définie par f(x) = ot fa est une fonction positive,
—-a

xa+1

< 0.

continue et décroissante car la dérivée f;(x) =

¢
1 —a+1
Ona ’[1 fa(x) dx = 1% (t - 1) et comme

+00 si O<axl1

si a>1

Proposition 1.2.2

iy . 1 . .
Une série de Riemann (Z —a) converge si et seulement si a > 1.
n
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Les théoremes (1.2.1), (1.2.2) et (1.2.3) vont nous permettre d’étudier beaucoup de séries
en les comparant seulement a une série géométrique ou une série de Riemann.

Proposition 1.2.3 (Régle de Riemann)
Soit (Z un) une série a termes positifs.
1. S’il existe a > 1 tel que la suite (n*u,), soit majorée par un constante M > 0; alors

(Z un) est convergente.

2. S'il existe a < 1 tel que la suite (n“u,), soit minorée par une constante m > 0; alors la
série (Z un) est divergente.

Preuve.

1
1) Par hypothése n“u, < M pour tout n € IN. Alors u, < vt Comme a > 1 la série

1 7 N Z N\ .
(Z ﬁ) est convergente et d’apres le théoreme de comparaison (Z u,,) converge.

2)Ona nu, >m > 0etdoncu, > 2 Le fait que a <1 alors (Z %) diverge et par

na

suite (Z un) diverge en vertu du théoreme de comparaison.

Corollaire 1.2.1
Soit (Z un) une série a termes positifs. On suppose qu'il existe a € R tel que lim n“u, = ¢,
n—+oo
. 1
€ # Qet €+ +oo. Les séries (Z un) et (Z %) sont de méme nature.
Preuve.
(lim naunzf) & (Ve>0,ANeIN:Vne N(n >N = { — e <n®u, <l +¢)). Ceci
n—+0o

{—¢

: . t+e : .
est équivalent a dire < u, < —— pour tout entier n > N. On choisit alors
n

n
¢ > 0 de maniere que £ — ¢ > 0.
1 T
1) ( E ﬁ) converge < «a > 1 et ceci implique que ( E un) converge.

: t-¢ . 1
2) Sll(Z un) converge alors (Z - ) converge et par suite (Z ﬁ) converge et donc
a>1.

1.2.2 Critére de D’Alembert

Proposition 1.2.4
Soit (Z un) une série a termes strictement positifs.

1. S’ilexiste A € R, 0 < A <1 tel que % < A pour tout n € N alors la série (Z un) est
convergente. !

. Up+1 .

2. Si L > 1 alors (Z un) diverge.
Preuve.

N <1<l =

n Up—1

Par récurrence on obtient u, < A"uy. Puisque 0 < A < 1, alors (Z uo/\”) est une
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série géométrique convergente et en vertu du critere de comparaison, la série ( E un)
converge.

2) ul’l+1

> 1= u,41 > u, la suite (u,) est alors croissante. D’oty, lim u, > uy # 0 et par
ui’l n—+oo
suite (Z un) diverge.

Corollaire 1.2.2 (Critére de D’ Alembert) y
Sous les mémes hypothéses que la proposition (1.2.4), posons lim -,

n—+oo Mn

1. <1= (Z un) converge.
2.(>1= (Z un) diverge.

3. € =1, on ne peut rien conclure.

Preuve.

1)Sif<1.

lim u;” =le=Ve>0,AINEN:Vne Nn>N=(—¢< u;” <l+e).
n—+00 n n

Up+1

On choisit dans ces conditions ¢ > 0 tel que £ + ¢ < 1 pour que <{+¢) <1 La

n

conclusion est une conséquence de la proposition (1.2.4).

2) Si ¢ > 1, on choisit ¢ tel que £ — ¢ > 1 et par suite il existe N € IN tel que pour
Un+1

toutn > N, onait > {—¢& > 1.D’apres la proposition (1.2.4), la série (Z un) diverge.

Uy

. . 1 . .
3) Considérons la série de terme général u, = —. C’est une série de Riemann conver-
n

2
. Un+1 . n
gentecara =2 > 1. lim —— = lim > =1
n—too Yy n—teo (14 1)

Soit la série de terme général (v, = —), n > 1, (c’est la série harmonique divergente).
n
. On+1 . n
lim 2= = lim =1
n—+00 vn n—+oo 11 + 1

Up+1

Ces deux exemples illustrent bien le fait que lim

n—+oco Y

= 1 n’apporte aucune informa-
n

tion sur la nature de la série (Z un).
Exemple 1.2.5

. . 1
1) Soit la série de terme général u, = o

. Up+1
lim

1 1
= lim 7= 0 < 1. La série Z por est convergente.

n—+oo U, n—+oco 1 +

n
2) Soit la série de terme général u, = —.

n!
o Upe . (m+D . (n+ 1Y . L.
Ona lim 2= = Q— = lim = e > 1, et par suite la série est
n—-+eo 1y, n—teo (M4 1)1 0" ot 1
divergente.
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1.2.3 Critére de Cauchy

Proposition 1.2.5
Soit (Z un) une série a termes positifs.
1. S'ilexiste A € R, 0 < A < 1tel que Rfu, < A alors la série (Z un) converge.
2. Si ’{/un > 1, la série est alors divergente.
Preuve.
1) '%/un <A=u, <A". (Z /\”) étant une série géométrique convergente (0 < A < 1),

d’apres le théoreme de comparaison (Z un) converge.

2) R, >1=u,>1= lim u, >1etdonc (Z un) diverge.

n—+o0

Corollaire 1.2.3 (Critére de Cauchy)
Sous les mémes hypotheses de la proposition (1.2.5), posons lim Rfu, = €.

n—+o0

1. (<1= (Z un) converge.
2. {>1= (Z un) diverge.

3. € =1 on ne peut rien conclure.

Preuve.
lirP R, =t = Ve>0,INeN:VYne Nn>N = € —¢ < R&fu, < {+¢)ouencore
n—+oco

Ve>0, AINeIN:VneNmn>N= ({—¢)" <u, <(€+¢&)).

1) Si ¢ < 1. On choisit € tel que 0 < £ + ¢ < 1. La série (Z(l + e)”) est alors convergente

et par voie de conséquence (Z un) converge.

2)Si ¢ > 1. On choisit ¢ vérifiant £ — ¢ > 1. On aura alors u,, > (£ —¢)" > 1 ce qui entraine
que lim u, > 1 et par suite la série diverge.
n—+oo
1
3)Le cas o £ = 1, ne donne rien. (a) : Prenons la série harmonique Z m Cette diverge
n>1
n(l

bien que lim /- =1.
n—+oo n

. L . 1 . nll
(b) : Soit la série de Riemann convergente ; p et nl_l)l’POO i 1.

Exemple 1.2.6

n
Soit la série de terme général (a + ﬁ) ,aveca > 0etp > 0.

. . 1
lim Q/un = lim (a + —)
n—+oo n—+o0o0 np

1)Sip=0. lim Rfu, =a+1> 1 et lasérie diverge.

n—+oo

2)Sip >0, im %fu, = a. La série est convergente pour a < 1 et divergente si a > 1.
n—+o0
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e si p=1
1 si p>1
Le terme général ne tend pas vers zéro, la série est divergente.

np n—oo

1 n 1 lenl_p +OO Si 0<p<1
3)Sia=1,un=(1+%) =[(1+_) ] _,{

Une question se pose maintenant ; peut-on avoir des limites différentes en appliquant
les deux criteres de d”Alembert et celui de Cauchy ? La réponse est donnée par les deux
propositions suivantes.

Proposition 1.2.6
Soit (Z un) une série d termes positifs. Alors si

im 25— 20 ef  lLim %, =6#0

n—+oo un n—+oo

onat; =10.

Preuve.
Considérons la série de terme général v, = a".u,; ol a est un réel positif qu'on va
préciser. On a

v u
lim 22 =g lim =2 =af et lim R, =a lim %u, =ab, 0.

n—-+oo Z)n n—+oo un n—-+oo n—-+oo

1 1 . .
Fixons a strictement entre — et {7 alors nécessairement 1 est compris entre at, etals;
2

donc notre série de terme general v, est convergente suivant un critere et divergente

suivant l'autre, ce qui est absurde ; d’ot1 {1 = £».

Exemple, supposons que ¢; = 1/2 et {, = 1/5, considérons la série de terme général
v

v, = 4"u,. D'ott lim 22 =4(1/2) =2 > 1et, hm Ko, = 4(1/5) = = < 1

n—-+oo ’(]n

Proposition 1.2.7
Soit (Z un) une série a termes positifs. Alors

lim 2% = ¢ — lim %, = ¢

n——+00 un n—+oo
On n’a pas I'équivalence.

Preuve.
Soit lim

n—-+oo Z,[n

) . e u e
ent1ern2Nona1t:f—§ n+1<{’+§.501tn2N.
u

n+1

= (. Alors pour tout ¢ > 0, il existe un entier N € IN tel que pour tout

& Uy "
- £ <0+&
2<5”‘ 2
& &
- & <0+&
<1/ln_2 2

2 un 2
En faisant le produit membres & membres, on obtient :

S N
(—=<——<(+
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e\" N Uy, Uy UN+2 UN+1 e\" N
(f——) <4 ... +<(£+ .

2 Up-1 Up-2 UN+1 UN 2
Apres simplification on obtient : uy (f - E)n_ < Z_:; < (5 + g)n_N et donc
1 e\~ 1 e\
”1’3(5_5) < un<ug,({f+§) .
1 e\1I- % 1 e\l
Soitan:uI:,(f—E) et 574:”1@(5_5) .

lim an:{f—%=>3N1eN:Vnleonaitan>(f—§)— — (¢
Nn——+o0o

N ™

lim ﬁn=£+§=>EINZE]N:\7’n2N20naitﬁn<({’+§)+£=£+e.

n—+oo 2
Soit N3 > max{N, N, N,}. Pour toutn > N;ona:
—ec<a, < Q/un < Bn < €+ ¢, ce qui exprime bien que | ’{/un - fi <e

pour tout 7 > N3 et donc lim Kfu, = £,

n—+00

Contre-exemple
Soita>0etb > 0,a # b et considérons la série (Z un) définie par

Uy, = ab"
{M2n+1 = a"™p"
+00
Zun =1+a+ab+a*b+a*V* +a°V* +a°° + - -
n=0

Utilisons le critere de Cauchy, on a :

2n no4 on . .
Ry, = Na"b" = azbz = Vab si n estpair
2n+1 +1 . . .
2 gy = Vamtlb" = gzrbma——— Vab si n estimpair

n—>00

D’ot1 'on tire, lim %/u, = Vab.

n—+oo
Utilisons le critére de D’ Alembert :
Unpiq an+1 b
Uy anbn
Upyso a"“b““

u2n+1 a?’l+1 b?’l

=a si n estpair

=b si n estimpair

Ainsi

. Upy {a si n estpair
lim = . ; .

n—+oo U, b si n estimpair

Donc la limite n’existe pas. Cette exemple montre bien que le critere de Cauchy est

plus "fort" que celui de D’ Alembert.

[s¢]

1+a

Exercice : Montrer que pour la série précédente, on a : E Up = 7, pour ab < 1.
—a
n=0

Un autre exemple plus simple est uy, = 2 et uy,41 = 3, le série est donc :

Y Uy =243+24342+3+243+
n=0

. Upr1 _ [3/2 si nestpair im Wi =
n1—1>rPoo u, _{2/3 si n estimpair et n1—1>11100 up =1
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1.2.4 Critere de Kummer

Proposition 1.2.8
Soit (Z un) une série a termes strictement positifs.

Un+1

1. S’il existe a > 1 tel que n (1 - ) > « alors la série est convergente.

Uy

2. Sin (1 - u"“) < 1alors la série diverge.

Up

Preuve.

1) Casoua > 1.

Considérons la fonction f : R* = R* définie par f(x) = (1 +x)™*.

Son développement limité a I’ordre 1 au voisinage de 0 est donné par :

f(x) = f(0) + xfll('o) + xzf,’;@X), avec 0 <0, < 1.
ala +1) .

fx)=1—-ax+ (1+ 0,)™*2x%

1
Pour x = — on obtient :

n
1 a ala+1) a1 o
=1-—-—+———( E—>1 - —.
f() n+ 2! (+6%) n2 n

Up+1

n
L'hypothe (1 _
ypothese n ” "

- - o
”"”s1—gsf(l):(1+l) :(n+1) :( n )
Uy, n n n n n+1

) 1 ) )
Soit v, = — alors (Z vn) est une série de Riemann convergente.
n

Up+1

P L N o .
) > o étant équivalente a <1- —, nous permet d’avoir;
n

v n o \* u v R . . .
e ( ) ; comme —2L < L gt d’apres le critére de comparaison logarithmique
(o n+1 U, (o
(1.2.2), la série (Z un) est convergente.
u u 1 n-1 1
2) On suppose que 1 (1 — "+1) <1.Dou 2 >1-== . Posons w, = —,
Uy Uy n n n—1
: . . w n—1 u
n > 2. (Z wn) est la série harmonique divergente. De plus = < 2L
Wy, n Uy

D’apres critere de comparaison logarithmique (1.2.2), la série (Z un) est divergente.

Corollaire 1.2.4 (Critére de Raab)
Soit (Z un) une série a termes strictement positifs. On pose lim n (1 - un+1) =

n—+oo un

1. Si € > 1alors la série (Z un) converge.
2. Si € < 1alors la série (Z un) diverge.

3. Sit =1, on ne peut rien conclure.

Preuve.
On utilise toujours la définition de la limite d"une suite quand elle existe :

lim n(l— ”””):m:»

n—+oo un
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Ve>O,3NelN:Vne]N(n2N=>€—s<n(1—u"+1)<é’+e)

Uy

. .o . BN b . 4 : M
1) Si £ > 1. On choisit ¢ de maniere a avoir £ — ¢ = a > 1 pour qu’on altn(l - ”—H) >«
Up

pourn > N et par suite utiliser le critere de Kummer pour affirmer qu’il y a convergence.

2) Si £ < 1. On choisit ¢ tel que 0 < ¢ < 1 - ¢. Dans ces conditions, on aura

u
n (1 - ZH) < {+ e <1pourtoutn > N et donc la série diverge.

n
3.) Le cas ou £ = 1, on ne peut rien conclure, voir exercice (1).

Exercice 1 Donner la nature des deux séries de Bertrand suivantes.
o0

1 o 1
et —_—
HZ:‘ZAnLogn ;HLngi’l
Vérifier que dans les deux cas, la limite de Raab est 1.

1.3 Séries a termes quelconques

Le paragraphe précédent était consacré al’étude des séries a termes positifs et c’est dans
cette partie qu’il y a beaucoup de résultats sur la convergence . Dans ce paragraphe il
sera question des séries a termes quelconques.

1.3.1 Regroupement des termes

Théoreme 1.3.1
Soit (Z un) une série a termes quelconques et soit ¢ : IN — IN une application strictement

croissante vérifiant p(0) = 0. On suppose en plus :

1. lim u, =0.

n—+00
2. AM € N tel que p(n + 1) — p(n) < M pour tout n € IN.
p(n+1)
On considere la série (Z Un) définie par v, = Z Ug.
k=@p(n)+1

Alors les séries (Z un) et (Z vn) sont de méme nature.

Si les séries sont convergentes on a en plus : Z Uy = Z (2
n=1 n=0

Remarque 1.3.1
Prenons un exemple d’application pour comprendre les hypotheses de ce théoreme.
Soit @ : IN + IN définie par p(n) = 2n.

(n+1) 2n+2
Ona p(n+1)—pn)=2n+2-2n=2=Metv, = Z U = Z U = Upps1 + Upsn.
k=p(n)+1 k=2n+1

Ceci donne par exemple vy = uy + U, V1 = Uz + Uy et ainsi de suite. On remarque sur cet
exemple que les termes sont regroupés 2 par 2.
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Preuve.
Notons comme d’habitude (S,), et (T,,), les suites des sommes partielles respectivement

des séries (Z un) et (Z vn) .

n o(1) ?(2) p(n+1)
Tn:va:vo+vl+---+vn: Z up + Z U+ + Z Uy =
p=0 k=¢(0)+1 k=p(1)+1 k=@(n)+1

p(n+1)
Z ur = Sym+1)- Sachant que @ est une application strictement croissante, la suite (T},),,

k=1
est alors une suite extraite de de (S,),. Par conséquent :

1) (Z un) converge = (S,), converge = (Syu+1))n converge = (T,), converge

(Z Un) converge.

2) Si (Z un)dwerge.
@ étant strictement croissante on a ¢(n) < ¢(n + 1). Donc pour tout entier n € IN, il
existe p € N tel que p(p) <n < @p(p + 1).

Su = Sep) = Z U — Z Upp) = Z ui. Puisque lim u, = 0 alors pour tout ¢ > 0, il

n—-+oco
k=p(p)+1

existe N € N tel que |u,| < ﬁ pour tout n > N. Pour p assez grand (¢(p) + 1 > N), on

n n € e
alSi=Sppl=| Y, w{< Y lul <301 =) < T:@(p +1) = p(p) < ¢ car onaa
k=p(p)+1 k=p(p)+1
par hypothése ¢(p + 1) — ¢(p) < M. On conclut que lim S, - S, = 0 et puisque la suite

n—+oo

(54)n diverge alors (S ) diverge et par suite (T},) diverge car Sy) = T)-1.

Exemple 1.3.1
+00 (=1)" P(n+1) 2n+2
Soit la sérieZ et soit ¢ : IN — IN définie par p(n) = 2n. v, = Z Up = Z Up =
n=1 k=¢p(n)+1 k=2n+1
u +u = -1 + L = 1
LTI T 0n41l 2m+2  Qn+1)(2n+2)
1 1 1
Posons w,, = on+ )@2n +2) an) est convergente car w, < @ et (Z 1 2) est

convergente. En conclusion :
Z wn converge = (Z —wn) converge = (Z vn) converge = (Z un) converge.

Théoréme 1.3.2 (Critére D’Abel)
Soit (Z un> une série a termes quelconques. On suppose qu'il existe deux suites (€,,), et (V,)n

telles que :

1. u, = ¢,v, pour tout n.

p
2. 1l existe M > tel que pour tout p,q € ]N[p >q = Z U] < M].
k=q

+00
3. Z len — €4-1] converge.

n=1
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4, lim ¢, =0.

n—+00

Alors la série (Z un) converge.

Preuve.

On va montrer que les conditions du théoreme impliquent que la série (Z un) est de
Cauchy.

Soit ¢ > 0 et posons

q
0 si p<gq
Soitn +1 <p.
p p
Vip = Vis1p = Z Uk — Z Uy = v,. D’autre part :
k=n k=n+1

p p p
Z up = Z EXU = Z e(Vip = Viep)
k=g+1 k=g+1 k=g+1

€q+1(vq+1 - Vq+2,p) + €q+2(Vq+2 - Vq+3,p) +...+ Ep(vp,p - Vp+1,p)
5q+1Vq+1,p - Epr+1,p + Vq+2,p(€q+2 - 5q+1) + Vq+3,p(€q+3 - 5q+2) +... Vp,p(gp - Ep—l)

P
= €q+1Vq+l,p - Epvp+l,p + Z Vk,p(gk - Ek—l)-
k=q+2
p p
Donc | Y | < legal - Vauapl + el Wyl + Y Vil lex = el
k=g+1 k=q+2
De plus on a les conséquences suivantes :
. €
a) lim ¢, =0 = dN; € N tel que |¢,| < Wi pour tout nn > Nj.

n—+oo

b) La série (Z le, — €n—1|) converge donc elle est de Cauchy. Il existe alors N, € IN tel

p
€
que pour tousp > N etg > Ny, (p > g)ona Z lex — x| < eIV
k=q+1
p

C) Ikal <Mpourtouspetqg,p>g.

k=q

L € e e

Soit N = max{N;, N,}. Pour n > N on a alors Z Ul < WM + WM + WM =c¢. La

k=g+1
série (Z un) est alors de Cauchy, donc convergente.

Exemple 1.3.2
+00 (_1)1’1
Appliquons ce théoreme pour étudier la série Z qu’on sait qu’elle converge d’apres
n=1
I'exemple (1.3.1).
1
Soit ¢, = —etv, = (-1)".
n +00 1 +00 1
n1—1>I-i]—1c>o en =0et|(-1)"| £1 = M. La série HZ:; — T 1' = nZ:; S est convergente car
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. . 1
de méme nature que la série de Riemann (Z ﬁ)

Nous allons étudier un cas particulier de série a termes quelconques a savoir les séries
alternées.

1.3.2 Séries alternées

Définition 1.3.1
On appelle série alternée toute série (Z un) vérifiant la relation u,.u,.1 < 0.

Le terme général u,, d'une telle série peut-étre noté u, = (=1)"v, ou u,, = (—=1)"*'v, avec v, > 0.

Dans le cas général une série alternée sera souvent notée : ( E (—1)”|un|) .

Théoreme 1.3.3 (Critére de Leibniz)

Soit la série alterne’e(z un); On suppose que :
1. La suite (Ju,|) est décroissante.
2. lim u, =0.

n—+oo

Alors la série (Z un) est convergente.
Onaen plus :

0]

3. La somme de la série Z u, quand elle converge a le signe du premier terme u,.

n=p
o0
4, Zun < |MQ|
n=0
o0
5. Z | < |t
p=n+1
Preuve.
Posons u, = (-1)"|lu,|, donc le premier terme sera positif; sinon on prend
Uy = (=1)"uyl.
Considérons la suite des sommes partielles : S, = [ug| — |us| + [1z| — - - - + (=1)"|u,|. Soient

les deux sous-suites (Sy,) et (S2,+1) ; montrons qu’elles sont adjacentes.

1. On a effectivement :

Sons2 = Soun = (lto| — lua| + [tz] + - - - + [tzn| = [Uzns1| + [U2n42]) — (o] — 1| + |uz] + - - - + |124])
= —|uzps1| + [uzn42] < 0;

car (Ju,|) est décroissante ; donc (S;,) est une suite décroissante.

2. De méme on a :

Son+3 = Sons1 = ([uol = | + [u] +- - - = [t | + [U2nial = [U2ne3]) — (ol = lur| + |ua| + - - - = [2p41])
= [uzns2| = lt2n13l > 0;

car (|u,|) est décroissante ; donc (S;,41) est une suite croissante.

3.0na lim (52n+1 - SZn) = lim —|l/l2n+1| =0.

n—oo n—oo
(S2n) et (San41) étant adjacentes, donc elles sont convergentes et admettent la méme li-
mite. D’ot1 (S,) est convergente, et par conséquent la série (Z(—l)” Iunl) est convergente.
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[o¢]

4. Supposons la série Z u, convergente, on a alors

n=p
00
Z Uy = (“1)P |+ (=1 Hutpia+- - - = (1P (el — [par| + [pial = lpis] + |yl = ltpes| + ).
o >0 20 >0
La somme a le signe du premier terme.
o
5. Z(—l)n|”n| = [uol = lua| + |uz| = fus| + lual + - -+ = |uol = ((|u1| = lual) + (lus| — lual) + - )

n=0

(o]
= |uol — Z [tonsa| = [Uznsal.

20
Méme méthode pour la derniere proposition.

Exemple 1.3.3 Soit la HARMONIQUE alternée :
AT W O O
2 3

! +

4 5 6 7

1. La valeur absolue du terme général est 1/n, qui est le terme d’une suite décroissante et
tend vers zéro. La série est donc convergente.

2. Le premier terme est positif, donc la somme est positive.

3. Le premier terme est 1, donc la somme est inférieure a 1.

4. On verra plus tard, que cette somme est Log2, (voir cours sur les séries entieres).
D’apres la derniére proposition du théoréme on a par exemple :

Logz_(l_l+1_1+1_1+1_1+1_i)<i.

2 3 4 5 6 7 8 9 10/ 11

On peut vérifier facilement :

Log2 - (1_1 i1, r 111 l_i)_lz og2— 627 _ 1
20£173 175 67 879 10 11 2520 11

=Log2—m~O,69315—0,73654:—0,04339<0.

Exercice 2 Démontrer la convergence d’une série alternée, en utilisant directement le critere
d’Abel précédent.

(o]

Exercice 3 Considérons la série alternée, Z(—l)”‘lun ; Ol
n=1

1
Uy, = > pour n >0 et; Uy = > 0.

e pour n

L1101 1.1
nl o — — — — — e e ®
Z( D™ = 2 TRt T2

Montrer que le terme général tend vers zéro, mais la série est divergente.
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1.4 Séries absolument convergentes

Définition 1.4.1
Une série (Z un> est dite absolument convergente si la série (Z Iunl) est convergente.
11 est clair que toute série a termes positifs convergente est absolument convergente.

Théoréme 1.4.1
Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

En d’autres termes : (Z Iunl) converge = (Z un) converge.

Preuve.
On va prouver que (Z un) est de Cauchy.

4 p
Soit € > 0 et p, g deux entiers tels que p > g. |Sp - Sq| = Z ui| < Z lux|. Comme la
k=q+1 k=g+1

série (Z Iunl) converge, elle est de Cauchy. Il existe alors N € IN tel que Vp,q € N(p >

p p p
g=>N)ona Z || = Z lux| < . Doncpourp > g >N, |5, -5, < Z |ug| < € et par
k=g+1 k=q+1 k=g+1

suite (U,) est de Cauchy donc convergente et ainsi (Z un) converge aussi.

Remarque 1.4.1
n n
On sait que pour tout n € IN, on a Zun < Z lu,| (inégalité triangulaire). En cas de
k=0 k=0
+00 +00
convergence absolue, cette inégalité est conservée; a savoir Z U, < Z |14,
k=0 k=0
+00 ( 1)71
Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de considérer la série Z qu’on
n=1
7 . . (_1)H ].
a vu qu’elle est convergente mais pas absolument convergente puisque = =
n

Définition 1.4.2 La série (Z un) est dite commutativement convergente, si la série (Z u(p(n))
est convergente pour toute bijection ¢ de N dans IN.

Théoréme 1.4.2
Toute série absolument convergente est commutativement convergente.
En plus soit la bijection ¢ : N +— Nona:

1. (Z u(p(n)) est absolument convergente.

+00 +00
2. Z u, = Z ufP(“)'
n=0 n=0

Preuve.
La démonstration se fera en deux étapes :
1) Etape 1.
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On suppose que u, > 0.
Alors : (Z un> convergente — (Z un) absolument convergente.
Soit ¢ : IN — IN une bijection et posons v, = ().
+00
T,=v9+0v+ - +0, = Upe) T+ Upay + -+ + Upn) SZun.
n=0

+00

Puisque la suite des sommes partielles (T,) est croissante et est majorée par Z Uy,

n=0
+00 +0o0
alors (T,) est convergente et on a Z v, < Z Uy,.
n=0 n=0
A -1 .o . _
De méme, ¢~ est bijective, u, = Vp-1(n)-
+00
Sn =Ugt+ur+---+u, = 'U(p—l(o) + 'U(p—l(l) + -+ v(pfl(n) < Z Oy
n=0
+00 +00

En passant a la limite et sachant que les séries convergent on obtient Z u, < Z (2

n=0 n=0
+0o0 +0o0
Et par conséquent Z U, = Z (2

n=0 n=0
1) Etape 2.
(Z un) est une série a termes quelconques telle que (Z |un|) converge.
D’apres 'étape 1, (Z Iunl) converge = (Z Ivnl) converge, avec U, = Uy et on a
+00 +00
[Z |un|] = [Z |vn|].
n=0 n=0
Posons u; = max{u,,0} et u,; = max{—u,,0}.Onau; >0, u, >0et u, =u, —u,.On

a aussi comme conséquence 0 < u; < |u,|et 0 <u;, < |u,l
Puisque la série (Z Iunl) est convergente alors et d’apres le théoréeme de comparaison

les séries (Z uh ) et (Z u, ) sont convergentes.

+00 +00 +00 +00
D = D =) = )= )
n=0 n=0 n=0 n=0
+00 +00 +00 +00
Or 25 = Dyt @t D45 = )ty
n=0 n=0 n=0 n=0
+00 +00 +00 +00 +00 +00 +00
et donc Z U, = Z uy — Z u, = Z u;(n) - Upiy = Z Up(n) = V.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n= n=0
Remarque 1.4.2
Le théoreme précédent cesse d'étre vrai si la série (Z un) est seulement convergente. La série
+o0 (_1 n+1
Z ” est convergente (voir 'exemple 1.3.2) mais n’est pas absolument convergente.
n=1
f‘(—l)”“_1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1
n:1”_23456789101112

Regroupons les termes d’une autre facon :
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Il
S
3

1 1 1 i~
+ J— — + P
2k+1 202k+1) 22k +2)
1 B 1 B 1
2n+1 22n+1) 22n+2)

Onv, =

- 51(-3) —1<1—1>
C2n+1 2 2(2n+2)_2 2n+1 2n+2/

Fo.- -3+ G-1)-]- 3 5
L2 2) \3 4
En réorganisant autrement la somme de cette série convergente on a obtenu une série conver-

gente mais pas de méme somme. Cela est dil au fait que I'addition d’une infinité de termes n’est
pas nécessairement commutative. Cette méme série, en regroupant ses termes d une autre facon,
on peut avoir une série divergente, trouver un exemple d’un tel regroupement.

[0 Un bel exemple de série convergente et non commutativement convergente.

. 1
Soit le série alternée Z‘(—l)’“rl Log (1 + E) :
n=1

) . 1 )
Il s’agit d'une série alternée et le terme Log (1 + —) décroit vers zéro, ce qui assure la
n

convergence de la série donnée.

Ona: Z( 1)"+1L0g(1+ ) Z( 1”+1L0g(n+1) Z( 1)"![Log(n + 1) — Log n]
[Log2 Log1] — [Log3 — L0g2] [Log4 — Log 3] - [Log5 Log4] +--

= 2[Log2 - Log3 + Log4 - Log5+ -] =2 (-1)"Logn,
n=1
la série ainsi obtenue est grossierement divergente, puisque le terme général ne tend

pas vers zéro.
Il est facile de vérifier que la série n’est pas absolument convergente.

Remarque 1.4.3 Onamontré que pour les séries d termes positifs, si les termes sont équivalents
a Uinfini, alors les deux séries sont de méme nature. Il n'en est rien pour les séries a termes
quelconques :

.U o
1. lim == =1, facile a vérifier.

n—oo Z)n
oo (o] 1 (o]
2. Z u, est divergente car, Z W = +00.; Mais Z v, est convergente.
n=1 n=1 n=1
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