CHAPITRE 4
LA TRANSFORMEE DE .ZOURIER

4.1 Fonctions localement intégrables
Soit I un intervalle de R et soit f : R = R une application.

Définition 4.1.1
On dit que f est localement intégrable sur I si f est intégrable sur tout intervalle fermé borné contenu
dans I.

C’est a dire, f est localement intégrable sur I, si quelque soit [a, b] C I, alors fa ’ f(x)dx existe.

Remarque 4.1.1

11 est clair que toutes les fonctions continues sont localement intégrables.

On note par Loc(I, R) = {f : [ — R : flocalement intégrable}.

On aalors C(I, R) C Loc(I, R) et I'inclusion est stricte. Comme exemple la fonction f(x) = [x], (partie
entiere de x) est localement intégrable mais non continue.

Proposition 4.1.1
L’ensemble Loc(I, R) est un sous-espace vectoriel de ¥ (I,R), (espace de toutes les fonctions définies
de I dans R).

4.2 L’intégrale de .7 ourier

Pour conclure 1’étude de la théorie des séries de % ourier, on examinera le cas limite ot
I'intervalle | - ¢, £[, dans lequel on étudie la série de .% ourier, tend vers ] — oo, oo[, c’est a dire
lorsque £ —— co.

(o]

Soit f : R + R une fonction localement intégrable sur R et telle que I = |f(t)|dt converge.

On suppose que f satisfait aux conditions de Dirichlet et admet un déveioppement en série
de .Zourier dans l'intervalle [, {], £ > 0. Donc il existe une fonction g : R + R périodique,

2
de période T = 2( = g, vérifiant les hypotheéses de Dirichlet (donc développable en série
de Fourier) telle que la restriction g,_, , = f.
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LA TRANSFORMEE DE .#OURIER

Alors pour tout x € [~£, €] ona
@  fe)= E°+i‘ (4 cos(nax)+b, sin(nax)]| = ”2—°+i‘ [an cos( )+ b, sm(%x)]
®  a=2 n: F(x) cos(newx)dx = % f z £x) cos(nTRx) dx
© =2 n:w F(x) sin(rnax)dx = % f Z ) sin(’%”x) dx

En remplagant les quantités (b) et (c) dans (a), ona:

flx) = %fﬁ f(x)dx + % {i fg f(t) (cos (nTRt) cos (nTRx) + sin (n%t) sin(n%x)) dt] =
¢ n=1 vt
f foodx + 5 Z f £t cos i x))dt (1)

Nous allons étudier cette derniére intégrale quand ¢ — oo.

T 27 nm i
Posons a; = 7 o= 7,...,0(,1 = TetAan =, — 0y = —

En reportant dans 1'expression (1) ci-dessus, on obtient :

o AL
Z f f(t) cos ar(t — x)dt] Aa,
n=1 -t

+0
Posons ¢(a,) = f f(t) cos (a,(t — x)) dt. Il résulte de cela
-t

1 [ 1
fo =57 [ e+

n—1

n—1 4
Y plahag=)" ( f f(t) cos(ay(t - x)dt)Aak)
k=1 k=1 Wt

Par conséquent

lim Z e(ar) Ay = (p(a)da (I'intégrale de Riemann.)

Donc l1m Z o(ar)Aay = l1m [ (f f(t) cos(ax(t — x))dt)) Aag|.

Ainsi % n:: p(a)da = - L/f (I{ f(t) cos(a(t — x))dt) dao.

Comme

lim 1 (p(oc)da = 1 f p(a)da

{—0c0 TT

{11_{2 =" lf f(t) cos(a(t —x)) dt] da = f [f f(t) cos(a(t — x))dt]

On a finalement la relation pour f continue :

fx) = f [f f(t) cos(a(t — x))dtl da
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4.2 I'intégrale de .# ourier

Cette derniere expression est appelée intégrale de .# ourier. Cette égalité a lieu en tout point
x oul f est continue.
Si f posseéde des discontinuités, on a la formule valable pour tout x :

o oo O y
%fo [wa(t)cos(a(t_x))dt]da:f(x+ )erf(x )

Posons maintenant ¢(a) = f f(t) cos(a(t — x))dt. Il est clair que ¢(—a) = ¢(a) et donc ¢ est

paire et par suite f P(a)da = f P(a)da.

On a finalement :
L’intégrale de .Fourier

flx) = %[ lj: f(t) cos(a(t—x)dtl da

42,1 forme complexe de l'intégrale de .# OURIER

Posons (a) = f‘” f(t) sin(a(t — x))dt.
Y est une fonction impaire et donc pour touta > 0, f ﬂ Y(a)da =0 = f [ f ) f(t)sin(a(t — x))dt | da

Donc

}1_{2 [ﬂ Y(a)da = f_w [[w f(t) sin(a(t - x))dtl da = 0.

On dit dans ce cas que l'intégrale converge en valeur principale de Cauchy vers 0. Ceci

implique qu’on a aussi 2;7_1( f l f f(t)sin(a(t — x))dtl da = 0 et donc;

Forme complexe de l'intégrale de .Zourier

f@:%[[[fwwmﬂm

1 * —iat 34.
F() = fla) = = f foeta

Fla@)e™da = F(Be =gt 20 _ o).
[Tt [ | [ o S22

On peut écrire généralement si f possede des discontinuités :

1 f"" Fageinda = OO+ =0
TC J—00

Posons :

alors

2

Maintenant on peut définir la notion de transformée de .# ourier.
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LA TRANSFORMEE DE .#OURIER

4.3 Transformée de .# ourier

Définition 4.3.1
Soit f : R = R une fonction localement intégrable et absolument intégrable sur R.

On définit la transformée de .Fourier de f, la fonction notée j?ou F(f)de R C;etsa
transformée inverse de C — R par:

Transformée de Fourier .

Z(F@) = fla) = % f ey

Transformée inverse de .Zourier.

_L v = iox _f(x+0)+f(x_0)
)= = INCECE :

Exemple 4.3.1
Soit f(x) = e7M.

— 1 o , 1 0 , * ,
(@) = — f e Moy = —— [ f e“e ™ dx + f e"‘e"“"dx]
/ 27 J-0 V2711 LJ -0 0

0 00
L f e X gy 4 f e~ x| = 1 [ L — + L . ] -2z
Puisque f est continue sur R, La transformaée inverse donne :
1

1 0o 4 00 1 ‘
flx)=eM= o j: . fla)e“da = — [ Tra QZe’“xda

1 (™ cosax i [ sinax 2 ( cosax .
= — ~da + — ~da = — ~da +1.0;
nJ).1l+a nJ).1l+a nJy 1+a

d’ou: N
CcOS ax ot = m ol
o 1+a? 2
* cosx T
En particulier on a; dx = —-
P "Jo 142 2e

4.4 Propriétés
Lemme 4.4.1 (Riemann)
On pose IK = R ou C. Soit f : [a,b] — IK une fonction intégrable sur [g, b].

Alors les fonctions f(t) cos at et f(t) sin at sont intégrables dans [a, b] pour tout
dans Retona:

b b
limff(t)cosatdt: limff(t)sinoctdt:O

a—+00
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4.4 Propriétés

Preuve.

f intégrable sur [a, b] implique que pour tout ¢ > 0,

il existe une subdivisionde [a,b]a=xy <x1 <x <...<x, =D
et une fonction en escalier,

g :[a,b] = Rtelles que |f(t) — g(t)| <

&
2(b—a)
f (f(t) - g(t)cosatdt‘< f If(t) — g(t)ll cos at|dt < 2(b 2

Or, dans chaque intervalle ]x;, xi41[, la fonction g est constante et Vaut . xm[(t) = k.
On a alors,

n-1 X+1 n-1 X+1
f g(t)cosat dt = Z g(t)cosat dt = Z Ck f cos at dt
Xk k=0 Xk

H

sinat\*! 1 v«
= Z ck( ) = 2 cr(sin axg,q — sin axy) —0.

a—>+00
0

>~
Il

Et par suite,
b

lim f f(t)cosat dt =
a—=+00

Raisonnement identique pour la deuxiéme intégrale.
Théoréme 4.4.1

Soit f : R = C une fonction localement intégrable et absolument intégrable
sur R. Alors

— 1 o0 ,
1. f(a) = \/T f f(x)e™** dx est normalement convergente.
TC —00

2. /?est bornée.
3. lim f(a)=0

a—=+x oo

Preuve.
1. Clest immediat car |f(x)e™| = |f(x)| qui est intégrable sur R par hypothese.

2. 1l < —= f F)e ™ dx = f FG0ldx = M.

3. Posons I(a) = —flf(x)ldx.
lim I(a) = f |f(x)| dx = I existe.

a— oo

Soit € > 0. Il existe alors b > 0 tel que [I = I(b)| =1 - I(b) <

= 1 © ‘
— —iax g4l —
‘f(a) f' = f S i f f
—— fe ™ dx+ —— | f)e™dx+ —— | f(x)e ™™ dx| <
\/12n "
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LA TRANSFORMEE DE .#OURIER

b
f F(x)e™™ dx|.
7 |Jb

Comme la fonction f(x)e™ est localement intégrable, d’apres le lemme de Riemann (4.4.1),

lim j: b f(x)e ™ dx = 0.
f Fx)e ™ dx

a—>=+00
= ¢, ce qui traduit le fait que 061_1>rinoO fla) =

Donc Iﬂa)l <I-1()+ \/%

<_

Il existe alors M > 0, tel que pour tout |a| > M, on a

Il résulte que pour tout |a| > M, | f ()] <

NIN
Nlm

Notations.

° XZ{f:IRHC:fELOC(lR) et foolf(t)ldt<oo}.

o %:{f:IRHC lim f(x) =

X—+00

e D :opérateur de dérivation définie sur 'ensemble des fonction dérivables D(IR, C)

par Df = f'.
e D :opérateur défini dans ’ensemble des fonctions A(IR, C) par (Pf)(x) = xf(x).

o fl@)= Z(f®)a)

Théoreme 4.4.2 [Dérivée de la transformée de .% ourier]

Soit f : R — C une fonction satisfaisant aux conditions suivantes :
i) fex
ii) f continue
iii) Pf € %

Alors j?e CY(R, C) (fonctions contintiment dérivables) et on a :

F'(f(a) = =17 (xf(x))(a)

Preuve.
Soit la fonction ¢ : R X R + C définie par ¢(t, x) = f(t)e ™.
@ posséde les propriétés suivantes :
a) (p est continue comme produit de deux fonctions continues

b) — t (t,x) = —itf(t)e™™ = —itep(t, x) est continue

c) L'intégrale f @(t, x)dt est normalement convergente car |p(t, x)| = |f(t)| et f € &

Ip
S| = 0] = (PA®] et Pf €

d) f &—i(t, x)dt est normalement convergente car

(oe]

Pour ces raisons f @(t, x)dt est dérivable dans R eton a :

\/—m_

(ﬁ,(x) = (D/};(x) = \/%7 Loj i—f(t,x)dt = \/_Zl_n [:[tf(t, x)]e—itxdt
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4.5 Quelques propriétés de la transformation de .% ourier

Ce qui se traduit par (Dﬁ(x) = —i(l/’?)(x) ou i(Dﬁ(x) = (13?(9() en multipliant par i chaque
membre.

Théoréeme 4.4.3 [Transformée de .% ourier de la dérivée]

Soit f : R — C une fonction satisfaisant aux conditions suivantes :
1. fex
2. feCY(R)
3. Df e ¥

Alors f € A et
F(f (O)@) = a7 (f(x))(@)

Preuve.

1) Pour tout x € Rona f(x) = f(0) + f f'(t)dt. Puisque Df € %, l'intégrale f |f'(t)|dt est

convergente et par suite f f'(t)dt converge. D’our hm f (x) = € existe. Montrons que ¢ = 0.

Pour cela, on fait un raisonnement par ’absurde. Supposons que ¢ # 0.

a) Supposons ¢ > 0.
lim f(x) = ¢. Par définition de la limite, pour tout ¢ > 0 il existe M > 0 tel que pour tout
X—00

x>Mona:l-¢< f(x) <+ e Choisissons ¢ tel que £ — ¢ > 0. Il résulte alors que f(x) > 0

pour tout x > M. Donc f (€ —¢e)dx < f fx)dx < f (¢ + €)dx puis lorsqu’on fait tendre

a — oo, on obtient f f(x)dx > oo et par conséquent f f(x)dx diverge. Il en est de méme
M

pour f fx)dx = f f(x)dx + f f(x)dx. D’ou1 contraction car f € 7.

b) Supposons que ¢ < 0.

On prend (—f) et on adopte le méme raisonnement. Conclusion ¢ = 0.
Exercice.

En s’inspirant de cette démonstration, montrer que xgmw flx) =

(Pﬁ(x) = ixﬂx) - % [: f(x)e_i“" dx = \/% ‘[: ixf(x)e—iax dx.

Une intégration par parties avec u = f et dv = ixe™"™*dt, on obtient :
—~ 1 . oo oo . 1 oo 4 .
i(Pf)(x) = — l—e"”‘ O+ f ’(t)e‘”"dtl = — f "(He ™ dt = (Df)(x).
Nw=—=|-"fOl+ | f =) f

4.5 Quelques propriétés de la transformation de .# ourier

Adoptons la notation j/f\: F(f).

4.5.1 Linéarité

Soient f,g € # eta,p € R. Alors .7 (af + pg)(x) = aF (f)(x) + B-F(g)(x).
La démonstration de cette propriété est simple.
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LA TRANSFORMEE DE .#OURIER

4.5.2 Transformée de .Z ourier de la translation.

Soit T € R et soit f : R — C une application. On note fr(x) = f(x — T).
Si fex.

F(fr)(a) = \/%_n [ fr(x)e ™ dx = \/Lz_n f: f(x—T)e™dx. Onpose x — T = t.

Alors 7 (fr)(a) = \% f T f(e e gy = \% f " f(he e Tt =
7T J—00 TU J—00

e—iaT foo f(t)e_iat dt
V21 J—eo '

Donc Z(fr)(a) = e 1.7 (f)(a).

4.5.3 Transformée de .Z ourier de ’homothétie

Soit k > 0 et soit f : R = C. On note fi(x) = f(kx).
Sifex,

F(f)a) = \/% [ Fr(x)e ™ dx = \/% f: Flkx)e ™ dx.

En posant kx = t, on obtient :

7 Y (7 et 1L (T it a/k) | L e (2
F()@) = m[mf(t)e i (t/h % —k|v2_an<t>e i@ = 2 7(5) ().

4.5.4 Produit de convolution

Probléme : Etant données deux fonctions f et g etleurs transformées de .% ourier .7 (f)(a)
et #(g)(a), peut-on trouver une fonction k telle que

F(k)(a) = F(f)a) - F(g)(a)?

Solution
On a

Z(H@)- F(@)) \/iz_n f : e dx - — f ey dy

1 00 (o)
= 5= I I F(x)g(y)e ™) dxdy

Posons : x + y = t et donc dy = dt, l'intégrale double devient :
FN) F@@ =5 [ [ ot = o dui

Posons : h(t) = f f(x)g(t — x) dx, on a donc :

i f h(t)e ™ dt

- T(‘/z_“ f h(t)e —mfdt)

N 7 (h)(a)

M /MROUN A OUR-EDDINE
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4.6 « Sinus et Cosinus-transformées »de .% ourier

En posant k(t) = Lzh(t), la fonction k est solution du probleme posée.
Tt

Définition 4.5.1
Soit f, g : R = R deux fonctions intégrables sur IR. On appelle produit de convolution de f

par g, la fonction notée f * ¢ : R — R définie par (f * g)(t) = f f(t —x)g(x)dx
Proposition 4.5.1

Le produit de convolution est commutatif; et on a :

F(f * g)(a) = V2 Z (f) (@) F(9)(a)

Preuve :
La preuve découle directement de la définition ; puisque :

Va e R F(f)(@)  F(g)a) = F (@) - F(f)(@)

Exercice 1
Démontrer la commutativité directement a partir de la définition intégrale.

En effet dans l'intégrale (f * g)(t) = f f(t — x)g(x)dx, on fait le changement de variable

en posant f — x = y. On obtient :

(oe]

(f x Q) = - f _ fy)g(t —y)dy = [ gt =y f(ydy = (g * f)).

(o]

Théoreme 4.5.1 [Egalité de Parseval]

Soit f : R = C admettant une transformée de .# ourier .7 (f).

Alors on a - .
I 12 () da = f Ff d

4.6 « Sinus et Cosinus-transformées »de .# ourier

Définition 4.6.1
Soit f : R = R une fonction absolument intégrable sur R.

1. On appelle cosinus-transformée de .% ourier de f, la fonction :

fc\(a) = \/%fom f(x) cos(ax) dx
flx) = \/%‘fomj?:(a) cos(ax) da

est appelée inverse de cosinus-transformée de .# ourier de f.

L’expression

A" %/ MROUN /" OUR-& DDINE




LA TRANSFORMEE DE .#OURIER

2. On appelle sinus-transformée de .% ourier de f, la fonction :

fila) = \/% j; ) £(x) sin(ax) dx
fx) = \/% f(; ) ﬁ(a) sin(ax) da

est appelée inverse de sinus-transformée de .# ourier de f.

L’expression

Remarque 4.6.1
Soit f : R = R une fonction admettant une transformée de .# ourier f.

a) Si f est paire.

ﬁa) = \/% I;f(x)e—"“x dx = \/% I: f(::)( cos(ax) — isin(ax)) dx
= \/% [w f(x) cos(ax) dx — \/% j:oo f(x) sin(avx) dx.

Or la fonction x +— f(x) cos(ax) est paire et la fonction t — f(x) sin(ax) est impaire. Il
s’ensuit alors :

Ra) = \/% jo‘ ) f(x) cos(ax) dx car j: ) f(x)sin(ax) dx = 0. D’otu:

R“) = }':(a) = \/% j; ) f(x) cos(ax) dx

b) Si f est impaire.
Avec le méme raisonnement on obtient I’expression :

ﬁa) = \/% j:: flx)e ™ dx = —i\/%fooo f(x)sin(ax) dx. D’ot :

fla) = —i \/% fo ) F(x) sin(ax) dx = —ifi(a).

@) = if(a).
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