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1. Comparaison entre fonctions et polynémes
On définit une notions qui permet de comparait des fonctions au voisinage d’un point ou méme au
voisinage de I'infini. Ces notions se matérialisent par ce qui est désigné par « les notations de Landau ».

Théoréme-01 (limites particulieres)

Pourtoutx € |—1,1[ona:

—_ n
1_x—nllrl1w(1+x+x + o4 x™). (D)

Pourtoutx E Rona:

vzt (14545 +xn 2
MR S TR @
. 1
Remarque-01 (les fonctions x — P et x - e¥)
Le résultat (1) s’obtient a partir de la suite S,, = 526‘ u; des sommes partielles de la suite géométrique (uy)

de 1°" terme uy = 1 et de terme généralu;, = x*. Et on sait que :
_.n+l
T+x+x2+-dat =2 “— ,oubien1—x"*1=(1—-x)(1+x+x%++x").
Puisque x € |-1,1[, ona lim x™*! = 0 d’ou I'égalité (1).

n—+oo

Le résultat (2) s’obtient a I'aide de la formule du binéme de Newton.
Par aiIIeurs considérons I'égalité (1) et posons :
1_xn+1

f(x)— ,etP(x) =1+ x+x%+ -+ x" ( -
commise en remplagant f(x) par P,(x). Lerreur est donc de I'ordre de x"*1.
Prenons x = 0.1 € V(0) alors x™*1 = 1071»*D p (0.1) = 1,11 ... 1. L'erreur est de
N——

n+1
) onadonc: f(x) — P, (x) = xlTx qui est 'erreur

10—1(n+1) 10—7’!)

910~ 9
nx1
Sin =5, en remplagant (f(0.1) = 1/0.9) par (P5(0.1) = 1.11111) on commet une erreur de I'ordre du
5x1

millioniéme 107°.

Définition-01 (équivalente, négligeable, dominée)

Soient f, g : A = R deux fonctions, a un nombre réel et I un intervalle ouvert telque a € I € A. On
suppose que g(x) # 0six € I\ {a}. On dit que

e f estdominée par g au V(a) si fE ; est bornée au V(a). On note alors :
f = 0(g), etonlit, « f estun grand O de g au voisinage du point a ».
e [ estnégligeable devant g au V(a)siona: }161_1)1(11 g(x) = 0.0n note alors :
f = 0(g), etonlit, « f est un petit o de g au voisinage du point a ».
f(x)

= 1. On note alors :

e festéquivalentea gauV(a)siona: llm eS|

f ~g, etonlit « f est équivalent a g au voisinage du point a ».
a

Définition-02 (classes de fonctions)

Soit A € R un intervalle ou une réunion d’intervalles. Pour tout entier n € N on définit I’ensemble noté
|eme

(" (A) comme I'ensemble des fonctions f: A — R tel que f peut étre dérivée n fois et sa dérivée n
notée f ™, est continue sur A.

On dit alors que la fonction f : A = R est de classe (" si par définition f € (" (A4).

Remarque-02 (Relation entre Classes)
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1. Remarquer que CO(A) n’est autre que I'ensemble des fonctions continues sur A.
2. Onaune suite d’inclusions strictes : ("*1(4) € (" (4) c - < (1 (4) < C°(4).
3. Dire que f est de classe C" revient a dire que f € (" (A).
4. On note C*(A4) l'intersection de toutes les classes (" (A) quand n décrit N. Il s’agit de 'ensemble

de toutes les fonctions f: A = R qui admettent des dérivées de tout ordre n € N.

Définition-03 (polynome et reste dits de Taylor)

Soit n un entier. Soit une fonction f : R — R définie sur un intervalle ouvert I contenant un point a, et f
(n — 1) fois dérivable sur I et dont la dérivée n"“"existe en a. On appelle polynéme de Taylor d’ordre n en a
de f, le polynéme en défini par :

&N @) Q)
P.(0) =f(@+ B - + 2 - + o+ B (-0,

On appelle reste de Taylor d’ordre n en a de f, la fonction R,, qui a x € I associe :

Ry (x) = f(x) — Pp(x).

Remarque-03

L'idée est de remplacer une fonction f que I'on ne sait pas calculer (ou difficilement) par un polynéme, qui
est facilement calculable. Mais si f(x) n’est pas calculable, alors bien sir le reste R, (x) ne I'est pas non plus.
On doit donc chercher des moyens d’estimer ou de majorer ce reste. Le moins que I'on puisse demander
qguand on approche une fonction par un polynd6me de degré n, est que le reste soit négligeabledevant (x —
a)t.

Définition-4 (développements limités)

Soient f: A - Reta € A.on dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de a s’il existe n + 1 nombres réels by, by, ..., b, tels que pour tout x € Aona:
{f(x) =by+bi(x —a)' +by(x —a)’> + -+ b, (x — )" + 1,(x)
ra(x) = o((x —a)")

Remarque-04 (cas particuliers)

1. Admettre un développement limité d’ordre 0 en a est équivalent a avoir une limite finie en a.
2. Un développement limité d’ordre n au voisinage de a, s’il existe, est unique.

Proposition-01 (unicité des développements limités)

Soient/ un intervalle ouvert, 0 € I etn un entier. Soit f : | — Rdéfinie sur .0n suppose qu’il existe deux
polynémes de degré nqui vérifient au voisinage de O :

f(xX) = Pp(x) + o((x — @)™) o
f(x) = Qn(x) + o((x - a)")} Alorsona: Py = Qn

Preuve :

Le polynéme P,, — Q,, est de degré au plus égal a n, et il est négligeable devant x™ au voisinage de 0. Ce qui
n’est possible que s’il est nul.m

2. Formules de Taylor
Le résultat de base, le seul que vous ayez vraiment besoin de retenir, dit que sous les hypothéses de la
définition-03, le reste de Taylor R,,(x) est négligeable devant x™ au voisinage de 0, donc la fonction admet
un développement limité, dont la partie polynomiale est son polyndme de Taylor d’ordren. Cest le
théoréme de Taylor-Young.
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Théoreme-2 (formule de Taylor-Lagrange)

Soient I un intervalle ouvert, 0 € I et n un entier. Soit f : I = R (n — 1) fois dérivable sur I, et dont la
n“™ dérivée existe en 0. Soit R,,(x) le reste de Taylor d’ordre n de f en 0 alors :

f(l)

Ry(x) = f(x) - (f(O) +

Au voisinage de 0, R,,(x) est négligeable devantx™,

Preuve :

On définit le nombre réel A par I'égalité suivante :

)2

b-a)t (b —

f(b)—(f(a)+ — Y@ +——

() f(z)(O)
1! x! + 21

—r fP@+

(b

(n)
24t ! n!(O) x")

i.e.onaR,(x) = o(x™).

Comme dans la démonstration du théoreme des A.F. on introduit la fonction auxiliaire ¢ définie par :

(b - )1 (b —

p(x) = f(b) — f(x) ———7—fP(x) -

)Zf(z)( ) —

) . ( _a)n+1
BETEEANG )> (n+1)!
(b x)n . (b_x)n+1

B e

Comme f € C("*1(I) on af(") € Cl(I) etdonc @ € Cl(I) Le choix de A donne ¢(a) = @(b) =
On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a ¢ et on conclue que 3c € |a, b telle que ¢ (c) =

Termes de la fonction : @(x) = Termes de la fonction : @'(x) =
fb) — f(x) 0- M)
b —
( ) f(l)( ) +f(1)(x) ( ) f(z)( )
b — 2
- x) BERRAR + 8D oy - LoD poy
b— —x)p1
( f(p)( ) —(lZp —x)l)' fP)(x) - —— (b - ) F@D(x)
‘%f@“)m + 2 e - %f S
b — n _ n—1
_ n_x) FO@ + o poo) - S pongy
(b _ x)n+1 N (b — x)n 4
 (n+1)! n!
Q'(x) = uf(le)( ) +M
n!

Dans la colonne de droite il ne reste que deux termes, les autres s’annulant deux a deux. On obtient alors

b—x)" x)

¢'(x) = —— (A~ fOD).

Sachant que ¢ € ]a, b[ on a nécessairement (

On a obtenu ainsi la formule de Taylor.

> 0, ce qui donne ¢@’'(c) = 0 etdonc f ™V (¢) =
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Remarque-05

Sin = 0 la formule de Taylor-Lagrange coincide avec le théoréme des accroissements finis (TAF).

exemple-01 (application)
Soit f(x) = cos x.Ona f € C*(R) donc f € (7 (R). La formule de Taylor au point a = 0 pour n = 6 et

b = x, est applicable. Les dérivées de f jusqu'a l'ordre n = 7 s’écrivent comme suit :

fOx) =-sinx | f@(x)=—-cosx f®(x) =sinx f®(x) = cosx
O =-sinx | f®(x)=—-cosx fD(x) =sinx //
Pour tout
Pour tout x € R, il existe c E ]0, x[tel que :
2 4 6 7
f(x) =cosx = 1— +———+ f(7)(c)cesta dire : cos x = 1—— Z—'—Z—!+9;—!sin(c)

Si on suppose que x E ]0 1t[ ona f(7)(t) =sint > 0,vt € ]0,[. On en dedurc que:
x4 x6

2
Six €]0, 1t[a|orscosx>1——+—'—a

Les courbes des fonctions « x = cosi{ix) » et de leurs développements limités en 0 d’ordre 3, 5 et 7 se
présentent ainsi :

a

]

B ™ D e ™ e

" a a a a n ™
-1 -3 = -1 [} 1 = = +

Théoréme-3 (formule de Taylor-Young)
Soient f € ("(A)eta € A. Alors f admet un développement limité d’ordre n en a qui est donné par :

1 _ 2 — )"
£ = f@) + E= ) + EZ D gy 4t B 0 ) 4, )

r(x) = o((x —a)")

Preuve :

Onaf € ("(A) = (™ D*1(4). On peut donc appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre (n — 1)
a lafonctionf avec b = x > a on trouve qu'il existe ¢ € |a, x[ tel que :
f(x) =f(a)+ %f(l)(a) + 4 %f("_l)(a) + %f(")(c). Ce dernier terme s’écrit :
Mf(”)(c) = Mf(")(a) + M (f™(c) — £ (a)). Il suffit par conséquence de montrer
(x a) (f(”)(c) f(")(a)) = 0((x — a)™), autrement dit quellm (f(")(c) f(")(a)) = 0. Ce qui

est vrai pwsque, par hypothése, f (™ est continue en a. n

3. Opérations sur les développements limités
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A l'aide de développements limités de fonctions courantes ou usuelles et a I'aide de théorémes généraux
sur la sommation, la multiplication, I'inversion ou la composition de développements limités, il peut étre
déduit des développements limités de fonction plus complexe.

Théoréme-4 (4, X de développements limités)

Soient deux fonctions f et g admettant des développements limités d’ordre n au voisinage d’un point a.
Alors les fonctions f + g et f.g admettent des développements limités d’ordre n au point a. Plus
précisémenton a:

Si f(x)= ZES ay(x—a)*+o((x—a)") et g(x)= ZES br(x — a)k + o((x — a)™).

Alorsona:
(f +9) () = ZEZp (ar + b ) (x — a)F + o((x — a)),
k=n [i=k
F- 9 =D | D anbes |- +o(Gx—a).
k=0 \i=0
Preuve :

Le cas de I'addition est évident. Pour le produit on multiplie les polyndmes en (x — a) issus de f et de g en
négligeant les termes résultants dont le degré est > n qui sont tous des 0((x — a)™), donc négligeables.

Proposition-02 (composition de développements limités)

Soient deux fonctions f et g admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0. On
suppose que g(0) = 0. Alors la fonction (f o g) admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de 0 obtenu en remplagant dans f la variable x par le développement limité de d’ordre n en
0 et en négligeant les termes en x* de degré> n.

Exemple :

2
Calculer le développement limité de ™) 3 'ordre 3en 0. On a cos(x) = 1 — x? + o(x3).
Onacos(0) =1 # 0. Mais on peut écrirecos(x) = 1 + u(x) etu(0) = 0.

Alors e (%) = gl+u(¥) = geu(™® gtona:
2 .3

u® u 5
et = 1+u+7+z+o(u )
2
Comme u(x) = — x? + 0(x?), u?(x) commencant a x* peut étre négligé ainsi que toute puissance u* (x)

2
telle que k > 2. Finalement on obtiente®s ) = ¢ (1 — x?) + o(x?).

Proposition-03 (passage d’un développement limité en a vers 0)

Soit I un intervalle ouvert contenant O et n un entier. Soit f définie sur I. Soit g la fonction qui a yassocie
g(@) = f(a + y). Lafonction f admet un développement limité d’ordre n en a si et seulement si g admet
un développement limité d’ordre n en 0.

f) =R +o((x—a)") & gy) =fla+y)=Fa+y)+o(y") avecx € V(a);y € V(0)
Preuve : en exercice

Proposition-04 (développement limité de I'inverse)

Soit la fonction g admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Si g(0) # 0 la fonction
1/g admet un développement limité d’ordre n en 0.

Preuve :
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Ecrivons le développement limité de ga l'ordre nen 0. g(x) = by + Z',EZ? bkxk + o(x™).
Comme g(0) # 0 = by # 0, on peut donc écrire :
M — _ k=n bk n
bo—l kl( b)x + o(x™).
En inversant les deux membres, on arrive a :
b 1 1 1 1

9@ 1—Yk= ( )xk + o(x™) g(x) B b_O 1- Z ( )xk + o(x™)
En posant u(x) = Zk;l (— Z—O)x +o(x™),onau(x) € V(0) et - x)

limité d’ordre n en 0 a savoir :
L= ul(e) + 1) + o+ ut () + o(u"(x)).

ey

admet un développement

1-u(x)
- , N . 1
Par composition on a un développement limité d’ordre n en 0 de la fonction de P doncde:
11 1
g(x) by 1-u(x)
La proposition et ainsi montrer. [ |

Exemple-03 (application)

Sachant que : cos(x) =, 1 —%xz +%x ——x + - +( 1) x2m 4+ o(x™).
x— ! !
Soit la fonctionf (x) = cos(x) — 1. Trouver s |I existe le developpement limité, d’ordre 6 en 0 de la fonction
définie par g(x) = x%/f (x).
Ona:f(x) =cos(x) —1=— B +o x 61'x6 + - +%x2n + o(x™). Ce qui donne pour g :
) x? x2 1
g\x) = = T 1 T 1 =71 1 T T :
f(x) x=0 (gt —oxt+ox®+o(x®) (54 xf —oxt +5x% +o(x)
En multipliant par (-2) le numérateur et dénominateur, on trouve :

9 = 2 = -2x ! = —2x——
(1——x2+ﬁx4—ﬂx6+o(x6)) (1——x2+§x4—ﬁx6+o(x6)) 1-u(x)
En posant u(x) = Exz 51733‘ + 7'4x + 0(x®) qui donne b|en11mu(x) = 0. Ecrivons le développement
limité de — = 1+ul(x) +u?(x) +ud(x) + o(x®)(K).

1-u(x) u(x)-0
Posonsu(x) = azx2 + a4x4 + a6x + 0(x®). On a:
u?(x) = a%x* + apaux®; ud(x) = 123
Il suffit de remplacer les puissances de u(x) par leurs valeurs respectives dans (K).

Théoréme-5 (développements limités d’intégrales et dérivées)

Soit n un entier, et [ un intervalle ouvert contenant 0. Soit f une fonction n — 1 fois dérivable sur | et dont
lan lieme dérivée existe en 0. Soit B, son polyndme de Taylor d’ordre n et R,, son le reste de f.
f(x) = By (x) + R, (x),avecR, (x) = o(x")

1. Dérivation : la dérivée admet un développement limité d’ordre n — 1 en 0, dont le polynéme de

Taylorest la dérivée de celui de fen O, c’est dire :
f0)=PL0)+oGx".

2. Intégration : toute primitive de f admet un développement limité d’'ordre n — 1 en O dont le

polyndme de Taylor est une primitive de celui de f.

ff(x) dx = f P,(x) dx + o(x™*1).
Preuve : découle du théoréeme de Taylor-Young.

4. développements limités des fonctions usuelles
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Les développements limités de fonctions donnés ici sont calculés au voisinage de 0. Pour les obtenir on
calcul les dérivées d’ordre n au point 0 afin de déduire le polyn6me de Taylor de f. On donne ci-apres les
développements limités principaux qu’il faut connaitre.

Théoréme-6 (développements limités usuels)

Soit n un entier et a un nombre réel. Alors on a les développements limités d’ordre n en 0 des fonctions :

1. 1+ + + + + +o(x")

- = _l 3 i s_l 7 4y DY 2041 n
2. sin(x) =x 3 X +5!x 7!x + +(2n+1)!x + o(x™).
3. cos(x) = 1—;x + x x + - +( 1) x4+ o(x™).
4. ﬁ=1+x+x2+---+x"+o(x").

a(a—l)(a—Z)...(a—(n—l))

n!

5. (1+x)“—1+ax+a(a Doy 4. x™ + o(x™).

Preuve : Utiliser les formules de Taylor, dérivée successives en 0.
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Développements limités usuels

Les développements limités ci-dessous sont valables quand x tend vers 0 et uniquement dans ce cas.

n flk;{o] . N
o o Holx™:

Formule de TAYLOR-YOUNG en 0. f(x)

2 n

mn
X X n o X_ n
7 Fe g el 5 kZO okt

%2 ! ¥ 2k
xSt et gyt o™ =, g 26 " o(x*™) (et méme o(x*™*1) et méme O(x*™"?))
3 x2n+1 T2k
X So %+ g et Gy FONTT) 50 2 ey Ot et meme o(x) ou OG)
XZ xln n 'X‘Zk
cosx = 1— 5+t (—1nm ! +o(x*M) o 1;}[—1}k 0! +o(x*™) (et méme o(x*™ 1) ou O(x*"12))
%3 x2n+1 n ¥2k+1
sinx STt + ]“(ant m +o(x* ) o léj( ) 2T +o(x*™ ") (et méme o(x*"*?) ou O(x*""3))
tanx = x+ X + 2 + 17 +o(x")
anx = —_—+ —
M 375 305
1 _ 2 n ny - k n
T S, | TX X X +olx") = > x¥+o(x™M)
k=0
] o 2 n,mn n o - k.k n
1+xx:01—x+x + o (1) X™ + o(x )":?Okzo(_”x +o(x™)
2 n n Wk
o _ X’_ _ n—]x_ n — _ kf]x_ n
In(1+x) = x— %+t (1" = +olx JM‘;( 0= +olx™)
X2 xm n = xk n
lu[]—X]XTO—X—?+...—?+O[X JX—;G—;?"‘O(X )
3 2 n X2t
Arctanx So¥ T3 + o+ (-1 ]“m +o(x*+ ) o Z[—l }k2k+ 3 +o(x®™ 1) (et méme o(x2""2) ou O(x*"F3))

3 x2n+l . N 2K+ .. s .
Argth x = XT3 +.o+ +o(x*"tT) o ];) PP +o(x*™ 1) (et méme o(x*"F) ou O(x* "))

X 3 n+1

—1 — 1) (o — — 1
(1+4x)% = 1+ ax + od%]xz +.+ x—1) [n‘j (n ”x“ +o(x") (eréel donné)

= Z (i)xk+o[x“]
xHOk S

1
T o T4+2x+3x% + ... (n+ 1)x™ +o(x")
— x—
On obtient un développement de Aresinx (resp. argshx) en intégrant un développement de — = (1—x2)"1/2 (resp.
: V1—x2
— = (1+x%)71/2).
V1 +x? )
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Développements limités usuels

(au voisinage de 0)

.
fI—l+]|+—-|- +— +olz")
t.'.! _';"L 1 In ot
chx=1+ ? + I + - e ] (a )
} .'L':J' 3.5 2n+1 onia
sh x r+3—!—,—r+ o) +olz™)
FIS R S I
th e e e "
1 =1 3 15‘ 315I + o{x”)
'{.2 "1-1 n ‘Fz” 2n+1
Cos 1—2—!+4—!+ +(=1) Tl +o(z™"")
0 - ‘FH '?"-ﬁ 1l JIE"_] n+2
sinx =1 _E-l_ﬁ + (1) i) + o(z™"77)
@ 2 . 17 5
tan ¢ = x + —+ —a" + —a' + ol
T =1+ 3 151 :“51 +o(x")
(14+2)*=1+az+ %3;%-- ala— 1) HI{"_”H} ™ 4 o(z)
1 2 it n
ll'r:1 T4 x4 4 (=1)"2" + o(z")
! 1 L1356, ..(2n—3
VItr=1+2—ca4 - +(-1)"" G );r" o(x")
2 B 27!
1 r 3, L 135 (2n-1) .
ll.r_l gtge t +(-1) = " 4 ofz")
In(l+z) =1 - - - +oee g (=1 - + o(z")
o 23 ‘n "
_.t_.U- 'l"5 ,!.'Irtil . )
argth v = 2 + 3+ E + én = o[z*?)
J..‘i l,ﬁ 2n+1 )
arctan v =1 — — + — —1)", gt
T I
11 3.,5 . 1.35...(2n 1) ni2)
p 1 — o = . _-l i + T+
agshe=r-gg gzttt T TSR
123 3a2° 1.35...(2n — 1) 2! _—
arcsin r = x + 53 T3E o T 1 +o(z™ )
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